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Îáùèå çàìå÷àíèÿ

Çàäà÷à ñ ïàðàìåòðîì (Ñ6) ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé âî âñåì âàðèàíòå ÅÃÝ
ïî ìàòåìàòèêå. Ñòàòèñòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàññ, êîòîðûé ðåøèë
ýòó çàäà÷ó ëó÷øå, è â öåëîì ïîêàçûâàåò áîëåå âûñîêèé ðåçóëü-
òàò. Áîëåå òîãî, ýòî âåðíî äàæå â îòíîøåíèè êîíêðåòíûõ ó÷åíèêîâ:
øêîëüíèêè, ðåøàþùèå Ñ6, êàê ïðàâèëî, íàáèðàþò áîëåå âûñîêèé
áàëë, ÷åì òå, êòî Ñ6 íå ðåøèë.

Ïî÷åìó òàê ïðîèñõîäèò? Äåëî â òîì, ÷òî çàäà÷à Ñ6 � ýòî åäèí-

ñòâåííàÿ çàäà÷à âî âñåì âàðèàíòå ÅÃÝ, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò â ñåáå
ðàçáèåíèÿ íà ëîãè÷åñêèå ñëó÷àè, êîòîðûå îöåíèâàþòñÿ íåçàâèñèìî
äðóã îò äðóãà. Íàïðèìåð, åñòü òðè ïóíêòà â çàäà÷å Ñ7, äâà íåðà-
âåíñòâà â çàäà÷å Ñ3, è ò.ä., ïðè÷åì êàæäûé ïóíêò õîòü êàê-òî äà
îöåíèâàåòñÿ, ÷òî è ïðîïèñàíî â êðèòåðèÿõ ïðîâåðêè.

À âîò â Ñ6, êàê ïðàâèëî, ñîãëàñíî êðèòåðèÿì ïðîâåðêè, îöåíèâà-
åòñÿ, íàñêîëüêî ïîëó÷åííûé îòâåò áëèçîê ê ïðàâèëüíîìó. À èìåííî,

• îòâåò ïîëíîñòüþ âåðåí � 4 áàëëà;

• îòâåò îòëè÷àåòñÿ îò ïðàâèëüíîãî êîíå÷íûì ÷èñëîì òî÷åê � 3
áàëëà;

• âåðíî íàéäåíû âñå (èëè, íàïðèìåð, äâà èç òðåõ) ãðàíè÷íûå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà � 2 áàëëà;

• âåðíî íàéäåíî îäíî ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà � 1 áàëë;

Èç-çà ïîäîáíûõ êðèòåðèåâ øêîëüíèêè, êàê ïðàâèëî, ïîëó÷àþò çà
çàäà÷ó Ñ6 ëèáî 4 èëè 3 áàëëà (åñëè âåðíî ñîîáðàçèëè èäåþ ðåøåíèÿ

è âåðíî äîâåëè åå äî îòâåòà), ëèáî 0 èëè 1 áàëë (ëèáî íå ñîîáðàçèëè,
êàê ðåøàòü, ëèáî ñîîáðàçèëè, íî îøèáëèñü â âû÷èñëåíèÿõ ). Èìåííî
ýòîò ðàçðûâ è îïðåäåëÿåò îáùèé óñïåõ (èëè íåóñïåõ) âñåãî êëàññà.

Ïî ñòàòèñòèêå ðàçóìíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå êðèòåðèè ¾óñïåøíî-
ñòè¿ ðåçóëüòàòîâ êëàññà îòíîñèòåëüíî ðåøåíèÿ çàäà÷è Ñ6:

ñðåäíèé áàëë b b > 2,3 2 6 b < 2,3 1,8 6 b < 2 b < 1,8
îöåíêà ¾5¿ ¾4¿ ¾3¿ ¾2¿
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Ïëàí ïîäãîòîâêè

Ïëàí ïîäãîòîâêè ê çàäà÷å Ñ6, ïðåäëîæåííûé â äàííîì ïîñîáèè,
âêëþ÷àåò â ñåáÿ 3 ýòàïà.

1. Áàçà. Íà ýòîì ýòàïå øêîëüíèê äîëæåí â ñîâåðøåíñòâå îâëàäåòü
òðåìÿ îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì. Ê èõ
÷èñëó ñëåäóåò îòíåñòè ñëåäóþùèå ìåòîäû (ïî óáûâàíèþ ñòåïåíè
âàæíîñòè è ÷àñòîòå èñïîëüçîâàíèÿ):

• ãðàôè÷åñêèé ìåòîä

• ìåòîä ÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè, ìåòîä ìàæîðàíò

• ñâîéñòâà ôóíêöèé

2. ÁÊÇ. Çäåñü øêîëüíèê äîëæåí íàó÷èòüñÿ ïîíèìàòü, êàêîé èìåííî
ìåòîä íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü â òîé èëè èíîé çàäà÷å. Â ÷àñòíî-
ñòè, îí äîëæåí óìåòü ïîíÿòü, ÷òî áàçîâûå ìåòîäû íå ðàáîòàþò, è
íóæíî ïðèäóìûâàòü ÷òî-òî åùå.

3. Íåñòàíäàðòíûå ñèòóàöèè. Ýòî çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ïîäãî-
òîâêè, íà êîòîðîì øêîëüíèê äîëæåí îñâîèòü íåêîòîðûå íåñòàí-
äàðòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì. Ñðåäè íèõ ìîæíî
âûäåëèòü ñëåäóþùèå:

• àëãåáðàè÷åñêèé ìåòîä

• ëîãè÷åñêèé ìåòîä (¾ïðè êàêèõ a äëÿ ëþáîãî b. . . ¿).

Ñîîáðàæåíèå íåìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà

Â ýòîò ðàçäåë ìû ñîáðàëè íåêîòîðûå íàáëþäåíèÿ, êîòîðûå íåëü-
çÿ ôîðìàëèçîâàòü è ñ÷èòàòü ñòðîãèìè ïðàâèëàìè, ðàáîòàþùèìè â
ëþáûõ ñèòóàöèÿõ. Îäíàêî îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî÷åìó-òî ýòè ñîîá-
ðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ íåâåðîÿòíî ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè ïðàêòè-
÷åñêèõ çàäà÷ ñ ÅÃÝ (à òàêæå ñ ÄÂÈ è îëèìïèàä). Ïåðå÷èñëèì òå, ñ
êîòîðûìè ïðèõîäèëîñü ñòàëêèâàòüñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
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• Íóæíî ïîìíèòü, ÷òî çàäà÷à Ñ6 � ýòî òðóäíàÿ çàäà÷à (ïî ìíåíèþ
ñîñòàâèòåëåé ÅÃÝ). À ðàç òàê, òî îíà ñîñòàâëÿåòñÿ íå äëÿ òîãî,
÷òîáû øêîëüíèê ïðîäåìîíñòðèðîâàë óìåíèå ðåøèòü ñòàíäàðòíûå
òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ èëè íåðàâåíñòâà ñ ðàäèêàëàìè è
ëîãàðèôìàìè � äëÿ ýòîãî åñòü çàäà÷è Ñ1 è Ñ3. Çàäà÷à Ñ6 �
áîëåå ãëóáîêàÿ, íå ñòîèò ïûòàòüñÿ ðåøèòü åå â ëîá, áàíàëüíûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

• Çà÷àñòóþ â ñàìîì óñëîâèè ñêðûòà ïîäñêàçêà ê òîìó, êàê ñëåäóåò
ðåøàòü çàäà÷ó. Ïîýòîìó íå áðîñàéòåñü ïðåîáðàçîâûâàòü âûðàæå-
íèÿ, âîçâîäèòü â êâàäðàò, ïåðåíîñèòü âñå â îäíó ÷àñòü è ò.ä. �
çàäà÷à Ñ6 ïðåäëàãàåòñÿ íå äëÿ ýòîãî.

• Äî 2015 ãîäà íà îñíîâíûõ ÅÃÝ è íà ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå
ïðîáíèêîâ ïðåäëàãàëèñü çàäà÷è, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ãðàôè÷åñêèì

ìåòîäîì. Íà îñíîâíîì ÅÃÝ 2014 ãîäà áûëà ïðåäëîæåíà çàäà÷à,
êîòîðàÿ ðåøàëàñü àëãåáðàè÷åñêè. Âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî ñ òåì,
÷òî çà ïðèìåíåíèå ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ýêñïåðòû î÷åíü ÷àñòî
íåîáîñíîâàííî ñíèæàëè áàëëû. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî è â äàëüíåéøåì íà ÅÃÝ áóäóò ïðåäëàãàòüñÿ çàäà÷è, ðå-
øàåìûå àëãåáðàè÷åñêèìè ìåòîäàìè. Ñòîèò âíèìàòåëüíî ñëåäèòü
çà ïðîáíèêàìè, ÷òîáû ïîïûòàòüñÿ óãàäàòü çàäà÷ó ñ îñíîâíîãî
ÅÃÝ.

• Åñëè â óñëîâèè çàäà÷è åñòü ñëîæíûå ¾íåñî÷åòàåìûå¿ âûðàæå-
íèÿ (ëîãàðèôìû, ñèíóñû, ñòåïåíè. . . ) îò îäíîé ïåðåìåííîé, ñêîðåå
âñåãî, çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâ ôóíêöèé (ìåòîä 3).
Åñëè ïåðåìåííûõ íåñêîëüêî, òî, ñêîðåå âñåãî, ðàáîòàåò ìåòîä
ìàæîðàíò (ìåòîä 2).

• Åñëè íèêàêèå èäåéíûå ìåòîäû íå ðàáîòàþò, íè÷åãî íå îñòàåòñÿ
êðîìå êàê ðåøàòü çàäà÷ó àëãåáðàè÷åñêè.
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1. Áàçà: îñíîâíûå ìåòîäû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ
ïàðàìåòðàìè, à òàêæå ïðåäëîæèì ñïîñîáû îòðàáîòêè ýòèõ ìåòîäîâ.
Íàïîìíèì, ÷òî ìåòîäû ïðåäñòàâëåíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ ñòåïåíè èõ
âàæíîñòè è ÷àñòîòû èñïîëüçîâàíèÿ.

1.1. Ãðàôè÷åñêèé ìåòîä

Ñóòü ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èçîáðàçèòü íà
êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé äàííîãî óðàâíåíèÿ (èëè
ñèñòåìû óðàâíåíèé, èëè íåðàâåíñòâ. . . ), ïîíÿòü, êàêîå èõ ðàñïîëîæå-
íèå îòâå÷àåò óñëîâèþ çàäà÷è è ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðà-
æåíèé (ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè, êàñàíèå ïðÿìîé è îêðóæíîñòè,
ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ è ò.ä.) íàéòè èñêîìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
Äîâîëüíî ÷àñòî áûâàåò ïîëåçåí ñëåäóþùèé ïðèåì: ïåðåíåñòè âñå,

÷òî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, â ïðàâóþ ÷àñòü, à âñå, ÷òî íå çàâèñèò �
â ëåâóþ. Òîãäà ãðàôèê ëåâîé ÷àñòè ôèêñèðîâàí, à ãðàôèê ïðàâîé
÷àñòè äâèãàåòñÿ ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà. Íóæíî ïîíÿòü, êàêîå åãî
ïîëîæåíèå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è, è â çàâèñèìîñòè îò ýòîãî
íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
Åñëè ýòîãî ñäåëàòü íåëüçÿ, è îò ïàðàìåòðà çàâèñÿò ñðàçó äâà ãðà-

ôèêà, òî, êàê ïðàâèëî, äîâîëüíî òÿæåëî ïîíÿòü, êàê èìåííî îíè
äâèãàþòñÿ âìåñòå. Îäíàêî çà÷àñòóþ ýòî è íå íóæíî: íåîáõîäèìî
ðèñîâàòü ãðàôèêè â ñòàòèêå (ò.å. íåïîäâèæíûìè), òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû ýòè ñòàòè÷íûå ïîëîæåíèÿ áûëè áû ãðàíè÷íûìè äëÿ íóæíûõ
è íåíóæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà.
Âñå ýòî øêîëüíèêó ñòîèò îáúÿñíèòü ïåðåä òåì, êàê ïðåäëàãàòü çà-

äà÷è. Â ñëó÷àå çàäà÷ ÅÃÝ îñîáåííî âàæíî, ÷òîáû îí ðåøàë èõ èìåííî
òàê, êàê òîãî òðåáóåò ó÷èòåëü, à íå òàê, êàê ïðèøëî â ãîëîâó åìó.

×òî ìû óìååì ðèñîâàòü

Äëÿ óñïåøíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ýòîãî ìåòîäà âàæíî áûñòðî âèäåòü òå
óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ìû óìååì ðèñîâàòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè.
Ê èõ ÷èñëó îòíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå:
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• ïðÿìûå,
• ïîëóîêðóæíîñòè,
• îêðóæíîñòè,
• ïàðàáîëû (ñþäà îòíîñèòñÿ è ãåîìåòðèÿ êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà),

• ãèïåðáîëû,
• êîìáèíàöèè ñ ìîäóëÿìè (íàïðèìåð, óãîëîê |x|).

Êðîìå òîãî, íåîáõîäèìî óìåòü ïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñèñòåìà-
ìè êîîðäèíàò. Îñîáåííî âàæíî (ïîìèìî ñòàíäàðòíîé Oxy) ïîìíèòü
ñëåäóþùèå äâå:

• â êà÷åñòâå îäíîé èç êîîðäèíàò âûñòóïàåò ïàðàìåòð (¾ìåòîä îáëà-
ñòåé¿); îí ðàáîòàåò, êîãäà ïàðàìåòð ëåãêî (÷àñòî ëèíåéíî) âûðà-
æàåòñÿ ÷åðåç x,

• òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (êîîðäèíàòû cos è sin);
îíà ÷àñòî ïîëåçíà â çàäà÷àõ, â êîòîðûå cos è sin âõîäÿò ëèíåéíî.

Ðåãàòû

Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ áûñòðî ðèñîâàòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ñåìåéñòâà êðèâûõ. Äëÿ òðåíèðîâêè ìû èñïîëüçóåì ìàòåìàòè-

÷åñêèå ðåãàòû.
Ñóòü ðåãàòû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü øêîëüíèêó

ìíîãî ïðîñòûõ çàäà÷ íà ìàëîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè. Íàïðèìåð, íà
ïåðâûå çàäà÷è ðàçóìíî îòâîäèòü 2�3 ìèíóòû âðåìåíè, äàëåå 4�5 ìè-
íóò è 6�7 (ò.å. âñÿ ðåãàòà ìîæåò óìåñòèòüñÿ â îäèí óðîê). Øêîëüíèê
äîëæåí íàó÷èòüñÿ íå ïðîñòî ðåøàòü çàäà÷è, îí äîëæåí íàó÷èòüñÿ
ðåøàòü èõ áûñòðî è áåçîøèáî÷íî. Êðîìå òîãî, ïîïûòêà ðåøåíèÿ,
êàê ïðàâèëî, òîëüêî îäíà (íà âòîðóþ ïðîñòî íå õâàòèò âðåìåíè).
Ïîýòîìó øêîëüíèêè, ðåøàþùèå çàäà÷è íåðàöèîíàëüíûìè ñïîñîáàìè,
êàê ïðàâèëî, ñ ðåãàòîé íå ñïðàâëÿþòñÿ.

1. (2 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
ãðàôèêîâ

2ax + y + 1 = 0.
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2. (2 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
ãðàôèêîâ

2ax + ay + 1 = 0.

3. (2 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
ãðàôèêîâ

2ax + y + a = 0.

4. (3 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
êðèâûõ

|x| + 2|y| = a.

5. (3 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
êðèâûõ

|x + y + 1| + 2|x− y| = a.

6. (4 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
ãðàôèêîâ

y = 3a− |2a− x| + 1.

7. (4 áàëëà) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
êðèâûõ

(x + a + 1)2 + (y − 2a)2 = 1.

8. (5 áàëëîâ) Èçîáðàçèòå íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy ñåìåéñòâî
ãðàôèêîâ

y = a−
√

4ax− x2.
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Ñêîðåå âñåãî, ðåçóëüòàòû ïîñëå ïåðâîé ðåãàòû áóäóò íåâûñîêèìè.
Ýòî íîðìàëüíî, îäíàêî ðàçóìíî ïîâòîðèòü ðåãàòó ïðèìåðíî ÷åðåç ìå-
ñÿö, ÷òîáû øêîëüíèêè óâèäåëè ñâîé ïðîãðåññ (êîòîðûé, íåñîìíåííî,
áóäåò).
Íàïðèìåð, ìîæíî ïðåäîñòàâèòü òàêîé âàðèàíò (ñþäà óæå ìîæíî

âêëþ÷èòü íàñòîÿùèå çàäà÷è ñ ïàðàìåòðîì, à íå òîëüêî ðèñîâàíèå
ñåìåéñòâ êðèâûõ).

9. (4 áàëëà) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

|x2 − 5x + 6| = ax

èìååò ðîâíî òðè ðåøåíèÿ?

10. (4 áàëëà) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå√
a2 − x2 = 2x + 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

11. (5 áàëëîâ) Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ, íàëîæåííûõ íà ïàðàìåòðû p è
q, ñèñòåìà {

x2 + y2 = p2

y − q = |x|
èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

12. (5 áàëëîâ) Ïðè êàêèõ a ñèñòåìà{
y + a = |x| + 4

x2 + (y − 2a + 5)2 = 9

èìååò ðîâíî 2 êîðíÿ?

Çàäà÷è

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäáîðêà çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, ðåøàå-
ìûõ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìíîãèå èç ýòèõ çàäà÷
ìîãóò áûòü ðåøåíû ïî-äðóãîìó (íàïðèìåð, àëãåáðàè÷åñêè), ñòîèò
òðåáîâàòü îò øêîëüíèêîâ ðåøàòü èõ òîëüêî ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì:
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îíè äîëæíû íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü åãî äàæå òàì, ãäå ýòî, íà ïåðâûé
âçãëÿä, íåâîçìîæíî.

13. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a íàéòè êîëè÷åñòâî ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ

x|x + 1| + a = 0.

14. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
x2 + y2 = 2

|y| − x = a

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

15. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

|2x− a| + 1 = |x + 3|
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

16. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a êîðíè óðàâíåíèÿ

|x− a2| = −a2 + 2a + 3

èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè?

17. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé{
y =

√
12 + 4x− x2 + 2

y =
√

16− a2 + 2ax− x2 + a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

(a + 4x− x2 − 1) · (a + 1− |x− 2|) = 0

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ?

19. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ñèñòå-
ìà {

2ax + y = 1

x + 2y > a
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èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå x < 0, y < 0.

20. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
óðàâíåíèå

x− a = 2|2|x| − a2|
èìååò òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ, è íàéòè ýòè êîðíè.

21. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìèíèìóì ôóíêöèè

f (x) = ax + |x2 − 4x + 3|

áîëüøå 1?

22. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñóùåñòâóåò òàêîé x ∈ (1, 2),
÷òî íåðàâåíñòâî

a +
√
a2 − 2ax + x2 6 3x− x2

íå âûïîëíåíî?

23. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

ax− 1 =
√

8x− x2 − 15

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

24. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x,
óäîâëåòâîðÿþùèé ñèñòåìå{

x2 + (4a + 5)x + 3a2 + 5a < 0

x2 + a2 = 25.

Çàäà÷è íà êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

Îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî îñîáåííî ïëîõî øêîëüíèêè ñïðàâëÿþòñÿ ñ çà-
äà÷àìè, ñâÿçàííûå ñ êâàäðàòíûì òðåõ÷ëåíîì, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
ïðàêòè÷åñêè âñå òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ãðàôè÷åñêèì ìåòîäîì (ò.å.
ïåðâè÷íà â íèõ êàðòèíêà). Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ðàññìîòðåòü òàêèå
çàäà÷è îòäåëüíî.
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Ïðåæäå âñåãî, êàê îáû÷íî, íåîáõîäèìî íàðèñîâàòü âñå (êàê ïðà-
âèëî, èõ íåñêîëüêî) ïîëîæåíèÿ ïàðàáîëû, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëî-
âèþ çàäà÷è. Ïîñëå ýòîãî íåîáõîäèìî ýòè ðèñóíêè ôîðìàëèçîâàòü.
Êàæåòñÿ, ÷òî â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñàìàÿ áîëüøàÿ ïðîáëåìà.
Íà ñàìîì äåëå íèêàêîé ïðîáëåìû íåò. Íóæíî ïðîñòî çàïîìíèòü,

÷òî ñóùåñòâóþò ðîâíî ÷åòûðå âåëè÷èíû, îïèñûâàþùèå íóæíûå íàì
ïîëîæåíèÿ ïàðàáîë. À èìåííî, ýòî

• çíàê êîýôôèöèåíòà ïðè ñòàðøåì ÷ëåíà

• äèñêðèìèíàíò
• âåðøèíà ïàðàáîëû ïî îñè Ox

• çíà÷åíèÿ â íåêîòîðûõ òî÷êàõ.

Âûïèñûâàòü ýòè âåëè÷èíû íóæíî èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå. Ïðè
ýòîì èíîãäà îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü èç íèõ ëèøíÿÿ (òîãäà íåêîòîðûå
ìîæíî ïðîñòî âû÷åðêíóòü).

25. Ïðè êàêèõ a îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ

x2 − 6ax + 2− 2a + 9a2 = 0

áîëüøå 3?

26. Ïðè êàêèõ a îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ

x2 − ax + 2 = 0

ëåæàò íà èíòåðâàëå (0, 3)?

27. Ïðè êàêèõ a îäèí êîðåíü óðàâíåíèÿ

ax2 + x + 1 = 0

ìåíüøå 2, à äðóãîé êîðåíü áîëüøå 2?

28. Ïðè êàêèõ a íåðàâåíñòâî

ax2 + (a + 1)x− 3 < 0

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x < 2?

29. Ïðè êàêèõ a íåðàâåíñòâî

(a− 1)x2 + (2a− 3)x + (a− 3) > 0
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âûïîëíåíî õîòÿ áû ïðè îäíîì x < 1?

30. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

4(cosx− 3− a) cosx− 2,5 cos 2x + 1,5 = 0

èìååò ðåøåíèå?

31. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

log1−x(a− x + 2) = 2

èìååò ðåøåíèÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [−1, 1)?

32. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

|x2 − 8x + a + 5| > 10

íå èìååò ðåøåíèé íà îòðåçêå [a− 6, a].

33. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x10 + (a− 2|x|)5 + x2 − 2|x| + a = 0

èìååò áîëåå òðåõ êîðíåé.

34. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñóììà äëèí èí-
òåðâàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà

x2 + (2a2 + 2)x− a2 + 4a− 6

x2 + (a2 + 5a− 5)x− a2 + 4a− 6
< 0

ìåíüøå 1.

Ìåòîä ìàæîðàíò

Ìåòîä ìàæîðàíò ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâîé ñîñòàâëÿþùåé ñ ðàçó â äâóõ ìå-
òîäàõ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðàìè, ïîýòîìó ìû âûäåëèëè åãî â
îòäåëüíûé ðàçäåë. Çäåñü íå áóäåò ïàðàìåòðîâ, à áóäóò íåêîòîðûå
¾íåñòàíäàðòíûå¿ óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, êîòîðûå êëàññè÷åñêèìè
ìåòîäàìè ðåøèòü íåâîçìîæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìåòîä ìàæîðàíò
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ìåòîäå ÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè, à èíî-
ãäà è ñàì ïî ñåáå ïîçâîëÿåò ðåøèòü çàäà÷ó ñ ïàðàìåòðîì, òàê ÷òî
ïîçíàêîìèòüñÿ ñ íèì ñòîèò çàðàíåå.
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Ñóòü ìåòîäà ìàæîðàíò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì íóæ-
íî ðåøèòü óðàâíåíèå f (x) = g(x), ãäå f è g � íåêîòîðûå ôóíêöèè.
Åñëè óäàåòñÿ äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ x èìåþò ìåñòî
íåðàâåíñòâà

f (x) >M è g(x) 6M

ïðè íåêîòîðîé êîíñòàíòåM (íàçûâàåìîé ìàæîðàíòîé), òî èñõîäíîå
óðàâíåíèå f (x) = g(x) ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå{

f (x) =M

g(x) =M,

êîòîðàÿ, êàê ïðàâèëî, ëåãêî ðåøàåòñÿ.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü äëÿ íåðàâåíñòâ, äëÿ

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ, ñèñòåì óðàâíåíèé è ò.ä.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñïåøíî ïðèìåíÿòü ìåòîä ìàæîðàíò, íåîáõîäè-

ìî ïîìíèòü îñíîâíûå íåðàâåíñòâà èç øêîëüíîé ïðîãðàììû. Îñîáîå
çíà÷åíèå èìåþò íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè. Â ñêîáêàõ óêàçàíî, êîãäà
äîñòèãàåòñÿ ðàâåíñòâî.

• |x| > x (x > 0), |x| > −x ⇒ |x| + x > 0 (x 6 0);

• |x| + |y| > |x + y| (xy > 0);

• |x− y| 6 ||x| − |y|| (xy > 0);

•
x + y

2
> 2
√
xy ïðè x, y > 0 (x = y).

Íàó÷èòüñÿ âèäåòü ñèòóàöèè, â êîòîðûõ ðàáîòàåò ìåòîä ìàæîðàíò,
äîâîëüíî ëåãêî. Êàê ïðàâèëî, òèïè÷íîå óêàçàíèå íà íåãî � ñîâìåùå-
íèå â îäíîé çàäà÷å ¾ñîâåðøåííî ðàçíûõ¿ ôóíêöèé, íàïðèìåð, ñèíóñà
è ëîãàðèôìà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàó÷èòüñÿ ïðèìåíÿòü ìåòîä ìà-
æîðàíò íå òàê ïðîñòî. ×àñòî íà÷èíàòü íóæíî ñ ñàìûõ î÷åâèäíûõ

íåðàâåíñòâ òèïà x2 > 0, | sinx| 6 1 è ò.ä., à ïîòîì ïîñëåäîâàòåëüíî
¾íàâåøèâàòü¿ âñå íîâûå è íîâûå íåðàâåíñòâà êàê ñëåäñòâèÿ èç íèõ.
Òàêæå áûâàåò ïîëåçåí ïðèíöèï ¾ñðàâíèâàòü ïîäîáíîå ñ ïîäîáíûì¿.
Òàê èëè èíà÷å, çäåñü ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî íàáðàòüñÿ îïûòà. Äëÿ
ýòîãî íèæå ïðåäëàãàåòñÿ ïîäáîðêà çàäà÷ íà ýòîò ìåòîä.
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35. 4
√
1 + x + 4

√
1− x > 1

36. 2|x| = sinx2

37. 2 cos x2 − x
2 = 2

38. 5x2+5y2+8xy+2x−2y+2 = 0

39. (x2− 2x+ 3)(y2 + 6y + 12) = 6

40. cosx− y2 −
√
y − x2 − 1 > 0

41. −|y| + x−
√
x2 + y2 − 1 > 1

42. {
x + y + z = 2

2xy − z2 = 4

43. {
x2 + 4y2 + 5 = 4z

x− y > z

44. {
z2 + 7 6 14xy

z − 2x− 2y = 1

1.2. ×åòíîñòü, ñèììåòðè÷íîñòü

Ìåòîäà ÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè, êàê ïðàâèëî, ïðèìåíÿåòñÿ â
çàäà÷àõ, ãäå òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðàìåòð, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå åäèí-
ñòâåííî. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû íàøëè òàêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðîì ðåøåíèå äàí-
íîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû äåéñòâèòåëüíî ðîâíî îäíî. ×àñòî ìîæíî
çàìåòèòü, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà îáëàäàåò ñèììåòðèåé:
ïðè íåêîòîðîì èçìåíåíèè àðãóìåíòîâ ñàìî óðàâíåíèå èëè ñèñòåìà
íåèçìåííû. ×àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâå:

• (÷åòíîñòü): åñëè x0 � ðåøåíèå, òî −x0 � òîæå ðåøåíèå;

• (ñèììåòðè÷íîñòü): åñëè (x0, y0) � ðåøåíèå, òî (y0, x0) � òîæå
ðåøåíèå.

Åñëè ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî, òî ñ ó÷åòîì
íàéäåííûõ ñèììåòðèé îíî ìîæåò áûòü òîëüêî î÷åíü ñïåöèàëüíûì.
Íàïðèìåð, åñëè x0 è −x0 � ðåøåíèÿ, òî äëÿ åäèíñòâåííîñòè íåîáõî-

äèìî, ÷òîáû x0 = −x0, ò.å. ÷òîáû x0 = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèÿ â èñõîäíîå óðàâíå-

íèå èëè ñèñòåìó, óäàåòñÿ íàéòè ïàðàìåòðû, ïðè êîòîðûõ ýòè ðåøåíèÿ
ñóùåñòâóþò.
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Ñ ýòîé ÷àñòüþ ìåòîäà ÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè, êàê ïðàâèëî,
ïðîáëåì íå âîçíèêàåò. Ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ïîïûòêå îñîçíàòü,
÷òî âñå ñäåëàííîå ðàíåå � òîëüêî ïåðâàÿ ÷àñòü ìåòîäà. À åñòü è
âòîðàÿ. È çàêëþ÷àåòñÿ îíà â íåîáõîäèìîñòè ïðîâåðèòü íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
Çà÷åì ýòî íóæíî? Âåäü â ãðàôè÷åñêîì ìåòîäå íèêàêîé ïðîâåð-

êè íå òðåáîâàëîñü. Äåëî â òîì, ÷òî ìû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî èñêîìûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñóùåñòâóþò, è èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûâåëè
âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû äîêàçàëè:
åñëè èñêîìûå ïàðàìåòðû ñóùåñòâóþò, òî îíè ìîãóò áûòü òîëüêî òà-
êèìè (îáðàòèòå âíèìàíèå íà êóðñèâ â ïåðâîì àáçàöå). Íî äàëåêî íå
ôàêò, ÷òî âñå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà äåéñòâèòåëüíî óäîâëå-
òâîðÿþò óñëîâèþ! Âîò ïîýòîìó âòîðûì (è îñíîâíûì!) ýòàïîì ìåòîäà
÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà.
Êàê ïðàâèëî, òîëüêî çà ïåðâûé ýòàï ðåøåíèÿ ñòàâèòñÿ 1 èëè 2

áàëëà. Çà ÷àñòü ïðîâåðêè èëè ïðîâåðêó, âûïîëíåííóþ ñ íåäî÷åòà-
ìè, ñòàâèòñÿ 2 èëè 3 áàëëà. Ïîýòîìó âàæíî ïîïûòàòüñÿ ïðîâåñòè
ïðîâåðêó, äàæå åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ ñòðîãî äîâåñòè åå äî îòâåòà.
Êàê æå âûïîëíèòü ýòó ñàìóþ ïðîâåðêó? ßñíî, ÷òî ñíà÷àëà íóæíî

ïîäñòàâèòü íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà â èñõîäíîå óðàâíåíèå èëè
ñèñòåìó, à çàòåì åå ðåøèòü è óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå äåéñòâèòåëüíî
îäíî.
Êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ðåøåíèÿ âîçíèêàþò äâà âîçìîæíûõ çíà-

÷åíèÿ ïàðàìåòðà, èç êîòîðûõ ïîäõîäèò òîëüêî îäíî. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
äîêàçàòü, ÷òî âòîðîå çíà÷åíèå íå ïîäõîäèò, äîñòàòî÷íî ïðîñòî óãà-
äàòü äâà ðåøåíèÿ. Îáû÷íî ïðîùå íà÷àòü èìåííî ñ òîãî, ÷òîáû íàéòè
íåíóæíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà.
Êàê æå äîêàçàòü, ÷òî îñòàâøååñÿ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïîäõîäèò?

Çäåñü åñòü òðè ñïîñîáà:

• ñëîæèòü è âûäåëèòü ïîëíûé êâàäðàò;

• ìåòîä ìàæîðàíò;

• ðåøèòü óðàâíåíèå èëè ñèñòåìó ñòàíäàðòíûìè àëãåáðàè÷åñêèìè
ìåòîäàìè.

Èòàê, íóæíî çàïîìíèòü, ÷òî ìåòîä ÷åòíîñòè / ñèììåòðè÷íîñòè
ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé: ñîáñòâåííîå ÷åòíîñòü / ñèììåòðè÷íîñòü ïî-
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ìîãàåò íàéòè âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïîñëå ÷åãî ïðîâåðêà
ïîçâîëÿåò îòñå÷ü ïîñòîðîííèå çíà÷åíèÿ.

45. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
y > x2 + 2a

x > y2 + 2a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

46. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

x2 − 2a sin(cosx) + a2 = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

47. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà{
2|x| + |x| = y + x2 + a

x2 + y2 = 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

48. Íàéòè âñå òàêèå a è b, ÷òî ñèñòåìà
xyz + z = a

xyz2 + z = b

x2 + y2 + z2 = 4

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

49. Íàéòè âñå a, òàêèå, ÷òî íåðàâåíñòâî

cosx− 2
√
x2 + 9 6 − x2 + 9

a + cosx
− a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

50. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
ax2 + 4ax− y + 7a + 1 = 0

ay2 − x− 2ay + 4a− 2 = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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51. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

2
2x

x2+1 − a cos x
2 − 1

x
+ a2 =

5

4

èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü.

52. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
(3− 2

√
2)y + (3 + 2

√
2)y − 3a = x2 + 6x + 5

y2 − (a2 − 5a + 6)x2 = 0

−6 6 x 6 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

1.3. Ñâîéñòâà ôóíêöèé

Èíîãäà óñëîâèå çàäà÷è ìîæåò ïîâåðãíóòü øêîëüíèêà â óæàñ: â íåì
íàìåøàíû è ëîãàðèôìû, è ìîäóëè, è ñèíóñû, è åùå Áîã âåñòü ÷òî.
Àëãåáðàè÷åñêè ïðåîáðàçîâûâàòü èëè ðåøàòü òàêèå çàäà÷è áåñïîëåç-
íî, óæ áîëüíî îíè ñëîæíû. Îäíàêî ÷àñòü îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå
ñ âèäó óæàñíûå çàäà÷è ìîæíî ëåãêî ïåðåôîðìóëèðîâàòü íà ÿçûêå
ñâîéñòâ ôóíêöèé. Òðåòèé ìåòîä êàê ðàç ïîñâÿùåí ðàçáîðó òàêèõ
çàäà÷.
Ê îñíîâíûì ñâîéñòâàì ôóíêöèé ìû îòíîñèì ñëåäóþùèå:

• íåïðåðûâíîñòü;

• ìîíîòîííîå âîçðàñòàíèå / óáûâàíèå;

• íàëè÷èå òî÷åê ìàêñèìóìà / ìèíèìóìà.

Êàê ïðàâèëî, ìåòîä ñâîéñòâ ôóíêöèé ðàáîòàåò â çàäà÷àõ, ñîäåðæà-
ùèõ îäíó ïåðåìåííóþ. Íåîáõîäèìî âûäåëèòü ôóíêöèþ (èëè íåñêîëü-
êî ôóíêöèé), ïîíÿòü, êàêèìè èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ñâîéñòâ îíè
îáëàäàþò, è çàïèñàòü óñëîâèå çàäà÷è â òåðìèíàõ ýòèõ ñâîéñòâ.

53. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ëþáîé êîðåíü
óðàâíåíèÿ

3 5
√

6,2x− 5,2 + 4 log5(4x + 1) + 5a = 0

ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [1, 6].
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54. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

3x + |2x + |a− x|| = 7|x + 2|

èìååò ðåøåíèå.

55. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

||x + 2a| − 3a| + ||3x− a| + 4a| 6 7x + 24

âûïîëíåíî ïðè âñåõ x ∈ [0, 7].

56. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

4|x + a| + 2|x− a| + 2 = x + 9|x− 2| + 2|3a + 2|

èìååò äâà ðàçëè÷íûõ êîðíÿ.

57. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ äëÿ êàæäîãî
âåùåñòâåííîãî x âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

| cosx+a2−a− 1|+ |2 cosx+a2− 6a+10| 6 4 cosx+ |2a2− 7a+6|+4.

58. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2 − 10a + 5
√
x2 + 25 = 4|x− 5a| − 8|x|

èìååò ðåøåíèå.

59. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2 + 7|x| + 49 log7(2x
2 + 7) = 7a + 3|2x− 7a|

èìååò ðåøåíèå.

60. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ äëÿ ëþáûõ âåùå-
ñòâåííûõ ÷èñåë x, y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

13 sinx− 7| sinx + y − 2a| + 3| sinx− 2y − a− 1| 6 16.
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1.4. Ðàçíûå çàäà÷è

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ýòàïà ïîäãîòîâêè ìû ïðåäëàãàåì íàáîð çàäà÷,
êîòîðûå ðåøàþòñÿ ðàçîáðàííûìè âûøå ìåòîäàìè. Íóæíî íàó÷èòü-
ñÿ íå òîëüêî ïðàâèëüíî îïðåäåëÿòü ìåòîä ðåøåíèÿ, íî è äåëàòü ýòî
áûñòðî.

61. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà{
x2 + y2 6 2ay − a2 + 1

y + a 6 |x|
èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ?

62. Íàéòè âñå a è b, òàêèå, ÷òî ñèñòåìà
∣∣∣∣xy − 1

xy + 1

∣∣∣∣ = a

x2 + y2 = b

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå (x0, y0).

63. Ñêîëüêî ðåøåíèé èìååò ñèñòåìà{
x2 + y2 = 1

|x| + |y| = a

â çàâèñèìîñòè îò a?

64. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

x + 1 + 2|x− 2| = 8|x− a + 2| + 3|x− a− 2|
èìååò åäèíñòâåííûõ êîðåíü.

65. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êîòîðûõ íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè

f (x) = x2 + 2x− 1 + |x− a|
áîëüøå 2.

66. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà b ñèñòåìà{
y > (x− b)2

x > (y − b)2
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èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

67. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

4x− |3x− |x + a|| = 9|x− 1|
èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

68. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå

cos
√
a2 − x2 = 1

èìååò ðîâíî âîñåìü ðåøåíèé.

69. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà{
x2 + 2x + a 6 0

x2 − 4x− 6a 6 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

70. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ óðàâ-
íåíèå ∣∣∣∣x · 2x − 1

2x + 1
+ 2a

∣∣∣∣ = a2 + 1

èìååò íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ðåøåíèé.

71. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà óðàâíåíèé
|y| + a = 6 sin x

y4 + z2 = 6a

(a− 3)2 = |z2 + 6z| + sin2 2x + 9

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íàéòè âñå ðåøåíèÿ äëÿ êàæäîãî
íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a.

72. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

||x| − a| = a2

èìååò ðîâíî äâà êîðíÿ?
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73. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ìèíèìóì ôóíêöèè

f (x) = 3|x− a| + |x2 + x− 2|

ìåíüøå 2?

74. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
3 · 2|x| + 5|x| + 4 = 3y + 5x2 + 3a

x2 + y2 = 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

75. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî

3− |x− a| > x2

èìååò õîòÿ áû îäíî îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå.

76. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

2x3 + 9x + 3|x + a− 2| + 2|2x− a + 2| + 5
√
2x− 3 6 16

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé x ∈ [−2, 1].

77. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
y > (x + y)2 − x− 2y + a

x > (y − x)2 − 3y + 2x + a

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

78. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

ax− |x| − |x + 2| = a

2

èìååò íå ìåíåå äâóõ ðåøåíèé?

79. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a íåðàâåíñòâî

x2 + y2 6 6x− 4y + a2 + a− 13

èìååò íå ìåíåå ïÿòè öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé?



22 Ëèöåé �Âòîðàÿ øêîëà�, 11 êëàññ

80. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
x2 − (2a + 1)x + a2 − 3 = y

y2 − (2a + 1)y + a2 − 3 = x

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

81. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå

ax2 + |x| = |x + 1|

íå èìååò ðåøåíèé.

82. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ íåðà-
âåíñòâî

2x + 2|x− a| + |x− 1| > 3

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x.

83. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
(x− 2a− 5)2 + (y − 3a + 5)2 = 16

(x− a− 2)2 + (y − 2a + 1)2 = 81

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

84. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

a2 + 5|x− 2| + 7x
2−4x+6 + 4 = 2x + 2|x− 7a− 2|

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

85. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ
ñèñòåìà {

(|x| − 9)2 + (y − 5)2 = 9

(x + 3)2 + y2 = a2

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

86. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a íåðàâåíñòâî

x− 2a− 4

x + 3a− 2
6 0

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x ∈ [1; 3]?
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87. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà{
a(x4 + 1) = y + 1− |x|
x2 + y2 = 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

2. ÁÊÇ

Óâåðåííî îñâîèâ îñíîâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðîì,
øêîëüíèê ÷àñòî äóìàåò, ÷òî îí ãàðàíòèðîâàííî ðåøèò òàêóþ çàäà÷ó
íà ÅÃÝ. Îäíàêî íà ïðèìåðå ïðîáíèêîâ ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî íå
òàê. À èìåííî, âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ: ÷àñòü êëàññà ñòàáèëü-
íî ðåøàåò çàäà÷ó Ñ6 (óâû, òàêèõ îáû÷íî ìàëî), ÷àñòü ñòàáèëüíî íå
ðåøàåò (òàêèõ, êàê íè ñòðàííî, òîæå ìàëî), à îñíîâíàÿ ÷àñòü êàê áóä-
òî èãðàåò â ëîòåðåþ: ñåãîäíÿ îäèí ðåøèë, âòîðîé íå ðåøèë, çàâòðà
íàîáîðîò, ïîñëåçàâòðà íå ðåøèëè îáà, ïîòîì îáà ðåøèëè è ò.ä.
Íåëüçÿ äîïóñòèòü, ÷òîáû ðåçóëüòàò ÅÃÝ ñòàë ïðåäìåòîì âåçåíèÿ

èëè íåâåçåíèÿ! Ýòî äîëæåí áûòü âîïðîñ âûó÷êè. Ïîýòîìó âàæíî äî-
áèòüñÿ îò øêîëüíèêà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Äëÿ çàäà÷è ñ
ïàðàìåòðîì êëþ÷åâûì ìîìåíòîì ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìåòîäà ðåøå-
íèÿ. Åñëè ìåòîä âûáðàí ïðàâèëüíî, òî äîâåñòè åãî äî îòâåòà � äåëî
òåõíèêè, óæå íàðàáîòàííîé øêîëüíèêîì ïðè îñâîåíèè ïðåäûäóùåãî
ðàçäåëà.
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàó÷èòü øêîëüíèêîâ áûñòðî è áåçîøè-

áî÷íî îïðåäåëÿòü ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷. Ýòî âòîðîé ýòàï â ïðîöåññå
ïîäãîòîâêè.
Äëÿ ýòîãî ïðåäëàãàåòñÿ ñèñòåìà ÁÊÇ (Áîëüøîå Êîëè÷åñòâî

Çàäà÷). Ñóòü â òîì, ÷òîáû ïðåäëîæèòü øêîëüíèêó íà î÷åíü ìà-
ëåíüêîå âðåìÿ (íàïðèìåð, íà 1 óðîê) î÷åíü áîëüøîå êîëè÷åñòâî
çàäà÷ (íàïðèìåð, 10�12 øòóê). Êîíå÷íî, çà òàêîå âðåìÿ ðåøèòü èõ

ïîëíîñòüþ îí íå ñìîæåò. Îäíàêî ýòî è íå íóæíî. Íóæíî ëèøü îïðå-
äåëèòü èäåþ èëè ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è! Äîâîäèòü åãî äî ÷èñëåííîãî
îòâåòà íå íóæíî (òåõíèêà óæå îòðàáîòàíà).
Âàæíî íàó÷èòüñÿ áûñòðî çàìå÷àòü êàêèå-òî íþàíñû â óñëîâèè,

êîòîðûå òî÷íî óêàçûâàþò íà òîò èëè èíîé ìåòîä. Òàêæå âàæíî íà-
ó÷èòüñÿ áûñòðî îïðåäåëÿòü, ÷òî çàäà÷à ñóùåñòâåííî íåñòàíäàðòíà
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(ò.å. íè îäèí èç ðàçîáðàííûõ ðàíåå ìåòîäîâ íå ïîäõîäèò), è íàä íåé
íóæíî ïîñèäåòü. Íó è, êîíå÷íî, âñå ýòî íàäî ñäåëàòü áûñòðî è ñ
ïåðâîãî ðàçà � âðåìåíè íà âòîðóþ ïîïûòêó, êàê ïðàâèëî, íåò.
Íà ìîé âçãëÿä, ýòî ñàìîå òðóäíîå çàäàíèå, ñ êîòîðûì øêîëüíèê

êîãäà-ëèáî ñòîëêíåòñÿ. Ïîýòîìó íå ñòîèò æäàòü õîðîøèõ ðåçóëüòàòîâ
ñ ïåðâîãî ðàçà. Âïîëíå ïðèåìëåìî, åñëè êëàññ â ñðåäíåì ñïðàâëÿåò-
ñÿ ñ ÷åòûðüìÿ çàäà÷àìè èç 12. Ïðîâåäÿ ÁÊÇ íåñêîëüêî ðàç, âïîëíå
ìîæíî óëó÷øèòü ýòîò ðåçóëüòàò íà 6�7 çàäà÷.

88. Ïðè êàêèõ a ôóíêöèÿ

f (x) = x2 − 2|x− a2| − 8x

èìååò áîëåå äâóõ òî÷åê ýêñòðåìóìà?

89. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå

1− 2a
√
1 + x2 + a(1 + x2)

(1 + x2)− 2
√
1 + x2

= −3

èìååò ðåøåíèå?

90. Ïðè êàêèõ a íåðàâåíñòâî

|ax + 3| + |x + 3a| 6 (a + 1)|x + 3|

âûïîëíåíî ïðè âñåõ îòðèöàòåëüíûõ x?

91. Ïðè êàêèõ a ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà

|3x− a| + 2 6 |x− 4|

îáðàçóåò îòðåçîê äëèíû 1?

92. Ïðè êàêèõ a ìîäóëü ðàçíîñòè êîðíåé óðàâíåíèÿ

x2 − 6x + a2 − 4a + 12 = 0

ìàêñèìàëåí?

93. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå

5

x + 1
= a|x− 4|
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èìååò áîëüøå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé?

94. Ïðè êàêèõ a ñèñòåìà{
a(x4 + 1) = y + 1− |x|
x2 + y2 = 1

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

95. Ïðè êàêèõ a óðàâíåíèå

| cosx + 3 sinx + a| = a− 3 cosx− sinx

èìååò ðåøåíèå íà ïîëóèíòåðâàëå (π; 3π/2]?

96. Ïðè êàêèõ a ñèñòåìà{
|x− 1| + 7|y| = 1

x2 + 49y2 + 4a + 1 = 2x

èìååò ðîâíî 4 ðåøåíèÿ?

97. Ïðè êàêèõ a íåðàâåíñòâî∣∣∣x2 + ax + 1

x2 + x + 1

∣∣∣ < 3

âûïîëíåíî ïðè âñåõ x?

98. Ïðè êàêèõ a ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà
√
5− x + |x− a| 6 3

ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê?

99. Ïðè êàêèõ a äëÿ ëþáîãî b ñèñòåìà{
2bx + (a + 1)by2 = a2

(a− 1)x3 + y3 = 1

èìååò ðåøåíèå?
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3. Íåñòàíäàðòíûå ñèòóàöèè

Ê ñîæàëåíèþ, óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íå ñóùåñòâó-
åò. È èíîãäà (ïðàâäà, î÷åíü ðåäêî) ìåòîäîâ, ðàçîáðàííûõ íàìè â
ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, íå õâàòàåò. Ïîýòîìó íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå
ïîäãîòîâêè íåîáõîäèìî íå ïðîñòî íàó÷èòüñÿ âèäåòü ñèòóàöèè, êî-
ãäà áàçîâûå ìåòîäû íå ðàáîòàþò, íî è ïðèäóìàòü ÷òî-òî ñâîå, íîâîå,
ïîçâîëÿþùåå ðåøèòü äàííóþ çàäà÷ó.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ òàêèõ ¾íåñòàíäàðòíûõ ñèòóàöèé¿ ìû âûäå-

ëèì äâå ¾íàèáîëåå ñòàíäàðíòíûå¿: ýòî çàäà÷è, ðåøàåìûå àëãåáðàè÷å-
ñêè è çàäà÷è, ðåøàåìûå ëîãè÷åñêè (ïåðåõîä îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó).

3.1. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä

Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è, ãäå íèêàêèõ îñîáûõ ñîîáðàæåíèé (ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ, ëîãè÷åñêèõ è ò.ï.) ïðèìåíÿòü íå íóæíî. Âìåñòî ýòîãî
íåîáõîäèìî òóïî âûïîëíèòü íåêîòîðûå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçî-
âàíèÿ (ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè, âîçâåäåíèå â êâàäðàò, ðåøåíèå
ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. . . ). Îòìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåì îñíîâ-
íîì ÅÃÝ áûëà äàíà èìåííî òàêàÿ çàäà÷à.

100. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

loga(x
2 + 4) > 1

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x.

101. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a íåðàâåíñòâî

log 1
x+1

(x2 + 2|a|) > 0

âûïîëíåíî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ x?

102. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
axy + x− y + 3/2 = 0

x + 2y + xy + 1 = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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103. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñè-
ñòåìà { x + ax + a

x− 2a− 2
> 0

x + ax > 8

íå èìååò ðåøåíèé.

104. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, äëÿ êîòîðûõ óðàâíåíèå

8x6 + (a− x)3 + 2x2 + a = x

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

105. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

(x2 − x + a2 + 1)2 = 4a2(5x2 − x + 1)

èìååò ðîâíî òðè ðàçëè÷íûõ êîðíÿ?

106. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a óðàâíåíèå

(x + 2)(x + 4) + 5(x + 2)

√
x + 4

x + 2
− (a + 2)(a− 3) = 0

èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå?

107. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ óðàâíåíèå

(log8(x+a)−log8(x−a))2−12a(log8(x+a)−log8(x−a))+35a2−6a−9 = 0

èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ.

3.2. Ïåðåõîä îò îáùåãî ê ÷àñòíîìó

Èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè âèäà ¾ïðè êàêèõ a äëÿ ëþáî-
ãî b. . . ¿. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî çàöåïèòüñÿ çà ñëîâà
¾äëÿ ëþáîãî b¿. À èìåííî, ìîæíî âûáðàòü îäíî (èëè íåñêîëüêî) êîí-
êðåòíîå çíà÷åíèå ýòîãî ëþáîãî b è íàéòè, ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ óñëîâèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ íåãî îäíîãî. Èíîãäà óæå ýòîãî áûâàåò äîñòàòî÷íî.

108. Íàéòè âñå ïàðû (a; b), ïðè êîòîðûõ ðàâåíñòâî

a(cosx− 1) + b2 = cos(ax + b2)− 1
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âûïîëíåíî ïðè âñåõ x.

109. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
2bx + (a + 1)by2 = a2

(a− 1)x3 + y3 = 1

èìååò ðåøåíèå ïðè ëþáîì b.

110. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ äëÿ ëþáîãî b óðàâíåíèå

cos(b + ab + bx) + 2 cos(b2x) = 3a2

èìååò õîòÿ áû îäèí êîðåíü.

111. Íàéòè âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
(x2 + 1)a + (b2 + 1)y = 2

a + bxy + x2y = 1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ b.

112. Ïðè êàêèõ a ñèñòåìà ax + ay =
1

2
x + y = b2 + 1

èìååò ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî b?

113. Ïðè êàêèõ a äëÿ ëþáîãî b íàéäåòñÿ òàêîå c, ÷òî ñèñòåìà{
bx− y = ac2

(b− 6)x + 2by = c + 1

èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå?

114. Íàéòè âñå a, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà{
x− by + az2 = 0

2bx + (b− 6)y − 8z = 8

èìååò ðåøåíèå (x; y; z) äëÿ ëþáîãî b.
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115. Íàéòè âñå òàêèå çíà÷åíèÿ a, ÷òî ïðè ëþáîì c ñèñòåìà{
2(c2 + 2c + 2)y + (1 + 4x4)a = 3

x3y3 + (c + 1)xy + a2 − a = 6

èìååò íå ìåíåå îäíîãî ðåøåíèÿ (x; y).

116. Íàéòè âñå b, ïðè êîòîðûõ îáà íåðàâåíñòâà ñèñòåìû{
2b sin2(x + y) + b > 4b3 sin(x + y) + b3

x2 + (b4 + 1)y2 + b > 2xy

âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ x è y.


