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Îá àñèìïòîòèêå ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà
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Àííîòàöèÿ
Â äàííîé çàìåòêå èññëåäóåòñÿ ñïåöèàëüíûé êëàññ ïåðåñòàíîâîê, ââåäåííûé Â.È. Àð-

íîëüäîì â 1958 ã. â ïîðÿäêå óïðîùåíèÿ çàäà÷è î ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ.

Â 1958 ã. íà ñâîåì ñåìèíàðå Â.È. Àðíîëüäîì áûëà ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à (òàê íà-
çûâàåìàÿ çàäà÷à î ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ; ñì. [1]). Ðàçîáüåì îòðåçîê [0, 1] íà òðè íåïóñòûå
÷àñòè {A,B,C} è ïåðåëîæèì èõ â ïîðÿäêå {C,B,A}. Èññëåäîâàòü ïîëó÷èâøóþñÿ äèíàìè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó íà îòðåçêå [0, 1].

Ýòà çàäà÷à àêòèâíî èçó÷àëàñü, â ðåçóëüòàòå ÷åãî áûëè îáíàðóæåíû ñâÿçè ýòîé çàäà÷è ñ
ñàìûìè ðàçíûìè ðàçäåëàìè ìàòåìàòèêè (ñì., íàïðèìåð, [4]).

Íî â òîæå âðåìÿ îñòàëàñü áåç âíèìàíèÿ äðóãàÿ çàäà÷à Àðíîëüäà, ïîñòàâëåííàÿ íà òîì
æå ñåìèíàðå (ñì. [3]): èññëåäîâàòü äèñêðåòíûé àíàëîã çàäà÷è î ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ; â
÷àñòíîñòè, èññëåäîâàòü äèñêðåòíûå àíàëîãè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî âñþäó ïëîòíûìè òðà-
åêòîðèÿìè.

Åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü, ÷òî äèñêðåòíûì àíàëîãîì ïåðåêëàäûâàíèÿ îòðåçêîâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåêëà-
äûâàíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê, ò.å. ïåðåñòàíîâêà. Áîëåå òî÷íî, ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
{1, 2, . . . , n}. Ðàçîáüåì åãî íà òðè íåïóñòûõ áëîêà {A,B,C} ðàçìåðîâ a, b è c ñîîòâåòñòâåííî è
ïåðåñòàâèì èõ â ïîðÿäêå {C,B,A}. Ïîëó÷èâøóþñÿ ïåðåñòàíîâêó ìû áóäåì íàçûâàòü (C,B,A)-
ïåðåñòàíîâêîé (èëè ïåðåñòàíîâêîé Àðíîëüäà) è áóäåì îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç σ(a, b, c).

Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà êîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå.
Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü åå òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå
ïåðåñòàíîâîê ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñîñòîèò èç îäíîãî öèêëà. Òàêèå ïåðåñòà-
íîâêè ìû áóäåì íàçûâàòü ýðãîäè÷åñêèìè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé çàìåòêè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëü-
äà. À èìåííî, ìû äîêàæåì êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü ýðãîäè÷íîñòü ïåðåñòàíîâêè Àð-
íîëüäà, çíàÿ ðàçìåðû áëîêîâ A, B è C, à òàêæå âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó äîëè ýðãîäè÷åñêèõ
ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà (çàäà÷à 8 èç [3]).
Çàìå÷àíèå 1. Îòìåòèì, ÷òî äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê ñðåäè âñåõ ïåðåñòàíîâîê äëèíû n
ðàâíà 1/n è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→∞.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëå-
íèå.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì øàãàìè ïåðåñòàíîâêè σ âåëè÷èíû σ(i)− i, ãäå i = 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî â (C,B,A)-ïåðåñòàíîâêàõ âîçìîæíû âñåãî òðè øàãà, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì
÷åðåç SC , SB è SA ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî, SC � øàã, íà êîòîðûé óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî,
ïåðåõîäÿùåå â ÷èñëî èç áëîêà C, SB � èç áëîêà B è SA � èç áëîêà A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî
SC = a+ b, SB = a− c, SA = −b− c.

Êðîìå òîãî, SB = SA + SC .
1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : IDanila24@gmail.com

1



Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé ýðãîäè÷íîñòè). Ïåðåñòàíîâêà Àðíîëüäà σ(a, b, c) ýðãîäè÷íà òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(SA, SC) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾⇒¿ Åñëè ÍÎÄ(SA, SC) = d 6= 1, òî, ïåðåäâèãàÿñü ïî öèêëó ïåðåñòàíîâêè
σ(a, b, c) ñ øàãàìè SA, SB è SC , ìû íå ñìîæåì ïîïàñòü èç 1 â 2, ò. ê. ìû áóäåì ïîïàäàòü òîëüêî
â ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ d.

¾⇐¿ Ðàññìîòðèì êàêîé-ëèáî öèêë ïåðåñòàíîâêè σ(a, b, c). Ïðîéäÿ ïî íåìó îäèí ðàç, ìû
ïîëó÷èì: xSA + ySB + zSC = 0 (çäåñü x � êîëè÷åñòâî øàãîâ SA â öèêëå, y � êîëè÷åñòâî øàãîâ
SB è z � êîëè÷åñòâî øàãîâ SC).

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ øàãîâ, ïîëó÷àåì: (x+ y)(b+ c) = (y + z)(a+ b).
Ò. ê. ÍÎÄ (a+ b, b+ c) = 1, òî

{
x+ y > a+ b
y + z > b+ c

.

Ñëîæèì äâà ïîëó÷èâøèõñÿ íåðàâåíñòâà: x+ 2y + z > a+ 2b+ c.
Ò. ê. y 6 b, òî x+ y + z > a+ b+ c = n, ò.å. äëèíà öèêëà íå ìåíüøå n. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îíà â òî÷íîñòè ðàâíà n, è ïåðåñòàíîâêà σ(a, b, c) ýðãîäè÷íà.

Òåîðåìà 2. Äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 6/π2 ≈ 0, 608
(ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Äîëè ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó Àðíîëüäà σ(a, b, c). Ïîëîæèì x := b + c = n− a è
y := a+ b = n− c. Òîãäà ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó òî÷åê

4n = {(x, y) ∈ Z2 : x < n, y < n, x+ y > n}.
Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ ýðãîäè÷íîñòè ìíîæåñòâî ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àð-

íîëüäà ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó òî÷åê â 4n ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè.
Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äîëþ òî÷åê â 4n ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäè-

íàòàìè ïðè n→∞. Äëÿ ýòîãî ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.
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Òåîðåìà 3 (Àðíîëüäà î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè; ñì. [2]). Ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà ïëîñêîñòè (ðèñ. 2),
ò.å. ÷èñëî òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà â ãîìîòåòè÷íî ðàñòÿíóòîé â N ðàç îáëàñòè ïëîñêî-
ñòè ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè
íà ÷èñëî N2 ïðè N →∞. Êîýôôèöèåíò ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ïëîòíîñòü) îêàçûâàåòñÿ
ðàâíûì 1/ζ(2) = 6/π2.

Ðèñ. 2: Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå: ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíû òî÷êè ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êî-
îðäèíàòàìè, à áåëûì � îñòàëüíûå.

Ïðèìåíèì òåîðåìó Àðíîëüäà î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ê âûïóêëûì îáîëî÷êàì ìíî-
æåñòâ 4n. Èõ ïëîùàäè àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû |4n|, ïîýòîìó äîëÿ òî÷åê â 4n ñî âçàèìíî ïðî-
ñòûìè êîîðäèíàòàìè àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè n → ∞) ðàâíà 1/ζ(2) = 6/π2, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 2 õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè
(ñì. òàáëèöó).

ðàçìåð ïåðåñòàíîâêè 10 102 103 104

âñåãî (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê 36 4851 498501 49985001
ýðãîäè÷åñêèõ (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê 24 2964 303392 30389486

äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê 0,666667 0,611008 0,608609 0,607972
êîíñòàíòà 6/π2 0,607927 0,607927 0,607927 0,607927

Àâòîð áëàãîäàðèò Ï.Â. Áèáèêîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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