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Ï.Â. Áèáèêîâ

1 Ââåäåíèå

Êîãäà âû òîëüêî íà÷èíàëè èçó÷àòü ãåîìåòðèþ è ïðîáîâàëè ðèñîâàòü ïåðâûå ÷åðòåæè, ÷àñòî ðè-
ñóíêè ïîëó÷àëèñü íå î÷åíü õîðîøèìè. È äåëî íå â òîì, ÷òî ëèíèè áûëè êðèâûìè è íåðîâíûìè;
õóæå áûëî òî, ÷òî èçâå÷íàÿ òÿãà ñ ïðåêðàñíîìó çàñòàâëÿëà âàñ ðèñîâàòü òðåóãîëüíèêè ðàâíî-
áåäðåííûìè (à òî è ðàâíîñòîðîííèìè), ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, óãëû ðàâíûìè. . . Ãëÿäÿ
íà òàêîé ÷åðòåæ, âû ÷àñòî ññûëàëèñü íà ýòè åãî îñîáåííîñòè êàê íà èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è.
Ðàçóìååòñÿ, ïîäîáíîå ðåøåíèå íå ìîãëî ñ÷èòàòüñÿ ïðàâèëüíûì è ñòðîãèì, ïîñêîëüêó íà ñàìîì
äåëå âàìè áûëè ðàçîáðàíû ëèøü ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, à îáùåå ðàññóæäåíèå, êàê ïðàâèëî,
áûëî ãîðàçäî ñëîæíåå è ðàçèòåëüíî îò ýòèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îòëè÷àëîñü.

Íî. . . ÷òî, åñëè âû óçíàåòå, ÷òî åñòü ñïîñîá çàñòàâèòü ýòè ÷àñòíûå ñëó÷àè ðàáîòàòü? ÷òî
åñëè ñóùåñòâóåò ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ðåàëèçîâàòü ýòî åñòåñòâåííîå ÷åëîâå÷åñêîå ñòðåìëåíèå
ê óïðîùåíèþ çàäà÷è ïóòåì ðàçáîðà ïàðû ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ? ÷òî åñëè ðàçáîð ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
èíîãäà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ïîëíîå ðåøåíèå?..

Â ÷åì æå çàêëþ÷àåòñÿ ýòîò-ñàìûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ âûâîäèòü îáùèå?
Ïî ñóùåñòâó ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì âîïëîùåíèåì ïðîñòîé èäåè èç êóðñà àëãåáðû
7-8 êëàññà: åñëè äâå ëèíåéíûå ôóíêöèè ñîâïàäàþò â äâóõ òî÷êàõ, òî îíè ñîâïàäàþò âñþäó.

Î êàêèõ ëèíåéíûõ ôóíêöèÿõ ìîæåò èäòè ðå÷ü â ãåîìåòðèè? Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû
ðàññìîòðåòü ôóíêöèè âèäà A(t) = A(0) + t · v, ãäå A(t) � òî÷êà íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Êàê
íóæíî ïîíèìàòü òàêóþ çàïèñü? Î÷åíü ïðîñòî: ìû ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ êàæäîìó
âåùåñòâåííîìó ÷èñëó t ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó A(t) íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè. Ïðè÷åì
ìû ðàññìàòðèâàåì ñàìûå ïðîñòûå ôóíêöèè: ëèíåéíûå (â ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîðäèíàòû òî÷êè
A(t) áóäóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò ïåðåìåííîé t). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü
çàäàíà çíà÷åíèÿìè ëèøü â äâóõ òî÷êàõ. Ïîýòîìó åñëè íåêîòîðîå ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå õîðîøî
âçàèìîäåéñòâóåò ñ òàêèì ëèíåéíûì äâèæåíèåì (íèæå ìû ÷åòêî ñôîðìóëèðóåì òàêèå óñëîâèÿ),
òî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü åãî ñïðàâåäëèâîñòü âñåãî â äâóõ òî÷êàõ! À ýòè òî÷êè ìîæíî âçÿòü òàê,
êàê íàì óäîáíî; ýòî è åñòü òå-ñàìûå ¾÷àñòíûå ñëó÷àè¿, ðàññìîòðåâ êîòîðûå, óäàåòñÿ äîêàçàòü
óòâåðæäåíèå è â îáùåì âèäå.

Çäåñü òàêæå ïîëåçíà ìåõàíè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ëèíåéíûõ ôóíêöèé A(t): ìû çàñòàâëÿåì
òî÷êè äâèãàòüñÿ ëèíåéíî. Ñâîéñòâî ëèíåéíîñòè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ãåîìåòðè÷åñêè (òî÷êè
A(t) ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé è ïðîõîäÿò ðàâíûå îòðåçêè çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè), òàê è
àëãåáðàè÷åñêè (çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò îò ïåðåìåííîé t ëèíåéíà). Ïîýòîìó, ñäâèíóâ òî÷êè òàê,
êàê íàì ýòî óäîáíî, ìîæíî äîáèòüñÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé çàäà÷è äëÿ êàêèõ-òî äâóõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ, è òîãäà èç ëèíåéíîñòè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèé çàäà÷è è â îáùåì ñëó÷àå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòó èäåþ ìîæíî áûëî ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå, íàì íåîáõîäèìî ëó÷øå
ðàçîáðàòüñÿ ñ ëèíåéíî äâèæóùèìèñÿ îáúåêòàìè è ïîíÿòü, êàêèå èõ ñâîéñòâà ñîõðàíÿþòñÿ ïðè
ëèíåéíîì äâèæåíèè, à êàêèå íåò.

2 Ïîåõàâøèå òî÷êè

Ïðåæäå âñåãî äàäèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.

1Âñåãäà â äâèæåíèè (ëàò.)
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Îïðåäåëåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî t ∈ R îïðåäåëåíà òî÷êà A(t), âåêòîð a(t) èëè
ïðÿìàÿ `(t). Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îáúåêòû A(t), a(t) èëè `(t) ëèíåéíî çàâèñÿò îò t (èëè äâèãà-
þòñÿ ëèíåéíî), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð v, ÷òî

• A(t) = A(0) + t · v;

• a(t) = a(0) + t · v;

• `(t) = `(0) + t · v.

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ òî÷åê è ïðÿìûõ ëèíåéíîå äâèæåíèå � ýòî ïðîñòî ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ íà
âåêòîð t · v.

Âåêòîð v áóäåì íàçûâàòü ñêîðîñòüþ ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè A(t), âåêòîðà a(t) èëè ïðÿìîé `(t).

Òàêèì îáðàçîì, ôàêò ëèíåéíîãî äâèæåíèÿ òî÷åê è ïðÿìûõ åñòåñòâåííî àññîöèèðîâàòü ñ
èõ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì. Èìåííî òàê ïîëåçíî ïûòàòüñÿ óâèäåòü ëèíåéíûå äâèæåíèÿ íà
ïðàêòèêå. ×òîáû ïîëó÷øå ñ íèìè îñâîèòüñÿ, äîêàæåì íåñêîëüêî íåñëîæíûõ ñâîéñòâ ëèíåéíîãî
äâèæåíèÿ.

Çàäà÷à 1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

1. Âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè, äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

2. Ñåðåäèíà îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè, äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

3. Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ ëèíåéíî äâèæóùåéñÿ òî÷êè íà íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ äâèæåòñÿ
ëèíåéíî.

4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ëèíåéíî äâèæóùèõñÿ ïðÿìûõ äâèæåòñÿ ëèíåéíî.

Çàìå÷àíèå 1. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè,
âîâñå íå îáÿçàíà äâèãàòüñÿ ëèíåéíî!

Òåïåðü äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, êàê ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü èäåþ ðàññìîòðåíèÿ êîíêðåòíûõ ïî-
ëîæåíèé òî÷åê äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáùèõ ðåçóëüòàòîâ. Äîïóñòèì, íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü,
÷òî òðè êàêèå-òî ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äàâàéòå ëèíåéíî ïîäâèãàåì ýòè ïðÿìûå.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì óäàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ýòèõ ïðÿìûõ, ÷òî ôàêò èõ ïåðåñå÷åíèÿ
â îäíîé òî÷êå óñòàíàâëèâàåòñÿ ëåãêî (íàïðèìåð, ýòè ïðÿìûå ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè êàêîãî-òî òðå-
óãîëüíèêà). Åñëè òàêèõ ïîëîæåíèé äâà, òî îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïåðåñå÷åíèÿ
â îäíîé òî÷êå è ïðè ëþáîì äðóãîì ïîëîæåíèè (ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ â îäíîé
òî÷êå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì óñëîâèåì íà ïàðàìåòð ñäâèãà t, à ëèíåéíîå óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ
äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ïàðàìåòðàìè). Âîò è âñå!

Çàôèêñèðóåì óñëîâèÿ, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå è ñîîòâåòñòâóþùåå
êîëè÷åñòâî ïîëîæåíèé íàøèõ îáúåêòîâ, äëÿ êîòîðûõ ýòè óñëîâèÿ íóæíî ïðîâåðÿòü.

Ïðåäëîæåíèå 1. à) Åñëè äâå ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè ñîâïàäàþò ïðè äâóõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà t, òî îíè ñîâïàäàþò âñåãäà.

á) Åñëè òðè ëèíåéíî çàâèñÿùèõ îò t ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå ïðè äâóõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðà t, òî îíè âñåãäà ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

â) Åñëè ëèíåéíî ìåíÿþùèåñÿ âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t,
òî îíè âñåãäà ïåðïåíäèêóëÿðíû.

ã) Åñëè ëèíåéíî ìåíÿþùèåñÿ âåêòîðû êîëëèíåàðíû ïðè òðåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t, òî
îíè âñåãäà êîëëèíåàðíû.

ä) Åñëè ñóùåñòâóþò òðè ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà òðè ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ òî÷êè ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé, î îíè âñåãäà ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì ï.á), îñòàâèâ îñòàëüíûå ïóíêòû ÷èòàòåëþ â êà÷åñòâå óïðàæíå-
íèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óäîáíåå âñåãî èñïîëüçîâàòü ÿçûê ëèíåéíîé àëãåáðû. À èìåííî, ïðÿìûå
`i := {aix+ biy + ci = 0}, i = 1, 2, 3, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå åñëè è òîëüêî åñëè∣∣∣∣∣∣

a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Òåïåðü ëèíåéíî ïîäâèãàåì ïðÿìûå `i, ðàññìîòðåâ ìíîæåñòâî ïðÿìûõ `i(t) = `i + tvi, ãäå
vi = (vi,x, vi,y) � ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû ñêîðîñòåé. Òîãäà óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ `1(t),
`2(t) è `3(t) â îäíîé òî÷êå ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ

F (t) =

∣∣∣∣∣∣
a1 b1 c1 + t(a1v1,x + b1v1,y)
a2 b2 c2 + t(a2v2,x + b2v2,y)
a3 b3 c3 + t(a3v3,x + b3v3,y)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå F (t) = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà t (â ýòîì ëåãêî
óáåäèòüñÿ, ðàçëîæèâ îïðåäåëèòåëü ïî òðåòüåìó ñòîëáöó). Ïîýòîìó, åñëè íàøëîñü äâà ìîìåíòà
âðåìåíè t1 è t2, òàêèõ, ÷òî F (t1) = F (t2) = 0, òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè F ïîëó÷àåì, ÷òî
F ≡ 0. Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî F (0) = 0, ïîýòîìó èñõîäíûå ïðÿìûå `1, `2 è `3 òàêæå
ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàäà÷à 2. Äîêàæèòå îñòàëüíûå ïóíêòû òåîðåìû. Äëÿ ýòîãî òàêæå ïîëåçíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü
óñëîâèÿ ýòèõ ïóíêòîâ íà ÿçûêå îïðåäåëèòåëåé èëè ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé.

Îòëè÷íûì ïðèìåðîì, èëëþñòðèðóþùèì èäåþ ïðèìåíåíèÿ ïîåõàâøèõ òî÷åê è ïðÿìûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå èçâåñòíî êàê òåîðåìà î ïðÿìîé Ãàóññà.

Òåîðåìà 1 (Ïðÿìàÿ Ãàóññà). Íà ïëîñêîñòè ïðîâåäåíî ÷åòûðå ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ ñ òî÷êîé
ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ îñòàâøèõñÿ ïðÿìûõ, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1: Ðèñ. 2:
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî ïîíÿòü, ÷òî èìåííî ìû áóäåì äâèãàòü. Ïîñêîëüêó
ðå÷ü â óñëîâèè èäåò î ïðÿìûõ, òî ëîãè÷íî ïîïðîáîâàòü ïîäâèãàòü îäíó èç ïðÿìûõ. Èç çàäà-
÷è 1 ñëåäóåò, ÷òî ñåðåäèíû òðåõ êðàñíûõ îòðåçêîâ òàêæå áóäóò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1ä, íàì íóæíî íàéòè òðè òàêèõ ïîëîæåíèÿ ýòîé ïðÿìîé, ïðè êîòîðûõ êîëëèíå-
àðíîñòü ñåðåäèí êðàñíûõ îòðåçêîâ áóäåò î÷åâèäíà. Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî âûðîäèòü íàøó
êîíôèãóðàöèþ (ðàññìîòðåòü ïðîñòûå ÷àñòíûå ñëó÷àè). Êàê ýòî ñäåëàòü? Íàïðèìåð, ñêëåèòü
íåêîòîðûå òî÷êè! Äàâàéòå ñäâèíåì íàøó ïðÿìóþ â îäíó èç òðåõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îñòàâøèõ-
ñÿ ïðÿìûõ (ñì. ðèñ. 2). Â óñëîâèè ïðÿìûå áûëè çàÿâëåíû êàê ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, à ìû
ñïåöèàëüíî ñäåëàëè èõ ïðÿìûìè íåîáùåãî ïîëîæåíèÿ, çàñòàâèâ òðè ïðÿìûå ïðîéòè ÷åðåç îäíó
òî÷êó. Â òàêîì ñëó÷àå êîëëèíåàðíîñòü ñåðåäèí êðàñíûõ îòðåçêîâ î÷åâèäíà: âñå îíè ëåæàò íà
îáùåé ñðåäíåé ëèíèè òðåõ âîçíèêøèõ òðåóãîëüíèêîâ. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ïðåäëîæåíèå 1ä è
ñêàçàòü, ÷òî òåîðåìà äîêàçàíà è â îáùåì ñëó÷àå.

Ïåðåä òåì êàê ïåðåõîäèòü ê êîíêðåòíûì çàäà÷àì, ñëåäóåò ïðåäîñòåðå÷ü ÷èòàòåëÿ îò ÷ðåç-
ìåðíîé ýéôîðèè, âîçìîæíî, âîçíèêøåé ó íåãî ïîñëå ïðî÷òåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïðÿ-
ìîé Ãàóññà. Ëåãêîñòü, ñ êîòîðîé ìû äîêàçàëè ýòó òåîðåìó, îáúÿñíÿåòñÿ äàëåêî íå ñàìûì ïðî-
ñòûì äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ 1, ÿâëÿþùåãîñÿ îñíîâîé ìåòîäà ïîåõàâøèõ òî÷åê. Ïîýòîìó,
ïðèìåíÿÿ äàííûé ìåòîä íà ïðàêòèêå, âñå æå íåîáõîäèìî õîòÿ áû êðàòêî ïîÿñíÿòü, ïî÷åìó îí
äåéñòâèòåëüíî ðàáîòàåò. Àâòîð íåîäíîêðàòíî ñòàëêèâàëñÿ ñ ñèòóàöèåé, êîãäà øêîëüíèêè çíàëè
äàííûé ìåòîä, íî íå ìîãëè ñòðîãî åãî îáîñíîâàòü, à ïðåïîäàâàòåëè, ïðîâåðÿþùèå èõ çàäà÷è,
äàííîãî ìåòîäà íå çíàëè è äàæå íå ìîãëè ïîâåðèòü â òî, ÷òî ðàçáîð ïàðû ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
äåéñòâèòåëüíî âëå÷åò ïîëíîå ðåøåíèå. Õî÷åòñÿ âåðèòü, ÷òî äàííàÿ ñòàòüÿ ïîìîæåò, ñ îäíîé
ñòîðîíû, ôîðìàëèçîâàòü äàííûé ìåòîä, äàâ íåîáõîäèìûå ñòðîãèå äîêàçàòåëüñòâà, à ñ äðóãîé
� ïîïóëÿðèçîâàòü åãî, ñäåëàâ áîëåå èçâåñòíûì è óïîòðåáèìûì. Ïîñëåäíåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ îñî-
áåííî âàæíûì, ïîñêîëüêó, êàê ìû óâèäèì â äàëüíåéøåì, î÷åíü ìíîãèå îëèìïèàäíûå çàäà÷è
äîïóñêàþò ïðîñòîå è êðàñèâîå ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ ïîåõàâøèõ òî÷åê. Ê èõ ÷èñëó îòíîñèòñÿ è
çàäà÷à 1 ñ Ìåæäóíàðîäíîé Ìàòåìàòè÷åñêîé Îëèìïèàäû 2018 ã.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà. Ïåðåä ýòèì ñôîðìóëèðóåì
ñèòóàöèè, â êîòîðûõ èñïîëüçîâàíèå ïîåõàâøèõ òî÷åê è ïðÿìûõ ìîæåò áûòü ïîëåçíî. Òàêèõ
ñèòóàöèé îáû÷íî äâå:

• óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ íàëè÷èåì ðàâíûõ îòðåçêîâ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ äàëåêî äðóã
îò äðóãà (è íå îáðàçóþò ïðîñòûõ êîíôèãóðàöèé òèïà ñðåäíåé ëèíèè). Â òàêîì ñëó÷àå
ïîëåçíî ïîäâèãàòü êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ èëè òî÷êè íà íèõ (íàïðèìåð, ñåðåäèíû);

• óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïåðåñå÷åíèåì òðåõ ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå è ñ ïîïàäàíèåì òðåõ
òî÷åê íà îäíó ïðÿìóþ (ïðåäëîæåíèÿ 1á è 1ä), à òàêæå ïàðàëëåëüíîñòüþ èëè ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòüþ äâóõ ïðÿìûõ (ïðåäëîæåíèÿ 1â è 1ã).

Òàêæå ïîëåçíî áóäåò ñêàçàòü, êàê èìåííî ñòîèò âûáèðàòü îáúåêòû, êîòîðûå íóæíî äâèãàòü.
Ðóêîâîäñòâîâàòüñÿ ïîëåçíî ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè:

• íå íóæíî äâèãàòü ¾ñòàðòîâûå¿ îáúåêòû, òàêèå, êàê âåðøèíû èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà,
ïîòîìó ÷òî òîãäà âìåñòå ñ íèìè ïîåäåò è âñÿ êîíôèãóðàöèÿ, è ñëåäèòü çà íåé áóäåò òÿæåëî;

• íå äâèãàòü æåñòêî çàêðåïëåííûå îáúåêòû, îñîáåííî ñâÿçàííûå ñ îêðóæíîñòÿìè (ïîñêîëü-
êó îêðóæíîñòü � îáúåêò íåëèíåéíûé);

• ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî äâèãàòü òî÷êè â òàêèå ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå âûðîæäàþò êîíôèãóðà-
öèþ; îáû÷íî ýòîãî óäàåòñÿ äîáèòüñÿ, ñêëåèâ äâèæóùóþñÿ òî÷êó ñ êàêîé-òî íåïîäâèæíîé;
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• èíîãäà ïîëåçíî çàñòàâèòü òî÷êè äâèãàòüñÿ òàê, ÷òîáû èõ ñêîðîñòè áûëè ïðîïîðöèîíàëü-
íû (à íå ðàâíû); ÷àñòî íåò íåîáõîäèìîñòè äàæå çàäóìûâàòüñÿ íàä òî÷íûì çíà÷åíèåì
êîýôôèöèåíòà ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, äîñòàòî÷íî ëèøü ïðàâèëüíî îïèñàòü ñàìî äâèæåíèå.

Îñîáåííî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èíîãäà æåñòêîñòü íåêîòîðûõ îáúåêòîâ â óñëîâèè çàäà÷è
îêàçûâàåòñÿ ìíèìîé! Ò.å. óòâåðæäåíèå çàäà÷è ñïðàâåäëèâî â ãîðàçäî áîëüøåé îáùíîñòè, íåæå-
ëè òîé, êîòîðàÿ ïðåäëàãàåòñÿ âàì. Ñäåëàíî ýòî, êàê ïðàâèëî, ñ öåëüþ çàïóòàòü ðåøàòåëÿ è
ñêðûòü èñòèííûå èäåè ðåøåíèÿ.

Çàäà÷à 3. Âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ åãî ñòîðîí AB è AC â òî÷êàõ
C1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Íà îòðåçêàõ BC1 è AB1 îòìå÷åíû òî÷êè P è Q, òàêèå, ÷òî PC1 = QB1.
Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà PQ ëåæèò íà ïðÿìîé B1C1.

Çàäà÷à 4. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ïåðïåíäèêóëÿðíû. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåí-
äèêóëÿðû èç ñåðåäèí äâóõ ñîñåäíèõ ñòîðîí ê ïðîòèâîïîëîæíûì ñòîðîíàì ïåðåñåêàþòñÿ íà
äèàãîíàëè.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC òðåóãîëüíèêà ABC. Íà åãî ñòîðîíàõ AB è AC
îòìå÷åíû òî÷êè C1 è B1, òàêèå, ÷òî ∠AB1M = ∠AC1M . Äîêàæèòå, ÷òî ïåðïåíäèêóëÿðû, âîñ-
ñòàíîâëåííûå èç òî÷åê B1, C1,M ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, íà êîòîðûõ îíè ëåæàò, ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå.

Çàäà÷à 6. Íà ñòîðîíàõ AB è AC òðåóãîëüíèêà ABC îòìå÷åíû òî÷êè C1 è B1. Äîêàæèòå, ÷òî
ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABC è AB1C1, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ ABB1 è ACC1.

Ðàññìîòðèì áîëåå ïîäðîáíî çàäà÷ó 6. Â ýòîé çàäà÷å íàì âïåðâûå âñòðå÷àþòñÿ çàìå÷àòåëü-
íûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà: îðòîöåíòð H è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàíM . Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé
âîïðîñ: âåðíî ëè, ÷òî ïðè ëèíåéíîì äâèæåíèè âåðøèí A, B, C òðåóãîëüíèêà ýòè òî÷êè òàêæå
äâèãàþòñÿ ëèíåéíî? Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ.

Ëåã÷å âñåãî îáñòîèò äåëî ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí. Îíà äåéñòâèòåëüíî áóäåò äâèãàòüñÿ
ëèíåéíî. Ýòî ìîæíî ïîíÿòü, íàïðèìåð, èç èçâåñòíîé ôîðìóëû

(xM , yM) =
(xA + xB + xC

3
,
yA + yB + yC

3

)
äëÿ êîîðäèíàò òî÷êè M . Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû âåðøèí A, B è C ìåíÿþòñÿ ëèíåéíî, òî è
êîîðäèíàòû òî÷êè M áóäóò ìåíÿòüñÿ ëèíåéíî, ÷òî è îçíà÷àåò ëèíåéíîñòü åå äâèæåíèÿ.

Ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H âñå ñëîæíåå. Ëåãêî ïðèäóìàòü ïðèìåð ëèíåéíîãî äâèæåíèÿ
âåðøèí òðåóãîëüíèêà, êîòîðîå âëå÷åò íåëèíåéíîå äâèæåíèå òî÷êèH (íàïðèìåð, ìîæíî äâèãàòü
âåðøèíó A ïî ïðÿìîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå íåïîäâèæíûå âåðøèíû B è C). Îäíàêî â
íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ñëó÷àÿõ ëèíåéíîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè H âñå æå èìååò ìåñòî áûòü. Íàèáîëåå
÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå äâå ñèòóàöèè:

1. âåðøèíû B è C òðåóãîëüíèêà ABC äâèæóòñÿ ëèíåéíî èç òî÷êè A â îäíîì íàïðàâëåíèè
ïî ïðÿìûì, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç A, à âåðøèíà A íåïîäâèæíà;

2. âåðøèíà C äâèæåòñÿ ëèíåéíî ïî ïðÿìîé AC, à âåðøèíû A è B íåïîäâèæíû.

Ïî÷åìó â ýòèõ ñëó÷àÿõ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò H òàêæå áóäåò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî? Ýòî
ñðàçó ñëåäóåò èç ï.3 çàäà÷è 1: íåîáõîäèìî ëèøü ðåàëèçîâàòü òî÷êó H êàê ïàðàëëåëüíóþ ïðî-
åêöèþ ëèíåéíî äâèæóùåéñÿ òî÷êè íà íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ. Â ïåðâîé ñëó÷àå ýòî ïðîåêöèÿ
òî÷êè B íà íåïîäâèæíóþ ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A ïåðïåíäèêóëÿðíî BC, à âî âòîðîì �
ïðîåêöèÿ òî÷êè C íà âûñîòó, ïðîâåäåííóþ èç âåðøèíû B.
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Â çàäà÷å 6 î÷åâèäíî, èìååò ìåñòî ïåðâûé ñëó÷àé. Â äàëüíåéøåì ìû âñòðåòèì è âòîðîé.
Ïîïðîáóéòå òåïåðü çàâåðøèòü ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ñàìîñòîÿòåëüíî.

3 Ïîåõàâøèå òî÷êè è áèññåêòðèñû

Â çàêëþ÷åíèå ðàññêàçà î ïîåõàâøèõ òî÷êàõ îïèøåì åùå îäíó ñâÿçàííóþ ñ íèìè êîíñòðóêöèþ.
Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ ïîåõàâøèå òî÷êè íå äàþò ñðàçó ïîëíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, îäíàêî ÿâëÿ-
þòñÿ ñóùåñòâåííûì ýëåìåíòîì ðåøåíèÿ. Ìû îñîáåííî ïîäðîáíî îñòàíîâèìñÿ íà êîíôèãóðàöèè,
ñâÿçàííîé ñ áèññåêòðèñîé óãëà òðåóãîëüíèêà, ïîñêîëüêó èìåííî îíà íàèáîëåå ÷àñòî âîçíèêàåò
íà ïðàêòèêå. Îïèøåì èäåþ ïðèìåíåíèÿ ïîåõàâøèõ òî÷åê â äàííîé êîíôèãóðàöèè íà ïðèìåðå
ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü íà ñòîðîíàõ BA è BC òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè A0 è C0 ñîîòâåò-
ñòâåííî, à òî÷êè M è M0 � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AC è A0C0. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè AA0 = CC0, òî
ïðÿìàÿ MM0 ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå ∠ABC (ñì. ðèñ. 3).

M0 C0

A

B

C

A0

M

Ðèñ. 3:

M

A0

C

B

A

C0

M0

Ðèñ. 4:

Ðåøåíèå. Íàëè÷èå ðàâíûõ îòðåçêîâ, ïëîõî ðàñïîëîæåííûõ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà, íàâîäèò
íà ìûñëü ïîäâèãàòü êîíöû ýòèõ îòðåçêîâ. Ïóñòü òî÷êè A0 è C0 ëèíåéíî âûåõàëè ïî îòðåçêàì
BA è BC ñ îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè vA è vC â ñòîðîíó òî÷êè B. Òîãäà òî÷êà M0,
êàê ñëåäóåò èç çàäà÷è 1, áóäåò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî ñî ñêîðîñòüþ (vA + vC)/2.

Õîðîøî áû óâèäåòü ýòó ñêîðîñòü. . . Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ñëîæèòü âåêòîðû vA è vC . Ýòî
ëåãêî ñäåëàòü, ñäâèíóâ èõ êîíöû â òî÷êó B. Òîãäà, ñêëàäûâàÿ èõ ïî ïðàâèëó ïàðàëëåëîãðàììà,
ìû ïîëó÷àåì âåêòîð vA+vC , êîëëèíåàðíûé áèññåêòðèñå óãëà ∠ABC (ñì. ðèñ. 4), ïîñêîëüêó íàø
ïàðàëëåëîãðàìì ÿâëÿåòñÿ ðîìáîì (ñêîðîñòè-òî ðàâíû ïî ìîäóëþ!). Ïîýòîìó âåêòîð (vA+vC)/2
ñêîðîñòè òî÷êè M0 òàêæå êîëëèíåàðåí áèññåêòðèñå óãëà ∠ABC, ÷òî â ñâîþ î÷åðåäü è îçíà÷àåò
ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ MM0 è ñàìîé áèññåêòðèñû.

Çàìå÷àíèå 2. Âíèìàòåëüíûé ÷èòàòåëü ñêàæåò, ÷òî ïðè ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî îáîéòèñü áåç
ïîåõàâøèõ òî÷åê, îñòàâèâ ëèøü ÿçûê âåêòîðîâ. Ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, îäíàêî ñòîèò ïîíèìàòü,
÷òî íàéòè ïðèìåíåíèå âåêòîðîâ â êîíêðåòíîé çàäà÷å âåñüìà íåïðîñòî, à íàëè÷èå êîíôèãóðàöèè,
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ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòîäó ïîåõàâøèõ òî÷åê, ñêîðåå ïðèâåäåò âàñ èìåííî ê èäåå äâèæåíèÿ òî÷åê,
÷òî íà ñàìîì äåëå íè÷óòü íå óñëîæíÿåò ðåøåíèå.

Êîíñòðóêöèÿ, âîçíèêøàÿ â ýòîé çàäà÷å, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïîïóëÿðíîé. Íàïðèìåð, ñ íåé
ñâÿçàíà òàê íàçûâàåìàÿ ëåììà î âîðîáüÿõ (ïîäðîáíåå îá ýòîé ëåììå ìîæíî ïðî÷èòàòü â ñòàòüå
À. Ïîëÿíñêîãî ¾Âîðîáüÿìè ïî ïóøêàì¿, Êâàíò, �2, 2012). Ïîýòîìó ïîëåçíî çàïîìíèòü, ÷òî
íàëè÷èå áèññåêòðèñû è òî÷åê íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà, óäàëåííûõ íà îäèíàêîâûå ðàññòîÿíèÿ
îò âåðøèí íàïðàøèâàþòñÿ íà ïîåõàâøèå òî÷êè. Ïðè÷åì èäåÿ çäåñü íåñêîëüêî èíàÿ ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ïðåäëîæåíèåì 1: âåêòîð ñóììû ñêîðîñòåé òî÷åê, åäóùèõ ïî ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà,
êîëëèíåàðåí áèññåêòðèñå. Ýòó èäåþ ìîæíî âñòðåòèòü íà îëèìïèàäàõ ñàìîãî âûñîêîãî óðîâíÿ.

Çàäà÷à 8. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ñåðåäèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïàðàë-
ëåëüíî áèññåêòðèñå óãëà íàïðîòèâ ýòîé ñòîðîíû, äåëèò ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ïîïîëàì.

Çàäà÷à 9. (Ìîñêîâñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 2009, 10 êëàññ, �5) Ñòîðîíû BC è AC
òðåóãîëüíèêà ABC êàñàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé â òî÷êàõ A1 è B1.
Ïóñòü A2, B2 � îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ CAA1 è CBB1. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ A2B2 ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà áèññåêòðèñå óãëà C.

Çàäà÷à 10. (Ìåæäóíàðîäíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ îëèìïèàäà, 2018, �1) Íà ñòîðîíàõ AB è AC
òðåóãîëüíèêà ABC âûáðàíû òî÷êè D è E, òàêèå, ÷òî AD = AE. Ê îòðåçêàì BD è CE ïðîâå-
äåíû ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû, ïåðåñåêàþùèå îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC
â òî÷êàõ F è G. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå DE è FG ïàðàëëåëüíû èëè ñîâïàäàþò.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü È.Â. ßêîâëåâó çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ,
áåç êîòîðûõ äàííàÿ ñòàòüÿ íå ìîãëà áû áûòü íàïèñàíà.
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Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 1).
1. Ïóñòü A(t) = A(0) + tv è B(t) = B(0) + tw, òîãäà A(t)B(t) = A(0)B(0) + t(w − v).
2. Åñëè M(t) � ñåðåäèíà îòðåçêà A(t)B(t), òî M(t) =M(0) + tv+w

2
.

3. Ïóñòü m � íåïîäâèæíàÿ ïðÿìàÿ, òî÷êà A(t) = A(0) + tv äâèæåòñÿ ëèíåéíî, à B(t) �
ïðîåêöèÿ òî÷êè A(t) íà ïðÿìóþ m ïàðàëëåëüíî ïðÿìîé p. Ïóñòü e = A(0)B(0) è f � íàïðàâ-
ëÿþùèé âåêòîð ïðÿìîé m. Ðàçëîæèì âåêòîð ñêîðîñòè v ïî áàçèñó {e, f}: v = λe + µf . Òîãäà
B(t) = B(0) + t(µf).

4. Ïóñòü `1(t) è `2(t) � ëèíåéíî äâèæóùèåñÿ ïðÿìûå è P (t) = `1(t) ∩ `2(t) � òî÷êà èõ
ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîëîæèì P1(t) = `1(t) ∩ `2(0) è P2(t) = `2(t) ∩ `1(0). Â ñèëó ï. 3 òî÷êè P1(t) è
P2(t) äâèæóòñÿ ëèíåéíî ñî ñêîðîñòÿìè v1 è v2 (ðàçóìååòñÿ, ýòè ñêîðîñòè ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò
ñêîðîñòåé ïðÿìûõ `1(t) è `2(t)). Òîãäà P (t) = P (0) + t(v1 + v2).

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 2).
à) Ïåðåéäåì â ñèñòåìó îòñ÷åòà, ñâÿçàííóþ ñ òî÷êîé B(t). Òîãäà òî÷êà B(t) = B(0) íåïî-

äâèæíà, à òî÷êà A(t) ïî-ïðåæíåìó äâèæåòñÿ ëèíåéíî (â ñèëó çàêîíà ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé).
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òî÷êà A(t) ñîâïàëà ñ íåïîäâèæíîé òî÷êîé B(t) = B(0) â äâà ìîìåíòà
âðåìåíè, òî îíè ñîâïàäàþò âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

â) Óñëîâèå ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ëèíåéíî äâèæóùèõñÿ âåêòîðîâ a(t) = a(0) + tv è b(t) =
b(0) + tw ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ S(t) = (a(t), b(t)) = 0 (çäåñü (·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå). Â
ñèëó áèëèíåéíîñòè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì:

S(t) = (a(0) + tv, b(0) + tw) = t2(v, w) + t
(
(a(0), w) + (b(0), v)

)
+ (a(0), b(0)) = 0

� óðàâíåíèå íå âûøå âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó åñëè âûðàæåíèå S(t) çàíóëÿåòñÿ â òðåõ ðàçëè÷-
íûõ ìîìåíòàõ âðåìåíè, òî îíî ðàâíî òîæäåñòâåííîìó íóëþ, ÷òî è îçíà÷àåò îðòîãîíàëüíîñòü
âåêòîðîâ a(t) è b(t) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.

ã) Óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè ëèíåéíî äâèæóùèõñÿ âåêòîðîâ a(t) = a(0) + tv è b(t) = b(0) + tw
ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ K(t) = det(a(t), b(t)) = 0 (çäåñü det(·, ·) � îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû ðàçìåðà
2 × 2, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ, çàïèñàííûõ ïî ñòîëáöàì). Âû÷èñëÿÿ ýòîò îïðåäå-
ëèòåëü, ìû ïîëó÷àåì ìíîãî÷ëåí K(t) îò ïåðåìåííîé t ñòåïåíè íå âûøå 2. Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî
ï.â), çàíóëåíèå ìíîãî÷ëåíà K(t) â òðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ âëå÷åò òîæäåñòâî K(t) ≡ 0, ÷òî è
îçíà÷àåò êîëëèíåàðíîñòü âåêòîðîâ a(t) è b(t) âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè.

ä) Ýòîò ïóíêò ëåãêî ñëåäóåò èç ï.ã): êîëëèíåàðíîñòü òî÷åê A1(t), A2(t) è A3(t) ðàâíîñèëüíà
êîëëèíåàðíîñòè âåêòîðîâ A1(t)A2(t) è A1(t)A3(t).

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 3). Ïóñòü òî÷êè P è Q ëèíåéíî äâèæóòñÿ èç òî÷åê C1 è B1 ñ îäèíàêîâûìè
ñêîðîñòÿìè. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1ä), íàì íåîáõîäèìî íàéòè òðè ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà
ñåðåäèíà îòðåçêà PQ ëåæèò íà îòðåçêå B1C1. Ïåðâûé ìîìåíò âðåìåíè � ñòàðòîâûé, ò.å. P = C1

è Q = B1, âòîðîé � êîãäà Q = A (òîãäà QC1 = QB1 = PC1 è òî÷êà C1 � ñåðåäèíà PQ), à òðåòèé
� êîãäà P = A (òîãäà PB1 = PC1 = QB1 è òî÷êà B1 � ñåðåäèíà PQ). Îáðàòèòå âíèìàíèå,
÷òî â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà òî÷êè P è Q âûåõàëè çà ïðåäåëû îòâåäåííûõ èì îòðåçêîâ BC1

è AB1! Ýòî è åñòü ìíèìàÿ æåñòêîñòü óñëîâèÿ: íà ñàìîì äåëå åãî ìîæíî óñèëèòü, ïðè÷åì ýòî
óñèëåíèå è ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ!

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 4). Ïóñòü ABCD � íàø ÷åòûðåõóãîëüíèê, òî÷êè M è N � ñåðåäèíû îò-
ðåçêîâ BC è CD ñîîòâåòñòâåííî. Áóäåì ëèíåéíî äâèãàòü ïðÿìóþ MN . Òîãäà ïåðåíäèêóëÿðû,
îïóùåííûå èç òî÷åê M è N íà ïðÿìûå AD è AB, òàêæå áóäóò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî. Ñîãëàñíî
ïðåäëîæåíèþ 1á), íóæíî íàéòè äâà ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé MN , â êîòîðûõ ôàêò ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ
ïåðïåíäèêóëÿðîâ íà äèàãîíàëè áóäåò î÷åâèäåí. Òàêèìè ïîëîæåíèÿìè ÿâëÿåòñÿ, âî-ïåðâûõ, ñëó-
÷àéMN = BD (òîãäà íàøè ïåðïåíäèêóëÿðû è äèàãîíàëü AC � ýòî òðè âûñîòû â òðåóãîëüíèêå
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ABD), è âî-âòîðûõ, ñëó÷àé, êîãäà ïðÿìàÿMN ïðîéäåò ÷åðåç âåðøèíó C (òîãäà òî÷êà C è áóäåò
îáùåé òî÷êîé äèàãîíàëè AC è íàøèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ).

È ñíîâà ìû âèäèì, ÷òî æåñòêîñòü òî÷åêM è N ÿâëÿåòñÿ ìíèìîé: íà ñàìîì äåëå òî, ÷òî îíè
ÿâëÿþòñÿ ñåðåäèíàìè ñòîðîí, íå âàæíî; âàæíî ëèøü, ÷òî MN ‖ AC, è èìåííî ýòî óñëîâèå ïðè
ëèíåéíîì äâèæåíèè ìû ñîõðàíÿåì.

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 5). Ýòà çàäà÷à � ïðèìåð ñèòóàöèè, êîãäà òî÷êè íåîáõîäèìî äâèãàòü ñ ðàç-
íûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. À èìåííî, áóäåì äâèãàòü òî÷êè C1 è B1 ïî ñòîðîíàì AB è AC
ñîîòâåòñòâåííî â íàïðàâëåíèè îò âåðøèíû A ñî ñêîðîñòÿìè v è w, ãäå |v|/|w| = MC1/MB1.
Òîãäà â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t òðåóãîëüíèêè B1B1(t)M è C1C1(t)M ïîäîáíû ïî âòî-
ðîìó ïðèçíàêó, ïîýòîìó ∠AB1(t)M = ∠AC1(t)M . Çíà÷èò, íàøå ëèíåéíîå äâèæåíèå ñîãëàñîâàíî
ñ óñëîâèåì çàäà÷è, è ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1á), äîñòàòî÷íî íàéòè äâà ïîëîæåíèÿ òî÷åê B1(t)
è C1(t), äëÿ êîòîðûõ óñëîâèå áóäåò î÷åâèäíûì. Ïåðâîå òàêîå ïîëîæåíèå � ýòî ñåðåäèíû ñòîðîí
AB è AC (òîãäà íàøè ïåðïåíäèêóëÿðû � ýòî ïðîñòî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû òðåóãîëüíèêà
ABC, ïåðåñåêàþùèåñÿ â öåíòðå îïèñàííîé îêðóæíîñòè), à âòîðîå � ýòî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêó-
ëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êèM íà ñòîðîíû AB è AC (òîãäà òî÷êàM è áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ
òðåõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ).

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç H è H1 îðòîöåíòðû òðåóãîëüíèêîâ ABC è AB1C1, à
÷åðåç MB è MC � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêîâ ABB1 è ACC1 ñîîòâåòñòâåííî.
Áóäåì ëèíåéíî äâèãàòü òî÷êè B1 è C1 èç òî÷êè A (èíà÷å ãîâîðÿ, ìû äâèãàåì ëèíåéíî ïðÿìóþ
B1C1). Òîãäà, êàê ìû âûÿñíèëè, òî÷êè H, H1,MB èMC òîæå áóäóò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî (ïðàâäà,
òî÷êà H íåïîäâèæíà, íî íàì ýòî íå âàæíî). Ñîãëàñíî çàäà÷å 1, ï.1, âåêòîðû HH1 è MBMC

òîæå äâèãàþòñÿ ëèíåéíî. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî íàéòè òðè ïîëîæåíèÿ ïðÿìîé B1C1, â êîòîðûõ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ýòèõ âåêòîðîâ î÷åâèäíà.

Ïåðâûé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ïîëîæåíèþ C1 = B. Òîãäà HH1 ⊥ AC, à MBMC ‖ AC â ñèëó
òåîðåìû Ôàëåñà (òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí MB è MC äåëÿò ìåäèàíû, ïðîâåäåííûå èç òî÷êè
B â îäèíàêîâîì îòíîøåíèè 2 : 1), îòêóäà HH1 ⊥ MBMC . Âòîðîé ñëó÷àé B1 = C äîêàçûâàåòñÿ
àíàëîãè÷íî.

Òðåòèé ñëó÷àé ñîîòâåòñòâóåò ñòàðòîâîìó ïîëîæåíèþ B1 = C1 = A. Ïðè òàêèõ âûðîæäå-
íèÿõ íåîáõîäèìî ãðàìîòíî ïîÿñíèòü, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿþò òî÷êè H1, MB è MC , ïîñêîëüêó
òðåóãîëüíèê AB1C1 ñõëîïûâàåòñÿ â òî÷êó, à òðåóãîëüíèêè ABB1 è ACC1 � â îòðåçêè. Çäåñü
óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåïðåðûâíîñòüþ ëèíåéíîé ôóíêöèè, èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî H1 = A , à
òî÷êèMB èMC ëåæàò íà îòðåçêàõ AB è AC è äåëÿò èõ â îäèíàêîâîì îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò
òî÷êè A. Òîãäà HH1 ⊥ BC è MBMC ‖ BC ïî òåîðåìå Ôàëåñà. Ñëåäîâàòåëüíî, HH1 ⊥ MBMC ,
è òðåòèé ñëó÷àé íàìè òàêæå ðàçîáðàí.

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 8). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî BC > AC. Îòìåòèì íà
ñòîðîíå BC òî÷êó C0, òàêóþ, ÷òî AB = CC0. Òîãäà ïî çàäà÷å 7 ñåðåäèíà X îòðåçêà BC0 ëåæèò
íà ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ñåðåäèíó M ñòîðîíû AC ïàðàëëåëüíî áèññåêòðèñå óãëà ∠ABC.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî MA+AB+BX =MC +CC0 +C0X, ïîýòîìó òî÷êà X äåëèò
ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà ABC ïîïîëàì.

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 9). Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì â ýòîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ ñîîáðàæåíèå î òîì, ÷òî
âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè, ãðóáî ãîâîðÿ, íå ïðè ÷åì. Áîëåå òî÷íî, óòâåðæäåíèå çàäà÷è îñòà-
åòñÿ ñïðàâåäëèâûì äëÿ ëþáûõ òî÷åê A1, B1 íà ñòîðîíàõ CA è CB, äëÿ êîòîðûõ AB1 = BA1

(â ñëó÷àå, êîãäà A1 è B1 � ýòî òî÷êè êàñàíèÿ, ýòî ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ îòðåçêîâ êàñà-
òåëüíûõ). Ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å íóæíî ëèíåéíî äâèãàòü òî÷êè A1 è B1 èç âåðøèí B è A ñ
îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. Îáðàòèòå âíèìàíèå, îïÿòü ìíèìàÿ æåñòêîñòü!
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Òåïåðü íóæíî ïîíÿòü, êàê áóäóò äâèãàòüñÿ îðòîöåíòðû A2 è B2. Êîãäà ìû ðàçáèðàëè çàäà-
÷ó 6, ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè òàêîì äâèæåíèè òî÷åê A1 è B1 ñîîòâåòñòâóþùèå îðòîöåíòðû A2 è
B2 òîæå äâèãàþòñÿ ëèíåéíî (ýòî òîò-ñàìûé ñëó÷àé 2, êîòîðûé äî ñèõ ïîð íàì íå âñòðå÷àëñÿ),
ïðè÷åì èõ ñòàðòîâàÿ ïîçèöèÿ � ýòî îðòîöåíòðH òðåóãîëüíèêà ABC, à ïðÿìûå, ïî êîòîðûì îíè
äâèãàþòñÿ � ýòî â òî÷íîñòè âûñîòû AH è BH. Îäíàêî íàì ïîòðåáóåòñÿ áîëåå ñèëüíîå óòâåð-
æäåíèå: îðòîöåíòðû A2 è B2 äâèãàþòñÿ ñ îäèíàêîâûìè ïî ìîäóëþ ñêîðîñòÿìè. Ýòî îæèäàåìî,
ïîñêîëüêó êàê èíà÷å èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî ñêîðîñòåé òî÷åê A1 è B1?

Äîêàçàòü ýòî ëåã÷å âñåãî ïðîñòûì ñ÷åòîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç x äëèíó îòðåçêà A1B. Òîãäà
äëèíà îòðåçêà HA2 ðàâíà x ctg∠BAC è íå çàâèñèò òîëüêî îò äëèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà CAA1.
Ïîýòîìó äëèíà îòðåçêà HB2 áóäåò òî÷íî òàêîé æå, ò.ê. A1B = B1A.

Òåïåðü ñàìîå âðåìÿ ïîíÿòü, ïðè ÷åì çäåñü áèññåêòðèñà óãëà ∠ACB è ïî÷åìó îíà äîëæíà
áûòü ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé A2B2. Âîçìîæíî, ñõîäó ýòî íå î÷åíü ïîíÿòíî, íî çàòî ìîæíî
óêàçàòü äðóãóþ áèññåêòðèñó, êîòîðàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé A2B2. Ýòî áèññåêòðèñà òðå-
óãîëüíèêà A2B2H, êîòîðûé, êàê ìû äîêàçàëè, ÿâëÿåòñÿ ðàâíîáåäðåííûì. Ïîýòîìó îñòàëîñü
äîêàçàòü, ÷òî áèññåêòðèñà óãëà ∠AHB ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà ∠ACB. Ìû ïîëíîñòüþ
óáðàëè èç ðàññìîòðåíèÿ íåïîíÿòíûå îðòîöåíòðû A2 è B2!

Äàëüøå óæå äåëî òåõíèêè. Íàïðèìåð, ìîæíî ðàññóæäàòü òàê. Ïóñòü P è Q � îñíîâàíèÿ
âûñîò AH è BH ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê CPHQ. Ïóñòü áèññåêòðèñà óãëà
∠PCQ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ HP â òî÷êå K. Òîãäà

∠CKP = 90◦ − ∠PCQ/2 = 90◦ − (180◦ − ∠PHQ)/2 = ∠PHQ/2,

îòêóäà è ñëåäóåò èñêîìàÿ ïàðàëëåëüíîñòü. Çàäà÷à ðåøåíà!

Ðåøåíèå. (Çàäà÷à 10). Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ðàññóæäåíèÿ, íåîáõîäèìûå â ýòîé çàäà÷å, ïî÷òè
äîñëîâíî ïîâòîðÿþò ðåøåíèå çàäà÷è 9 ñ çàìåíîé îðòîöåíòðà íà öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

ßñíî, ÷òî íåîáõîäèìî ëèíåéíî äâèãàòü òî÷êè D è E èç âåðøèíû A ñ îäèíàêîâûìè ñêîðî-
ñòÿìè. Êîíå÷íî, ïðÿìàÿ DE áóäåò äâèãàòüñÿ ëèíåéíî. Îäíàêî ëèíåéíîñòü äâèæåíèÿ ïðÿìîé
FG ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíà (õîòÿ îíà èìååò ìåñòî áûòü). Ïîýòîìó ïîñòàðàåìñÿ èñïîëüçîâàòü
ñâÿçü íàøèõ òî÷åê ñ áèññåêòðèñîé óãëà ∠BAC. ßñíî, ÷òî ýòà áèññåêòðèñà ïåðïåíäèêóëÿðíà
DE. Åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî ýòà æå áèññåêòðèñà ïåðïåíäèêóëÿðíà FG, òî çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè òî÷êè D è E ëèíåéíî äâèãàþòñÿ ïî ïðÿìûì AB è AC ñ îäèíàêîâûìè ñêî-
ðîñòÿìè, òî ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû p(t) è q(t) ê îòðåçêàì DB è EC òîæå áóäóò äâèãàòüñÿ
ëèíåéíî ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè, ðàâíûìè ïîëîâèíàì ñêîðîñòåé òî÷åê D è E. Ðàññìîòðèì
òî÷êè P (t) = p(t) ∩ q(0) è Q(t) = q(t) ∩ p(0). ßñíî, ÷òî òî÷êè P (t) è Q(t) äâèãàþòñÿ ëèíåéíî.
Áîëåå òîãî, ðàññóæäàÿ êàê â çàäà÷å 9, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ñêîðîñòè òî÷åê P (t) è Q(t) ðàâíû.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êà O(t) ïåðåñå÷åíèÿ p(t) è q(t) äâèæåòñÿ ëèíåéíî ïî áèññåêòðèñå ` óãëà,
îáðàçîâàííîãî ñåðåäèííûìè ïåðïåíäèêóëÿðàìè p(0) è q(0) ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà ABC, c
âåðøèíîé â öåíòðå O îïèñàííîé âîêðóã íåãî îêðóæíîñòè. ßñíî, ÷òî ïðÿìàÿ FG ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà ` â ñèëó îñåâîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî `.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðÿìàÿ ` ïàðàëëåëüíà áèññåêòðèñå óãëà ∠BAC, àáñîëþòíî àíàëî-
ãè÷íî ðàññóæäåíèþ èç çàäà÷è 9. Ýòî çàâåðøàåò ðåøåíèå.

10


