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1. Ââåäåíèå

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ ÿâëÿåòñÿ íåçàñëóæåííî çàáûòîé òåîðåìîé â êóðñå òåîðèè
÷èñåë. Îáû÷íî î íåé ãîâîðÿò êàê î êàêîì-òî âòîðîñòåïåííîì ðåçóëüòàòå, ïîçâîëÿþùåì ñòðî-
èòü îñòàòêè ïî áîëüøîìó ìîäóëþ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ îñòàòêîâ ïî ìàëåíüêèì ìîäóëÿì
(ÿâëÿþùèìñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè áîëüøîãî ìîäóëÿ). Ïîäîáíûé ÷èñòî âû÷èñëèòåëü-
íûé àñïåêò îáû÷íî çàòìåâàåò ãîðàçäî áîëåå âàæíûå èäåè, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì êèòàéñêîé
òåîðåìû îá îñòàòêàõ. Âî-ïåðâûõ, ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå äîâîëüíî
ñëîæíûõ êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóÿ ïðîñòîå ñîîáðàæåíèå: ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé ïî âçà-
èìíî ïðîñòûì ìîäóëÿì âñåãäà ñóùåñòâóåò ðåøåíèå. Âî-âòîðûõ, ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò îöåíèòü
ýòî ðåøåíèå, ÷òî áûâàåò ïîëåçíî ïðè êàêèõ-òî ÷èñëåííûõ îöåíêàõ. Íàêîíåö, ýòà òåîðåìà ïîç-
âîëÿåò õîðîøî âçàèìîäåéñòâîâàòü ñ äåëèìîñòüþ, ïîñêîëüêó äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü
âçàèìíî ïðîñòûå ìîäóëè âìåñòî áîëüøîãî ñîñòàâíîãî.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ïðèâåäåì ðàçëè÷íûå ôîðìóëèðîâêè êèòàéñêîé òåîðåìû á îñòàòêàõ è
îáñóäèì, êàê èìåííî íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü åå â çàäà÷àõ.

Òåîðåìà 1 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë r1, . . . , rn è ëþáûõ
ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m1, . . . , mn ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî x, òàêîå, ÷òî x ≡ ri
(mod mi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n. Áîëåå òîãî, âñå òàêèå ÷èñëà ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî
ìîäóëþ m1 . . .mn.

Ïðîñòåéøàÿ èäåîëîãèÿ ïðèìåíåíèÿ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ ñâÿçàíà ñ ðàññìîòðåíè-
åì âìåñòî îäíîãî ñëîæíîãî ñðàâíåíèÿ íåñêîëüêèõ ïðîñòûõ. Ãëàâíûé âîïðîñ, êîòîðûé îáû÷íî
âîçíèêàåò, ñâÿçàí ñ òåì, êàêèì ìîäóëè m1, . . . , mn íóæíî âûáðàòü. Îáû÷íî ýòî ëèáî äâà ñîñåä-
íèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ëèáî ñòåïåíè ïðîñòûõ, âõîäÿùèõ â ðàçëîæåíèå íåêîòîðîãî ÷èñëà íà
ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ëèáî ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå îïðåäåëåííûì óñëîâè-
ÿì.

Ïîñìîòðèì ñíà÷àëà íà áàçîâûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì êèòàéñêîé òåîðåìû îá
îñòàòêàõ (ÊÒÎ).

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : bibikov.pv@sch2.ru
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Ðàçäåë 2. Êîíñòðóêòèâû

1. Ïóñòü p 6= q � ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè îñòàòîê ÷èñëà pq + qp ïî ìîäóëþ pq.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå a è b, ÷òî n |
4a2 + 9b2 − 1.

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òàêèõ íàòóðàëüíûõ x ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷òî
x2 ≡ x (mod n).

2. Êîíñòðóêòèâû

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áîëåå ïîäðîáíî ïîãîâîðèì î ñïîñîáàõ ïðèìåíèòü êèòàéñêóþ òåîðåìó îá
îñòàòêàõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì.
Îòìåòèì, ÷òî â òåîðèè ÷èñåë íå òàê óæ ìíîãî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùèõ ïðåäúÿâ-
ëÿòü òå èëè èíûå îáúåêòû, íå ñòðîÿ èõ ÿâíî, è êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ, áóäó÷è î÷åíü
åñòåñòâåííûì è èíòóèòèâíî ïîíÿòíûì ðåçóëüòàòîì, áåç ñîìíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ
ãëàâíûõ òàêèõ òåîðåì.

Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî èäåîëîãèÿ ïðèìåíåíèÿ êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
÷èñëà (èëè ÷èñåë), îáëàäàþùåãî êàêèì-òî ñëîæíûì ñâîéñòâîì, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàëîæèòü
íåñêîëüêî ïðîñòûõ óñëîâèé íà ýòî (ïîêà íåèçâåñòíîå) ÷èñëî, èç êîòîðûõ ñëåäóåò òðåáóåìîå
ñâîéñòâî. Ïðè ýòîì óñëîâèÿ ìîãóò áûòü áîëåå æåñòêèìè; ãëàâíîå, ÷òîáû èõ ìîæíî áûëî çàïè-
ñàòü â âèäå ñèñòåìû ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé, ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé è ãàðàíòèðóåòñÿ êèòàéñêîé
òåîðåìîé îá îñòàòêàõ.

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ,
÷òî p|2n − n.
6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî c è ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå x, ÷òî xx ≡ c (mod
p).

7. Íàçîâåì öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïðèìèòèâíîé, åñëè åå êîîðäè-
íàòû âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2018, íå ñîäåðæàùèé
ïðèìèòèâíûõ òî÷åê.

8. Êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 2n − 1, ó êîòîðûõ áîëüøå ìèëëèîíà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé?

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäå 2n − 3.

10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an} íàéäåòñÿ òà-
êîå íàòóðàëüíîå b, ÷òî {ba1, . . . , ban} � òî÷íûå ñòåïåíè, áîëüøèå 1 (ò.å. bai = xmii , ãäå mi > 1).

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà k1, . . . , kn, áîëüøèå 1, òàêèå, ÷òî ÷èñëî k1 . . . kn − 1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë {an}, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k+ an} ñîäåðæèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë.
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Ðàçäåë 3. Äåëèìîñòü è îñòàòêè

3. Äåëèìîñòü è îñòàòêè

Öåëü ýòîãî ðàçäåëà � íàó÷èòüñÿ èñïîëüçîâàòü êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷,ñâÿçàííûõ ñ äåëèìîñòüþ. Êàê ïðàâèëî, çäåñü òðåáóþòñÿ ò æå ñàìûå èäåè, ÷òî è ïðè
ðåøåíèè çàäà÷ íà êîíñòðóêòèâû. Îñîáåííî îòìåòèì èäåþ âûäåëÿòü â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ
ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè (èëè èõ ñòåïåíè), è èçó÷àòü äåëèìîñòü äëÿ êàæäîãî ñîìíîæèòåëÿ ïî
îòäåëüíîñòè.

13. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a1, . . . , ak � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}
(çäåñü 2 6 k 6 n), òàêèå, ÷òî n | ai(ai+1 − 1) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k − 1. Äîêàæèòå, ÷òî
n - ak(ai + 1).

14. Ïóñòü a > b > c > 3 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî a | bc+ b+ c, b | ca+ c+a, c | ab+a+ b.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a, b, c ñîñòàâíîå.

15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî S èç n íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a, b ∈ S ðàçíîñòü a− b äåëèò a è b, íî íå äåëèò íè îäíî
äðóãîå ÷èñëî èç S.

16. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëèì ÷èñëà S(X) =
∑
x∈X

x è P (X) =
∏
x∈X

x.

Ïóñòü A è B � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, òàêèõ, ÷òî P (A) = P (B), S(A) 6= S(B) è äëÿ êàæäîãî
n ∈ A ∪ B ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â åãî ðàçëîæåíèå, âõîäèò â òî÷íîñòè â ñòåïåíè 36.
Äîêàçàòü, ÷òî |S(A)− S(B)| > 1,9 · 106.
17. Íàéòè âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a; b; c), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå èìåþùåå ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíüøèõ 2019, òî n+c | an+bn+n.
18. Ïóñòü f : N→ N � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî

1) åñëè (m,n) = 1, òî (f(m), f(n)) = 1;
2) n 6 f(n) 6 n+ 2019 äëÿ âñåõ n.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò ÷èñëî f(n), òî p | n.

19. Íàéòè âñå ìíîãî÷ëåíû P ∈ Z[x], òàêèå, ÷òî íà öåëî÷èñëåííîé ïðÿìîé Z ìîæíî òàê ðàñ-
ñòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà
äëèíû n, äåëèòñÿ íà P (n).

4. Ðàçíûå çàäà÷è

20. Ãåíåðàë õî÷åò ïîñòðîèòü äëÿ ïàðàäà ñâîèõ ñîëäàò â îäèíàêîâûå êâàäðàòíûå êàðå (â êàðå
äîëæíî áûòü áîëüøå îäíîãî ÷åëîâåêà), íî îí íå çíàåò ñêîëüêî ñîëäàò (îò 1 äî 42) íàõîäèòñÿ â
ëàçàðåòå. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãåíåðàëà ìîæåò áûòü òàêîå êîëè÷åñòâî ñîëäàò, ÷òî îí, íåçàâèñèìî
îò çàïîëíåíèÿ ëàçàðåòà, ñóìååò âûïîëíèòü ñâîå íàìåðåíèå. (Íàïðèìåð, âîéñêî èç 9 ÷åëîâåê
ìîæíî ïîñòàâèòü â âèäå êâàäðàòà 3 × 3, à åñëè îäèí ÷åëîâåê áîëåí, òî â âèäå äâóõ êâàäðàòîâ
2× 2.)

21. Ïðî ìíîãî÷ëåí p(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ÷èñëî
p(n) äåëèòñÿ íà îäíî èç öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , am. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü
îäíî ÷èñëî òàê, ÷òî p(n) áóäåò äåëèòüñÿ íà íåãî ïðè ëþáîì öåëîì n.

22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî èç n íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ÷òî âñåâîçìîæíûå ñóììû ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íàòóðàëüíûõ
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Ðàçäåë 5. Ðåøåíèÿ çàäà÷

÷èñåë (ñòåïåíè äîëæíû áûòü áîëüøå 1).

23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû
n, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷íûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (êàæäàÿ ñòåïåíü äîëæíà áûòü áîëüøå 1).

24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòî-
ÿùàÿ èç íåñîêðàòèìûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, âñå ÷èñëèòåëè èç çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

25. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå b1, . . . , bn (íå âñå èç êîòî-
ðûõ ðàâíû), ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k ÷èñëî (b1 + k)(b2 + k) . . . (bn + k) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà? (Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìîæåò çàâèñåòü îò k, íî äîëæåí áûòü áîëüøå 1.)

26. Ïóñòü m1, . . . , m2019 > 1 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è A1, . . . , A2019

� ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòûå), òàêèå, ÷òî Ai ⊆ {1, 2, . . . ,mi − 1}. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî

N 6 (2|A1|+ 1)(2|A2|+ 1) . . . (2|A2019|+ 1)

è N 6∈ Ai (mod mi).

27. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè a, b,
n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî (a+ i, b+ j) > 1 äëÿ âñåõ i, j ∈ {0, 1, . . . , n}, òî a, b > (cn)n.

5. Ðåøåíèÿ çàäà÷

5.1. Ââåäåíèå

1. Ïóñòü p 6= q � ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéòè îñòàòîê ÷èñëà pq + qp ïî ìîäóëþ pq.

Ðåøåíèå. Ïóñòü x ≡ pq + qp (mod pq) � èñêîìûé îñòàòîê. Ñîãëàñíî ÊÒÎ, äîñòàòî÷íî íàéòè
ðåøåíèå ñðàâíåíèé x ≡ pq + qp (mod p, q). Íî

x ≡ pq + qp ≡ qp ≡ q (mod p) è x ≡ pq + qp ≡ pq ≡ p (mod q).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî x = p + q óäîâëåòâîðÿåò îáîèì ñðàâíåíèÿì, è p + q < pq + qp. Çíà÷èò, ýòî è
åñòü èñêîìûé îñòàòîê.

Îòâåò: p+ q.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå a è b, ÷òî n |
4a2 + 9b2 − 1.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ÊÒÎ, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ a è b äëÿ n = pk � ñòåïåíè
ïðîñòîãî ÷èñëà. Åñëè n = 2k, ïîëîæèì a ≡ 0 (mod 2k) è b ≡ 3−1 (mod 2k). Äëÿ p > 2 ïîëîæèì
a ≡ 2−1 (mod pk) è b ≡ 0 (mod pk).

3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî ÷èñëà.

Ðåøåíèå.Ìû ïðåäúÿâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæ-
äîå èç êîòîðûõ ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ äåëèòåëÿ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì 2n ðàçëè÷íûõ
ïðîñòûõ ÷èñåë p1, q1, p2, q2, . . . , pn, qn è ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé x ≡ −i (mod piqi). Ïî
ÊÒÎ ó ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x0. Òîãäà ÷èñëà x0 + 1, x0 + 2, . . . , x0 + n � èñêîìûå.

4. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òàêèõ íàòóðàëüíûõ x ∈ {1, 2, . . . , n}, ÷òî
x2 ≡ x (mod n).
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Ðåøåíèå. Ïóñòü n = pα1
1 . . . pαkk � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå. Ñîãëàñíî ÊÒÎ, åñëè x2i ≡ xi

(mod pαii ), òî x = x1 . . . xk óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ x2 ≡ x (mod n). Íî xi(xi− 1) ≡ 0 (mod pαii )
âîçìîæíî ëèøü â äâóõ ñëó÷àÿõ: xi ≡ 0 (mod pαii ) è xi ≡ 1 (mod pαii ). Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî i
ñóùåñòâóåò ëèøü äâà ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ x2i ≡ xi (mod p

αi
i ). Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ñïîñî-

áîâ âûáðàòü èç êàæäîãî òàêîãî ñðàâíåíèÿ îäíî ðåøåíèå ðàâíî 2, à êîëè÷åñòâî âñåâîçìîæíûõ
ïðîèçâåäåíèé ðàâíî 2k.

Îòâåò: 2k, ãäå k � êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè ÷èñëà n íà ïðîñòûå.

5.2. Êîíñòðóêòèâû

5. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ,
÷òî p|2n − n.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé n ≡ 0 (mod p−1), n ≡ 1 (mod p). Ñîãëàñíî
ÊÒÎ, ó ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé. Èç ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

6. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî c è ïðîñòîãî p ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå x, ÷òî xx ≡ c (mod
p).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ ñðàâíåíèé x ≡ 0 (mod p−1), x ≡ c (mod p). Ñîãëàñíî
ÊÒÎ, ó ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé. Èç ìàëîé òåîðåìû
Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ.

7. Íàçîâåì öåëî÷èñëåííóþ òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ïðèìèòèâíîé, åñëè åå êîîðäè-
íàòû âçàèìíî ïðîñòû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 2018, íå ñîäåðæàùèé
ïðèìèòèâíûõ òî÷åê.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì n2 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë pij, ãäå n = 2018 è i, j = 1, . . . , n. Ïóñòü
(x; y) � öåëî÷èñëåííàÿ òî÷êà. ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé x ≡ −i (mod pij), y ≡ −j (mod
pij) äëÿ âñåõ i, j = 1, . . . , n. Ñîãëàñíî ÊÒÎ, ó ýòîé ñèñòåìû ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ðåøåíèå
(x0; y0). Òîãäà êâàäðàò ñ âåðøèíîé (x0 + 1; y0 + 1) � èñêîìûé, ò.ê. pij | x0 + i è pij | y0 + j.

8. Êîíå÷íî ëè ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 2n − 1, ó êîòîðûõ áîëüøå ìèëëèîíà ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
äåëèòåëåé?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî. Ðàññìîòðèì ìèëëèîí
ïðîñòûõ äåëèòåëåé p1, p2, . . . è âîçüìåì n = k(p1−1)(p2−1) . . ., ãäå k � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, âñå òàêèå n ïîäõîäÿò.

9. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäå 2n − 3.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ìû ïîñòðîèëè íàáîð ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë 2n1 − 3, 2n2 − 3, . . . ,
2nk − 3. Ðàññìîòðèì âñå ïðîñòûå äåëèòåëè p1, p2, . . . ýòèõ ÷èñåë. ßñíî, ÷òî âñå ýòè ïðîñòûå
äåëèòåëè íå÷åòíû. Âîçüìåì ÷èñëî nk+1 = (p1 − 1)(p2 − 1) . . .. Åñëè áû pi | 2nk+1 − 3, òî ñîãëàñíî
ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà 2nk+1−3 ≡ 1−3 = −2 6≡ 0 (mod pi), ò.ê. pi íå÷åòíî. Çíà÷èò, ÷èñëî 2

nk+1−3
âçàèìíî ïðîñòî ñî âñåìè óæå âûïèñàííûìè ÷èñëàìè 2n1 − 3, 2n2 − 3, . . . , 2nk − 3. Ïðîäîëæàÿ
ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èñêîìûõ ÷èñåë.

10. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {a1, . . . , an} íàéäåòñÿ òà-
êîå íàòóðàëüíîå b, ÷òî {ba1, . . . , ban} � òî÷íûå ñòåïåíè, áîëüøèå 1 (ò.å. bai = xmii , ãäå mi > 1).

Ðåøåíèå. Ïóñòü p1, . . . , pk � âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë a1, . . . , an. Ïóñòü ai = pαi11 . . . pαikk ,

ãäå αij > 0. Áóäåì èñêàòü ÷èñëî b â âèäå pβ11 . . . pβkk . Òîãäà óñëîâèå bai = xmii ïåðåïèñûâàåòñÿ â
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âèäå βj + αij ≡ 0 (mod mi). Âûáåðåì âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà m1, . . . , mn è ïðèìåíèì ÊÒÎ. Â

ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íàáîð ñòåïåíåé β1, . . . , βk è èñêîìîå ÷èñëî b = pβ11 . . . pβkk .

11. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóþò ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà k1, . . . , kn, áîëüøèå 1, òàêèå, ÷òî ÷èñëî k1 . . . kn − 1 ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Ïóñòü P (x) = x2+x+1. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë
âèäà x2 + x+ 1 áåñêîíå÷íî. Â ñàìîì äåëå, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
ïðîñòûõ äåëèòåëåé ó ÷èñåë âèäà x2 + x + 1. Âûïèøåì âñå òàêèå äåëèòåëè, îáîçíà÷èì ÷åðåç N
èõ ïðîèçâåäåíèå è ðàññìîòðèì ÷èñëî P (N) = N2 + N + 1. Åãî ïðîñòîé äåëèòåëü îòëè÷åí îò
ïðåäûäóùèõ è äåëèò P (N) � ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà P (x) = x2+x+1. Çàôèê-
ñèðóåì n ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pn, ÿâëÿþùèõñÿ äåëèòåëÿìè ÷èñåë âèäà P (x), è ðàññìîòðèì
òàêèå xi, ÷òî P (xi) ≡ 0 (mod pi). Ïîëîæèì y ≡ xi (mod pi). Ïî ÊÒÎ òàêîé y ñóùåñòâóåò. Òîãäà
P (y) ≡ P (xi) ≡ 0 (mod pi). Çíà÷èò, ó ÷èñëà P (y) åñòü õîòÿ áû n ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Íî òîãäà
÷èñëî x2 + x + 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

12. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà-
òóðàëüíûõ ÷èñåë {an}, òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ öåëûõ k > 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {k+ an} ñîäåðæèò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ðåøåíèå. Ïóñòü pk � k-å ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîëîæèì a1 = 2. Äëÿ n > 1 îïðåäåëèì an+1 êàê
íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå an è ñðàâíèìîå ñ −k (mod pk+1) äëÿ âñåõ k 6 n.
Ñîãëàñíî ÊÒÎ òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò. Òîãäà k + an ≡ 0 (mod pk+1) äëÿ âñåõ n > k + 1. Òàêèì
îáðàçîì, íå áîëåå k + 1 ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {k + an} ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

5.3. Äåëèìîñòü è îñòàòêè

13. Ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è a1, . . . , ak � ðàçëè÷íûå ÷èñëà èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}
(çäåñü 2 6 k 6 n), òàêèå, ÷òî n | ai(ai+1 − 1) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k − 1. Äîêàæèòå, ÷òî
n - ak(ai + 1).

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü n | ai(ai+1− 1) äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . , k (ìû ñ÷èòàåì,
÷òî ak+1 = a1). Ïóñòü p | n � êàêîé-òî ïðîñòîé äåëèòåëü n, âõîäÿùèé â åãî ðàçëîæåíèå íà
ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè â ñòåïåíè r. Òîãäà p | ai(ai+1 − 1) äëÿ âñåõ i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p | ai
äëÿ íåêîòîðîãî i. Òîãäà p - ai− 1, à ïîòîìó p | ai−1. Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî p | ai
äëÿ âñåõ i. Çíà÷èò, ëèáî ai ≡ 0 (mod p), ëèáî ai ≡ 1 (mod p). Áîëåå òîãî, ëèáî ai ≡ 0 (mod
pr), ëèáî ai ≡ 1 (mod pr). Ïðîâîäÿ ýòî ðàññóæäåíèå äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ ÷èñëà n,
ïîëó÷àåì, ÷òî âñå ýòè ïðîñòûå äåëèòåëè ðàçáèâàþòñÿ íà äâå ãðóïïû: â ïåðâîé îíè äåëÿò âñå
ai, à âî âòîðîé � âñå ai − 1. Îáîçíà÷èì èõ ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç x è y. Íî òîãäà ai ≡ 0 (mod x)
è ai ≡ 1 (mod y). Ñîãëàñíî ÊÒÎ, ó ýòîé ñèñòåìû ñðàâíåíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
ïî ìîäóëþ xy = n. Íî òîãäà âñå ai ñîâïàäàþò � ïðîòèâîðå÷èå.

14. Ïóñòü a > b > c > 3 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî a | bc+ b+ c, b | ca+ c+a, c | ab+a+ b.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë a, b, c ñîñòàâíîå.
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Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü a, b è c ïðîñòûå. Ïåðåïèøåì óñëîâèå â âèäå
(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) ≡ 1 (mod a)

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) ≡ 1 (mod b)

(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) ≡ 1 (mod c).

Òîãäà ïî ÊÒÎ 1 ≡ (a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) ≡ ab+ bc+ ca+ a+ b+ c+ 1 (mod abc). Íî çàìåòèì,
÷òî 0 < ab+ bc+ ca+ a+ b+ c < abc, ò.ê.

1

a
+

1

b
+

1

c
+

1

ab
+

1

bc
+

1

ca
<

1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

15
+

1

21
+

1

35
< 1

� ïðîòèâîðå÷èå.

15. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî S èç n íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë a, b ∈ S ðàçíîñòü a− b äåëèò a è b, íî íå äåëèò íè îäíî
äðóãîå ÷èñëî èç S.

Ðåøåíèå. Ïóñòü d1, . . . , dn−1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçíîñòåé ìåæäó ñîñåäíèìè ýëåìåíòàìè
èç S, óïîðÿäî÷åííûìè ïî âîçðàñòàíèþ. Ïîëîæèì òàêæå sk = d1 + . . .+ dk−1 è tij = di + . . .+ dj
(ãäå i 6 j). Ìû õîòèì ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d1, . . . , dn−1 òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

• íèêàêèå äâà ÷èñëà âèäà tij í äåëÿò äðóã äðóãà;

• ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå a, ÷òî a ≡ −si (mod tij) äëÿ âñåõ i 6 j.

Â ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a+s1, . . . , a+sn ïîäõîäèò. Áóäåì ñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü d1, . . . , dn−1 ïî èíäóêöèè. Áàçà d1 = 2, d2 = 3. Ïîêàæåì, êàê ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü èç n ÷èñåë. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÷èñëîM = d1 . . . dn−1 è ïðîñòîå ÷èñëî p -M . Äîêàæåì,
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü d1M , . . . , dn−1M , p ïîäõîäèò. Â ñàìîì äåëå, ïåðâîå óñëîâèå î÷åâèäíî,
à âòîðîå ñëåäóåò èç ÊÒÎ: äîñòàòî÷íî âçÿòü ðåøåíèå ñèñòåìû ñðàâíåíèé a ≡ −si (mod tij) äëÿ
âñåõ i 6 j, a ≡ 0 (mod M), a ≡ −sn (mod p).
16. Äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X îïðåäåëèì ÷èñëà S(X) =

∑
x∈X

x è P (X) =
∏
x∈X

x.

Ïóñòü A è B � äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà, òàêèõ, ÷òî P (A) = P (B), S(A) 6= S(B) è äëÿ êàæäîãî
n ∈ A ∪ B ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî, âõîäÿùåå â åãî ðàçëîæåíèå, âõîäèò â òî÷íîñòè â ñòåïåíè 36.
Äîêàçàòü, ÷òî |S(A)− S(B)| > 1,9 · 106.
Ðåøåíèå. Ïóñòü p � òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî, ÷òî p− 1 | 36. Òîãäà ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà
äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ A ëèáî a ≡ 1 (mod p), ëèáî a ≡ 0 (mod p). Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî
÷èñåë èç ìíîæåñòâà A, êîòîðûå êðàòíû p, ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë èç ìíîæåñòâà B, êîòîðûå
êðàòíû p. Ïîýòîìó ðàâíû è êîëè÷åñòâà ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ 1 ïî ìîäóëþ p. Çíà÷èò, p | S(A)−
S(B) è 2·3·5·7·13·19·37 | |S(A)−S(B)|, è ò.ê. S(A) 6= S(B), òî |S(A)−S(B)| > 2·3·5·7·13·19·37 =
1919190, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

17. Íàéòè âñå òðîéêè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (a; b; c), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñëåäóþùåå óñëîâèå:
åñëè n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå èìåþùåå ïðîñòûõ äåëèòåëåé, ìåíüøèõ 2019, òî n+c | an+bn+n.
Ðåøåíèå. Ïóñòü q1, . . . , qk � ïåðâûå k ïðîñòûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà,
ìåíüøèå 2019. Ïóñòü p � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà q1 . . . qk + 1, áîëüøèé a2, b2 è c (ýòîãî âñåãäà
ìîæíî äîáèòüñÿ, âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå k). Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n, òàêîå, ÷òî
n ≡ −c (mod p) è n ≡ 1 (mod p−1) (ïî ÊÒÎ òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò). Òîãäà p | n+c | an+bn+n,
îòêóäà

0 ≡ an + bn + n ≡ a+ b− c (mod p).
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Òàêèì îáðàçîì, a+ b ≡ c (mod p). Çíà÷èò, a+ b = c (ò.ê. a, b, c < p). Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêîå
n, ÷òî n ≡ −c (mod p) è n ≡ 2 (mod p − 1). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî
a2 + b2 = c. Çíà÷èò, a = b = 1 è c = 2.

Îòâåò: (1; 1; 2).

18. Ïóñòü f : N→ N � òàêàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî
1) åñëè (m,n) = 1, òî (f(m), f(n)) = 1;
2) n 6 f(n) 6 n+ 2019 äëÿ âñåõ n.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîñòîå ÷èñëî p äåëèò ÷èñëî f(n), òî p | n.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëèñü òàêèå n è p, ÷òî p ïðîñòîå, p | f(n) è p - n. Ïîñòðîèì
òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî f(N) = N . Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì 2019 · 2020 ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ
÷èñåë qij > n + p + 2020 (çäåñü i = 1, . . . , 2019 è j = 0, . . . , 2019) è ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ
òàáëèöó:

N + 1 N + 2 . . . N + 2019
M q01 q02 . . . q0;2019

M + 1 q11 q12 . . . q1;2019
...

...
...

. . .
...

M + 2019 q2019,;1 q2019;2 . . . q2019;2019

Ñîãëàñíî ÊÒÎ, ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî N + j ≡ 0 (mod qij), N ≡ 0 (mod p) è
N ≡ 1 (mod n), ãäå j = 1, . . . , 2019. ßñíî, ÷òî qij - N .

Òåïåðü âûáåðåì òàêîå M , ÷òî M + i ≡ 0 (mod qij) è M ≡ 1 (mod N). Ñîãëàñíî ÊÒÎ, òàêîå
÷èñëî M ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî (M,N) = 1, ïîýòîìó (f(M), f(N)) = 1. Íî ÷èñëî f(M) ðàâíî M + i, à çíà÷èò,
îíî íå âçàèìíî ïðîñòî ñ íåêîòîðûì ÷èñëîìN+j, ò.ê. îáà îíè äåëÿòñÿ íà qij. Çíà÷èò, f(N) 6= N+i
äëÿ i > 0, à ïîòîìó f(N) = N .

Íàêîíåö, (n,N) = 1, à ïîòîìó (f(n), N) = (f(n), f(N)) = 1. Íî p | N è p | f(n) � ïðîòèâî-
ðå÷èå.

19. Íàéòè âñå ìíîãî÷ëåíû P ∈ Z[x], òàêèå, ÷òî íà öåëî÷èñëåííîé ïðÿìîé Z ìîæíî òàê ðàñ-
ñòàâèòü âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÷òîáû ñóììà ÷èñåë, ñòîÿùèõ âíóòðè ïðîèçâîëüíîãî îòðåçêà
äëèíû n, äåëèòñÿ íà P (n).

Ðåøåíèå. Ïóñòü íà i-ì ìåñòå ñòîèò ÷èñëî g(i). Òîãäà èç óñëîâèé P (n) | g(i) + . . .+ g(i+ n− 1),
g(i + 1) + . . . + g(i + n) ñëåäóåò, ÷òî P (n) | g(i) − g(i + n). Àíàëîãè÷íî, P (m) | g(i) − g(i +m).
Ïîýòîìó ïî àëãîðèòìó Åâêëèäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî (P (n), P (m)) | g(i)− g(i+ (n,m)).

Âûáåðåì òåïåðü âçàèìíî ïðîñòûåm è n è i = 0. Äîêàæåì, ÷òî ÍÎÄ (P (n), P (m)) ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî âåëèê, åñëè òîëüêî P (x) 6= cxk. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü P (x) = xkQ(x), è Q 6= const.
Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë, äåëÿùèõ ÷èñëà âèäà Q(n) (äîêàçàòåëüñòâî
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ èç çàäà÷è 11). Çàôèêñèðóåì òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî
p > q(0) − g(1), êîòîðîå íå äåëèò Q(0), è ðàññìîòðèì ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà m, n
òàêèå, ÷òî p | Q(m), Q(n) (íàïðèìåð, ìîæíî âçÿòü n = m + p: ò.ê. p - Q(0), òî p - m). Òîãäà
p 6 (Q(m), Q(n)) 6 (P (m), P (n)) | g(0)− g(1) < p � ïðîòèâîðå÷èå.

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ P (x) = cxk òðåáóåìàÿ ðàññòàíîâêà ñóùåñòâóåò. Äëÿ ýòîãî íà÷íåì
çàïîëíÿòü ïðÿìóþ Z ñ ÷èñëà P (1), ïîñòàâëåííîãî â òî÷êó 0, à çàòåì áóäåì ïîî÷åðåäíî ñòàâèòü
÷èñëà g(1), g(−1), g(2), g(−2), . . . , èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ P (n) | g(i) + . . . + g(i + n − 1). Ïî ÊÒÎ
ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ êîíñòðóêöèþ.
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5.4. Ðàçíûå çàäà÷è

20. Ãåíåðàë õî÷åò ïîñòðîèòü äëÿ ïàðàäà ñâîèõ ñîëäàò â îäèíàêîâûå êâàäðàòíûå êàðå (â êàðå
äîëæíî áûòü áîëüøå îäíîãî ÷åëîâåêà), íî îí íå çíàåò ñêîëüêî ñîëäàò (îò 1 äî 42) íàõîäèòñÿ â
ëàçàðåòå. Äîêàæèòå, ÷òî ó ãåíåðàëà ìîæåò áûòü òàêîå êîëè÷åñòâî ñîëäàò, ÷òî îí, íåçàâèñèìî
îò çàïîëíåíèÿ ëàçàðåòà, ñóìååò âûïîëíèòü ñâîå íàìåðåíèå. (Íàïðèìåð, âîéñêî èç 9 ÷åëîâåê
ìîæíî ïîñòàâèòü â âèäå êâàäðàòà 3 × 3, à åñëè îäèí ÷åëîâåê áîëåí, òî â âèäå äâóõ êâàäðàòîâ
2× 2.)

Ðåøåíèå. Ïóñòü p1, . . . , p42 � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Ñîãëàñíî ÊÒÎ, ñóùåñòâóåò òàêîå
íàòóðàëüíîå n, ÷òî n ≡ i (mod p2i ). Òîãäà, åñëè ó ãåíåðàëà â ëàçàðåòå íàõîäÿòñÿ i ñîëäàò, òî
îñòàâøèåñÿ x− i ñîëäàòû ìîãóò áûòü ðàçáèòû íà êàðå ðàçìåðà pi × pi.
21. Ïðî ìíîãî÷ëåí p(x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè èçâåñòíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî n ÷èñëî
p(n) äåëèòñÿ íà îäíî èç öåëûõ ÷èñåë a1, . . . , am. Äîêàæèòå, ÷òî èç ýòèõ ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü
îäíî ÷èñëî òàê, ÷òî p(n) áóäåò äåëèòüñÿ íà íåãî ïðè ëþáîì öåëîì n.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü äëÿ êàæäîãî i íàéäåòñÿ òàêîå ni, ÷òî ai - p(ni). Òî-
ãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòåïåíü ïðîñòîãî pαii , íà êîòîðóþ íå äåëèòñÿ p(ni). Âûáåðåì òàêèå ñòåïåíè
ïðîñòûõ äëÿ êàæäîãî i è åñëè ïðîñòûå pi áóäóò ñîâïàäàòü, îñòàâèì îäíî piñ íàèìåíüøåé ñòå-
ïåíüþ. Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì íàáîð ñòåïåíåé pαii . Ïî ÊÒÎ ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
n, ÷òî n ≡ ni (mod p

αi
i ). Çàìåòèì, ÷òî p(n) ≡ p(ni) 6≡ 0 (mod pαii ) äëÿ âñåõ i, à çíà÷èò, p(n) íå

äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë a1, . . . , am � ïðîòèâîðå÷èå.

22. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî èç n íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, ÷òî âñåâîçìîæíûå ñóììû ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè íàòóðàëüíûõ
÷èñåë (ñòåïåíè äîëæíû áûòü áîëüøå 1).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî èç ýëåìåíòîâ {a1, . . . , an}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç S1,
. . . , Sr âñåâîçìîæíûå ñóììû åãî ýëåìåíòîâ. Ñîãëàñíî çàäà÷å 10 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå b,
÷òî bS1, . . . , bSr � òî÷íûå ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ. Òîãäà ìíîæåñòâî {ba1, . . . , ban} óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ çàäà÷è.

23. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ äëèíû
n, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷íûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (êàæäàÿ ñòåïåíü äîëæíà áûòü áîëüøå 1).

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ {a1, . . . , an}. Ñîãëàñíî çà-
äà÷å 10 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå b, ÷òî ba1, . . . , ban � òî÷íûå ñòåïåíè íàòóðàëüíûõ. Òîãäà
ïðîãðåññèÿ {ba1, . . . , ban} óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ çàäà÷è.

24. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k ñóùåñòâóåò àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, ñîñòî-
ÿùàÿ èç íåñîêðàòèìûõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, âñå ÷èñëèòåëè èç çíàìåíàòåëè êîòîðûõ ïîïàðíî
ðàçëè÷íû.

Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì 2k ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pk, q1, . . . , qk, êàæäîå èç êîòîðûõ
áîëüøå k. Ïîëîæèì N = p1 . . . pk. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà

x+ 1

N
,

x+ 2

N
. . .

x+ k

N

îáðàçóþò àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Âûáåðåì x òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû i-ÿ äðîáü ñîêðàòèëàñü
â òî÷íîñòè íà ÷èñëî pi, à ÷èñëèòåëè äåëèëèñü áû íà qi. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó
ñðàâíåíèé: x+i ≡ 0 (mod piqi). Çàìåòèì, ÷òî òîãäà íè îäíà äðóãàÿ äðîáü íå ñîêðàùàåòñÿ íà piqi,
ò.ê. èíà÷å 0 ≡ x+ j ≡ j − i (mod pi, qi), îòêóäà i ≡ j (mod pi, qi) è i = j (ò.ê. |i− j| < k < pi, qi).
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Çíà÷èò, âñå ÷èñëèòåëè è âñå çíàìåíàòåëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû, ò.ê. ó íèõ ðàçíûå íàáîðû ïðîñòûõ
äåëèòåëåé.

25. Ïðè êàêèõ íàòóðàëüíûõ n > 1 ñóùåñòâóþò òàêèå íàòóðàëüíûå b1, . . . , bn (íå âñå èç êîòî-
ðûõ ðàâíû), ÷òî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ k ÷èñëî (b1 + k)(b2 + k) . . . (bn + k) ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà? (Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìîæåò çàâèñåòü îò k, íî äîëæåí áûòü áîëüøå 1.)

Ðåøåíèå.Ïóñòü n� ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî åñòü n = rs, ãäå r, s > 1. Òîãäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü
÷èñëà b1 = . . . = br = 1, br+1 = . . . = bn = 2. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè âñÿêîì k ÷èñëî (b1+k) . . . (bn+k)
ÿâëÿåòñÿ r-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ïóñòü òåïåðü n � ïðîñòîå ÷èñëî è ñóùåñòâóåò òðåáóåìûé íàáîð (b1, . . . , bn). Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî b1, . . . , bq � ïîïàðíî ðàçëè÷íûå ÷èñëà, à êàæäîå èç ÷èñåë bq+1,
. . . , bn ðàâíî îäíîìó èç b1, . . . , bq (çäåñü q > 1, òàê êàê íå âñå ÷èñëà ðàâíû). Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë
b1, . . . , bn èìååòñÿ si ÷èñåë, ðàâíûõ bi, ãäå 1 6 i < q, s1 + . . .+ sq = n.

Ðàññìîòðèì q ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pq, êîòîðûå áîëüøå âñåõ bi. ×èñëà p
2
i ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòû è 0 < ri < pi < p2i . Ïî ÊÒÎ íàéä¸òñÿ òàêîå öåëîå m, ÷òî m ≡ pi − bi (mod p2i )
ïðè âñåõ i îò 1 äî q. Ïóñòü (b1 +m) . . . (bn +m) = uv.

Çàìåòèì, ÷òî bi +m ≡ pi (mod p
2
i ) ò.å. ÷èñëî bi +m äåëèòñÿ íà pi è íå äåëèòñÿ íà p2i . Ïðè

j 6= i, 1 6 j 6 q èìååì 0 < |bibj| < pi, ïîýòîìó bj +m íà pi íå äåëèòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, â êàíîíè÷åñêîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà (b1+m) . . . (bn+m) íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

êàæäîå ÷èñëî pi ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â ñòåïåíè si. Çíà÷èò, ÷èñëî v ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì âñåõ si, à
çíà÷èò, è äåëèòåëåì èõ ñóììû n. Ïðè ýòîì v < n, ïîýòîìó v = 1.

26. Ïóñòü m1, . . . , m2019 > 1 � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà è A1, . . . , A2019

� ìíîæåñòâà (âîçìîæíî ïóñòûå), òàêèå, ÷òî Ai ⊆ {1, 2, . . . ,mi − 1}. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò
òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî

N 6 (2|A1|+ 1)(2|A2|+ 1) . . . (2|A2019|+ 1)

è N 6∈ Ai (mod mi).

Ðåøåíèå. Ïî ñóòè íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ïåðâîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, íå ïîêðûòîå ìíîæå-
ñòâàìè Ai (mod mi), íå ïðåâîñõîäèò óêàçàííîé â ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è âåëè÷èíû. Äëÿ ýòîãî
ñîåäèíèì ÊÒÎ è èíòåðïîëÿöèîííûé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî
ìíîæåñòâà Ai ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Bi, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òåõ ÷èñåë Ai, ÷üÿ ðàçíîñòü íå ëåæèò
â Ai. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Bi ñîäåðæàò 0 è ïîòîìó íåïóñòû.

Äîêàæåì, ÷òî |Bi| >
mi

2|Ai|+ 1
. ßñíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî x (modmi) ëåæèò â îäíîì èç ìíîæåñòâ

Bi, Bi + Ai, Bi − Ai. Ñëåäîâàòåëüíî,

mi 6 |Bi|+ |Bi + Ai|+ |Bi − Ai| 6 |Bi|(1 + 2|A1|).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ÷èñëà ti, òàêèå, ÷òî ti ≡ 1 (modmi) è ti ≡ 0 (modmj) äëÿ j 6= i. Ëèíåéíûå
êîìáèíàöèè b1t1+ . . .+b2019t2019 (mod m1 . . .m2019) ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè â ñèëó ÊÒÎ, à çíà÷èò,
ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå íàéäóòñÿ äâå òàêèå êîìáèíàöèè, îòëè÷àþùèåñÿ íå áîëåå ÷åì íà

N 6
m1m2 . . .m2019

|B1||B2| . . . |B2019|
6 (2|A1|+ 1)(2|A2|+ 1) . . . (2|A2019 + 1|),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 1. Íà ñàìîì äåëå ìîæíî óñèëèòü îöåíêó íà N :

N 6 (|A1|+ 1)(|A2|+ 1) . . . (|A2019|+ 1).
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Ðàçäåë 5. Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷èñëà îò 1 äî N ïîêðûâàþòñÿ ìíîæåñòâàìè Ai (mod mi). Òîãäà ÷èñëî

zn =
∏

k;a∈Ak

(
1− e

2πi
mk

(n−a)
)

ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîñòè ÷èñåë e
2πi

∑ jk
mk , ãäå jk = 0, 1, . . . , |Ak|. Íî z0 6=

0 = z1 = . . . = zN , ïîýòîìó N ñòðîãî ìåíüøå ñòåïåíè
∏
(|Ai|+1) ýòîé ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîñòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ÷èñëà îò 1 äî
∏
(|Ai|+1) íå ìîãóò áûòü ïîêðûòû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 2. Èç ýòîé çàäà÷è ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå êðàñèâî ñëåäñòâèå. Ïóñòü f � öå-
ëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí, ïðè÷åì ÍÎÄ åãî çíà÷åíèé â öåëûõ òî÷êàõ â ñîâîêóïíîñòè ðàâåí 1. Òîãäà
ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà
f(n) íå ìåíüøå c lnn äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíñòàíòû c. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ÷èñëà mi, ÿâ-
ëÿþùèåñÿ çàíóìåðîâàííûìè ïî ïîðÿäêó ïðîñòûìè ÷èñëàìè è ìíîæåñòâà Ai = {n : mi | f(n)}
(mod mi). Òîãäà |Ai| 6 deg = d äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

27. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c > 0, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Åñëè a, b,
n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî (a+ i, b+ j) > 1 äëÿ âñåõ i, j ∈ {0, 1, . . . , n}, òî a, b > (cn)n.

Ðåøåíèå. Âûïèøåì òàáëèöó N × N , ãäå N = n + 1 è íà (i, j)-ì ìåñòå ñòîèò ïðîñòîå ÷èñëî
pij, äåëÿùåå a + i è b + j (åñëè òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë íåñêîëüêî, âûáåðåì ëþáîå è íèõ). Ïóñòü
M = 0,001n2. Çàìåòèì, ÷òî äîëÿ êàæäîãî èç ïðîñòûõ ÷èñåë p çàíèìàåò â òàáëèöå íå áîëåå
p−2 ÷àñòè êëåòîê. Îöåíèì îáùåå êîëè÷åñòâî êëåòîê â òàáëèöå, êîòîðûå ïîêðûòû ïðîñòûìè
÷èñëàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìèM . Ïóñòü ýòèõ ÷èñåë r øòóê. Òîãäà r < M < 0,001N2 è ïîêðûòûõ
êëåòîê íå áîëüøå, ÷åì∑

p

⌈N
p

⌉2
6
∑
p

(N
p

+ 1
)
= N2

∑ 1

p2
+ 2N

∑ 1

p
+ r.

Êàê èçâåñòíî, ñóììà îáðàòíûõ êâàäðàòîâ ê ïðîñòûì ÷èñëàì ìåíüøå 0,498, à ñóììà îáðàòíûõ
ê ïðîñòûì íå áîëüøå a lnM < 0,001N2 äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû a è áîëüøèõ n. Çíà÷èò, äàííàÿ
ñóììà íå áîëüøå N2/2. Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n õîòÿ áû â ïîëîâèíå êëåòîê òàáëèöû
ñòîÿò ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå 0,001N2. Ïî ïðèíöèï Äèðèõëå íàéäåòñÿ òàêîé ðÿä, â êîòîðîì
áîëüøå ïîëîâèíû òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë. À ðàç òàê, òî ñîîòâåòñòâóþùåå ÷èñëî, ñòîÿùåå íàïðîòèâ
ýòîãî ðÿäà (a+ i èëè b+ j) íå ìåíüøå MN/2 > (0,001n2)n/2 = (cn)n.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî, âî-ïåðâûõ, àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî è äëÿ ÷èñåë a È b
(äëÿ ýòîãî, âîçìîæíî, ïîòðåáóåòñÿ óìåíüøèòü êîíñòàíò c), à âî-âòîðûõ, îíî âûïîëíåíî íå òîëü-
êî äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n, íî è ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ (äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ, âîçìîæíî,
åùå ðàç óìåíüøèòü êîíñòàíòó c).
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