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1. Ââåäåíèå

Äàííîå ïîñîáèå ïîñâÿùåíî ðàçëè÷íûì òåìàì, ñâÿçàííûì ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîñòûõ ÷èñåë
è îñòàòêîâ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ðàçëè÷íûì ìîäóëÿì. Ïîìèìî êëàññè÷åñêèõ ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà è òåîðåìû Ýéëåðà, à òàêæå òåîðåìû Åâêëèäà î áåñêîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà ïðî-
ñòûõ ÷èñåë, â îëèìïèàäíîé ëèòåðàòóðå çà÷àñòóþ îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî èíûå ñïîñîáû ðàáîòû
ñ òàêèìè çàäà÷àìè. Ìåæäó òåì, â çàäà÷àõ âûñîêîãî óðîâíÿ ýòèõ ôàêòîâ óæå íå õâàòàåò, è â
ðåçóëüòàòå øêîëüíèêè, íå çíàÿ çàðàíåå íóæíûõ ìåòîäîâ, âûíóæäåíû èçîáðåòàòü èõ íà õîäó,
õîòÿ áûëî áû äîñòàòî÷íî ñîñëàòüñÿ íà ãîòîâîå óòâåðæäåíèå.

Â ýòîì ïîñîáèè ðàçîáðàíû òàêèå ìàëîèçâåñòíûå òåìû. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàæäàÿ èç íèõ
âûãëÿäèò äîñòàòî÷íî ñëîæíîé äëÿ îñâîåíèÿ (íàïðèìåð, â íåêîòîðûõ òðåáóþòñÿ áèíîì Íüþòîíà
è êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ëåììà Ãàóññà è àëãîðèòì Åâêëèäà). Íî ñ äðóãîé, ïîòðàòèâ íåêîòîðîå
âðåìÿ è ðàçîáðàâøèñü â òåîðåòè÷åñêèõ àñïåêòàõ, ìîæíî ïðåâðàòèòü ïðîöåññ ðåøåíèÿ äàæå
î÷åíü ñëîæíûõ çàäà÷ â æîíãëèðîâàíèå çàãîòîâëåííûìè ôàêòàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ðåøàòü
çàäà÷è óðîâíÿ Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû, ïðîñòî ïîñëåäîâàòåëüíî ññûëàÿñü
íà 2-3 èçâåñòíûõ ôàêòà.

Ñðåäè íàèáîëåå âàæíûõ ìåòîäîâ è ïîíÿòèé, ïîçâîëÿþùèõ ðàáîòàòü ñî ñòåïåíÿìè íàòóðàëü-
íûõ ÷èñåë, ìû âûäåëÿåì ïðåæäå âñåãî ñëåäóþùèå:

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : bibikov.pv@sch2.ru
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Ðàçäåë 2. Ïðîñòûå äåëèòåëè

• áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë ñïåöèàëüíîãî âèäà;

• ïîðÿäîê ÷èñëà ïî ìîäóëþ;

• LTE-ëåììà;

• ïåðâîîáðàçíûå êîðíè;

• êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû;

• òåîðåìà Çèãìîíäè.

Ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïðîðàáîòàåì ýòè òåìû, äàâ íåîáõîäèìûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðåòè-
÷åñêèå ñâåäåíèÿ, à òàêæå ïðèâåäÿ â êîíöå ïîäðîáíûå ðåøåíèÿ âñåõ çàäà÷. Êðîìå òîãî, ó÷èòû-
âàÿ ðàçíîîáðàçèå êîíñòðóêöèé, èñïîëüçóþùèõñÿ ïðè ðàáîòå ñ äàííûìè ìåòîäàìè, èõ îñâîåíèå
ïîëåçíî è äëÿ òðåíèðîâêè ïðèìåíåíèÿ ñòàíäàðòíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôàêòîâ, ìåòîäîâ è ïðåîá-
ðàçîâàíèé.

2. Ïðîñòûå äåëèòåëè

Ìû íà÷íåì íàø ïóòü ñ òàêîãî, êàçàëîñü áû, ïðîñòîãî âîïðîñà, êàê áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà
ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë îïðåäåëåííîãî âèäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïîäîáíîãî
òèïà åñòü íåêîòîðàÿ îáùàÿ èäåîëîãèÿ, ïðîñëåäèâ êîòîðóþ, ìîæíî íàó÷èòüñÿ ðåøàòü äàæå î÷åíü
òðóäíûå íà ïåðâûé âçãëÿä ïðèìåðû.

1. (òåîðåìà Åâêëèäà) Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Íåñìîòðÿ íà êàæóùóþñÿ ïðîñòîòó äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû, â íåé åñòü íåñêîëüêî íåî÷å-
âèäíûõ ñîîáðàæåíèé, êîòîðûå ïîëåçíî çàôèêñèðîâàòü äëÿ äàëüíåéøèõ íóæä.

• Ïðîñòûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëîæíûì îáúåêòîì, íåæåëè ÷èñëà íàòóðàëüíûå. Â àëãåá-
ðàè÷åñêèõ (è íå òîëüêî) çàäà÷àõ ïîëåçíî ñòàðòîâàòü ñ ñàìîé ñëîæíîé ÷àñòè óñëîâèÿ: ðàçî-
áðàâøèñü ñ íåé, ñêîðåå âñåãî, óäàñòñÿ ñåðüåçíî ïðîäâèíóòüñÿ è âî âñåì ðåøåíèè. Ïîýòîìó
â êà÷åñòâå ñòàðòîâîãî îáúåêòà ïîëåçíî ôèêñèðîâàòü ïðîñòûå ÷èñëà, à íå íàòóðàëüíûå.
Ìû ïî ïðîñòîìó ÷èñëó ñòðîèì íàòóðàëüíîå, îáëàäàþùåå íóæíûì íàì ñâîéñòâîì, à íå
èùåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî, èìåþùåå íóæíûé íàì ïðîñòîé äåëèòåëü.

• ×àñòî áåñêîíå÷íîñòü êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë ïîëåçíî äîêàçûâàòü îò ïðî-
òèâíîãî, ïðåäïîëàãàÿ åãî êîíå÷íîñòü è ñòðîÿ íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî.

• Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâîãî ïðîñòîãî ÷èñëà ïîëåçíî ïåðåìíîæàòü óæå èìåþùèåñÿ ïðîñòûå.

Äåðæà â óìå ýòè ñîîáðàæåíèÿ, äàâàéòå ïîïðîáóåì ñïðàâèòüñÿ ñ îñòàëüíûìè çàäà÷àìè.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäå 4k + 1, ãäå k ∈ N.
3. Ñóùåñòâóåò ëè 2019 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü â òî÷íîñòè
10 ïðîñòûõ?

4.Ïóñòü f ∈ Z[x] � öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè> 1, è P � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé
÷èñåë âèäà f(n), ãäå n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P âñåãäà áåñêîíå÷íî.

5. Ïóñòü f ∈ Z[x] � öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî f(n) > 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, à
p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà f(n). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
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Ðàçäåë 3. Ïîðÿäîê ÷èñëà ïî ìîäóëþ

n, òàêèõ, ÷òî p(n+ 1) > p(n).

6. Ïóñòü a > b > 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà
an + bn. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P áåñêîíå÷íî.

Çàìå÷àíèå 1. Íà ñàìîì äåëå âåðíî ãîðàçäî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: âçÿâ ëþáóþ íîâóþ
ñòåïåíü, ìîæíî ïîëó÷èòü íîâûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà an + bn (çà èñêëþ÷åíèåì íåñêîëüêèõ
ñëó÷àåâ, êîòîðûå êîíêðåòíî îïèñûâàþòñÿ). Ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðå-

ìîé Çèãìîíäè, è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ äîâîëüíî ìîùíàÿ òåõíèêà. Ìû îáñóäèì
ýòó òåîðåìó ïîçäíåå.

7. Ïóñòü G 6= Z∗n � ïîäãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ n. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, îñòàòêè îò äåëåíèÿ êîòîðûõ íà n íå ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G, áåñêîíå÷íî. Â
÷àñòíîñòè, ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå nk+1, áåñêîíå÷íî ìíîãî (íàïðèìåð, ïðîñòûõ
âèäà 4k − 1 èëè 6k − 1).

8. Ïóñòü 2 6 a, b 6 100 � äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
n, ÷òî ÷èñëî a2n + b2n ñîñòàâíîå.

9. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî òðîåê (a, b, c), òàêèõ, ÷òî p(a) = p(b) = p(c).

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî íàèáîëüøèé ïðî-
ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + 1 áîëüøå

à) 2n
á) 2n+

√
2n.

11. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî p(n) < p(n+ 1) < p(n+ 2).

12. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n (òàêæå ïîëîæèì p(±1) = 1 è p(0) =
∞). Íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ Z[x], òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî {p(f(n2)) − 2n}n>0

îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

3. Ïîðÿäîê ÷èñëà ïî ìîäóëþ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì êðàñèâóþ êîíñòðóêöèþ, êîòîðàÿ ïî ñóùåñòâó ÿâëÿåòñÿ àëü-
òåðíàòèâíîé ôîðìîé çàïèñè ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà è òåîðåìû Ýéëåðà. Îäíàêî èíîãäà áûâàþò
ñèòóàöèè, êîãäà òðåáóåòñÿ èìåííî òàêàÿ ôîðìà çàïèñè, ïîýòîìó íóæíî çíàòü åå è óìåòü ïðè-
ìåíÿòü.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîðÿäêîì ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m íàçûâàåòñÿ òàêîå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå
T , ÷òî aT ≡ 1 (mod m).

Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ àëüòåðíàòèâíàÿ ôîðìà çàïèñè ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà è òåîðåìû Ýéëåðà?
Íàïîìíèì, ÷òî ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà çâó÷èò òàê: åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, a � öåëîå, òàêîå, ÷òî
p - a, òî ap−1 ≡ 1 (mod p). Â ñëó÷àå, åñëè âìåñòî ïðîñòîãî ÷èñëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
íàòóðàëüíîå m, ïîëó÷àåòñÿ òåîðåìà Ýéëåðà: åñëè (a,m) = 1, òî aϕ(m) ≡ 1 (mod m), ãäå ϕ �
ôóíêöèÿ Ýéëåðà, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ìåíüøèõ
m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì (èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ m:
ϕ(m) = |Z∗m|). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà íóæíî ïîìíèòü, ÷òî îíà ìóëüòèïëèêàòèâíà,
ò.å. åñëè (m, k) = 1, òî ϕ(mk) = ϕ(m) · ϕ(k), è ÷òî ϕ(pα) = pα−1(p− 1).

Ñìûñë ïðèìåíåíèÿ ïîðÿäêà ÷èñëà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: T | ϕ(m) (èëè
T | p − 1, åñëè ìîäóëü ïðîñò). Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò óñèëèòü ìàëóþ òåîðåìó
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Ðàçäåë 4. LTE-ëåììà

Ôåðìà (èëè òåîðåìó Ýéëåðà), èçâëåêàÿ èç íåå äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ çàòåì
óäàåòñÿ ïðèìåíèòü. Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ïîëåçíî íà÷èíàòü ñî ñëåäóþùèõ õîäîâ.
Ïåðåïèøåì óñëîâèå çàäà÷è â âèäå ak ≡ 1 (mod p) (çäåñü íóæíî ïðàâèëüíî âûáðàòü ÷èñëà a, k
è p) è ðàññìîòðèì ïîðÿäîê T ÷èñëà a ïî ìîäóëþ p. Òîãäà T | k (ò.ê. T � íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü,
äàþùàÿ 1) è T | p−1 (ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà). Äàëüøå èäóò ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííûå èìåííî
ñ äåëèìîñòÿìè, êàê ïðàâèëî, áåç ïðèâëå÷åíèÿ ñòåïåíåé.

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî ó ÷èñëà 2p − 1 âñå ïðîñòûå äåëèòåëè áîëüøå p.

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà 2p− 1 èìååò âèä 2kp+ 1
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.

15. à) Ïóñòü p � íå÷åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà a2n + 1. Äîêàæèòå, ÷òî 2n+1|p− 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë Ôåðìà 22n + 1 èìåþò âèä 2n+1 · x+ 1.

16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 2n − 1 íå äåëèòñÿ íà n.

17. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n1, . . . , nk), òàêîé, ÷òî ni | 2ni+1−1 äëÿ âñåõ i = 1,
. . . , k (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî nk+1 = n1)?

18. à) Èçâåñòíî, ÷òî p 6= 2, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî p|qr+1. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî 2r|p−1,
ëèáî p|q2 − 1.

á) Íàéäèòå âñå òðîéêè ïðîñòûõ ÷èñåë (p, q, r), òàêèå, ÷òî p|qr + 1, q|rp + 1, r|pq + 1.

19. Íàéòè âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë (p; q), òàêèõ, ÷òî pq|(5p − 2p)(5q − 2q).

20. Íàéòè âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, òàêèõ, ÷òî pq|2p + 2q.

4. LTE-ëåììà

Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäíåãî íîìåðà èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà íàì ïðèøëîñü ðàññìàòðèâàòü
ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ÷èñëà 2 â ðàçëîæåíèÿ ÷èñåë p − 1 è q − 1 íà ïðîñòûå ñî-
ìíîæèòåëè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èäåÿ ðàññìîòðåíèÿ ñòåïåíè âõîæäåíèÿ äàííîãî ïðîñòîãî ÷èñëà
p â òó èëè èíóþ êîìáèíàöèþ ñòåïåíåé ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòîâ ðàáîòû ñ
íèìè. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèäàäèì ÷åòêèé ñìûñë ýòèì ñëîâàì è äîêàæåì âàæíóþ òåîðåìó,
ïîçâîëÿþùóþ ðåàëèçîâûâàòü ýòó èäåþ íà ïðàêòèêå.

Äëÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p è öåëîãî íåíóëåâîãî ÷èñëà x îáîçíà÷èì ÷åðåç ‖x‖p íàèáîëüøóþ ñòåïåíü
p, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ x:

‖x‖p = α ⇔ pα|x, pα+1 - x.

Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå pα‖x. Íàïîìíèì, ÷òî ñîãëàñíî ôîðìóëå Ëå-
æàíäðà

‖n!‖p =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . .

21. Äîêàæèòå, ÷òî

‖Ck
n‖p > ‖n‖p −

k

p− 1
.

22. Ïóñòü n íå÷åòíî è 3α‖n. Äîêàæèòå, ÷òî 3α+1‖2n + 1.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìîé ëåììû î ëèôòèíãå, èëè ëåììû îá

óòî÷íåíèè ïîêàçàòåëÿ (â îðèãèíàëå � Lifting The Exponent Lemma, ñîêðàùåííî LTE),
êîòîðàÿ ÷àñòî ôèãóðèðóåò â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ ïî òåîðèè ÷èñåë.
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Ðàçäåë 5. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Òåîðåìà 1 (LTE-ëåììà). 1. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà, p � íå÷åòíîå

ïðîñòîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì x è y è òàêîå, ÷òî p | x − y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖xn − yn‖p = ‖x− y‖p + ‖n‖p.

2. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ

äåëèòåëåì x è y è òàêîå, ÷òî p | x+y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî

‖xn + yn‖p = ‖x+ y‖p + ‖n‖p.

3. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà è 4 | x− y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n âûïîëíåíî

‖xn − yn‖2 = ‖x− y‖2 + ‖n‖2.

Ñëåäñòâèå 1. 1. Ïóñòü ÷èñëà a > 2, α è n � íàòóðàëüíûå, β > 0 � öåëîå è p > 3 � ïðîñòîå.
Åñëè pα‖a− 1 è pβ‖n, òî pα+β‖an − 1.

2. Ïóñòü ÷èñëà a, α, β > 0 � öåëûå, p > 3 � ïðîñòîå. Åñëè pα‖a + 1 è pβ‖n äëÿ íå÷åòíîãî
íàòóðàëüíîãî n, òî pα+β‖an + 1.

3. Åñëè 2α‖a− 1 ïðè α > 0 è 2β‖n, òî pα+β‖an − 1.

Çàìå÷àíèå 2. Â òàêîì âèäå ýòà òåîðåìà îáúÿñíÿåò íàçâàíèå ¾ëèôòèíã¿: ïîëàãàÿ n = pβ, ïîëó-
÷àåì, ÷òî pα+β‖apβ − 1, ò.å. pβ ïîäíèìàåòñÿ íàâåðõ â ñòåïåíü.

23. Äîêàæèòå LTE-ëåììó.

24. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, p, n, k òàêîâû, ÷òî xn + yn = pk. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî
n > 1 � íå÷åòíîå, à ÷èñëî p � ïðîñòîå íå÷åòíîå, òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà p ñ íàòóðàëüíûì
ïîêàçàòåëåì.

25. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3x = 2x · y + 1 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

26. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ x è y è íàòóðàëüíîì
k > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 3n = xk + yk.

27. Íà ñêîëüêî íóëåé çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 456 + 654?

28. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü k ÷èñëà 1991, äëÿ êîòîðîé 1991k | 199019911992 + 199219911990 .

29. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a > 2 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n > 1, ÷òî an−1
äåëèòñÿ íà n2. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ a = 2?

5. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Âàæíûì ïðèìåðîì ðàáîòû ïîðÿäêà ÷èñëà ïî ìîäóëþ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèòóàöèÿ. Êàê ìû
óæå çíàåì èç ïåðâîãî ðàçäåëà, ïîðÿäîê ëþáîãî ÷èñëà ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà
ϕ(m) (â ñëó÷àå m = p ïðîñòîãî ìîäóëÿ ïîðÿäîê ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p− 1). Îêàçûâàåòñÿ,
èíîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî g, ÷åé ïîðÿäîê ðàâåí ϕ(m). Èíà÷å ãîâîðÿ, âñå ÷èñëà 1, g, g2, . . . ,
gϕ(m)−1 ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ m. Òàêîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m,
è åãî èñïîëüçîâàíèå ÷àñòî áûâàåò íåîáõîäèìî â çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàññìîòðåíèåì ñòåïåíåé
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Ðàçäåë 6. Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

Ïðåæäå âñåãî íàì íóæíî óçíàòü íåêîòîðûå îñíîâíûå ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé, à
òàêæå ïîíÿòü, äëÿ êàêèõ ìîäóëåé m îíè â ïðèíöèïå ñóùåñòâóþò.

30. Äîêàæèòå, ÷òî 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 3n.

31. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Äîêàæèòå, ÷òî èëè g, èëè g + p ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p2.

32. Ïóñòü g � íå÷åòíûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ïðè÷åì gp−1 − 1
íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëÿì pn è 2pn.

33. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå t,
÷òî ÷èñëî g + tp ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pn äëÿ ëþáîãî n.

Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò ëèøü ïî ìîäóëÿì 2, 4, pn è 2pn, ãäå p � íå÷åò-

íîå ïðîñòîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå.

34. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ â òåîðåìå ìîäóëåé ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íå
ñóùåñòâóåò.

35. Äîêàæåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Íàä Zp (ãäå p � ïðîñòîå) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d èìååò íå áîëåå d êîðíåé.
á) Ïóñòü ab � ïîðÿäîê ÷èñëà x ïî ìîäóëþ m. Òîãäà b � ïîðÿäîê ÷èñëà xa ïî ìîäóëþ m.
â) Ïóñòü d1, . . . , dk � âñåâîçìîæíûå ïîðÿäêè âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Ðàññìîòðèì h =

[d1, . . . , dk]. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ÷èñëà h íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå
ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ m ðîâíî ϕ(ϕ(m)) øòóê (åñëè îíè åñòü).

37. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ k èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

p−1∑
i=1

ik ≡ 0 (mod p)?

38. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, . . . , p− 1 ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó
òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë a, b, c ÷èñëî b2 − ac íå äåëèëîñü áû íà p.

39. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîåm, ÷òî 3n | 2m+2018.

6. Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

Ïðè ðàáîòå ñî ñòåïåíÿìè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåâåðîÿòíûì îáðàçîì îêàçûâàþòñÿ ïîëåçíû
òàê íàçûâàåìûå êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû, èëè ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà. Âîîáùå èñïîëüçîâàíèå
ìíîãî÷ëåíîâ â òåîðèè ÷èñåë âñòðå÷àþòñÿ íå òàê óæ è ðåäêî, íî çà÷àñòóþ ýòè ìíîãî÷ëåíû
îïðåäåëÿþòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî. À âîò ìíîãî÷ëåíû äåëåíèÿ êðóãà îïðåäåëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. . .

Íàïîìíèì, ÷òî êîðíåì n-é ñòåïåíè èç åäèíèöû íàçûâàåòñÿ òàêîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî ξ, ÷òî
ξn = 1. Êîðíåé n-é ñòåïåíè èç 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî n øòóê, è ðàâíû îíè

ξk := cos
2πk

n
+ i sin

2πk

n
= e

2πik
n , ãäå k = 0, 1, . . . , n− 1.
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Ðàçäåë 7. Íåïðèâîäèìîñòü êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Êðóãîâûì ìíîãî÷ëåíîì ïîðÿäêà n íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí

Φn(x) =
∏

(k,n)=1

(x− ξk),

ãäå ξk � êîðíè n-é ñòåïåíè èç 1. Èìåííî ýòè, íà ïåðâûé âçãëÿä, ñòðàííûå ìíîãî÷ëåíû îêàçû-
âàþòñÿ î÷åíü ïîëåçíû ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ïî òåîðèè ÷èñåë.

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî Φp(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xp−1.

41. Äîêàæèòå, ÷òî
∏
d|n

Φd(x) = xn − 1. Â ÷àñòíîñòè, Φn(x) | xn − 1 è
∑
d|n
ϕ(d) = n.

42. Äîêàæèòå, ÷òî Φn(x) ∈ Z[x].

43. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

Φpn(x) =

{
Φn(xp), åñëè p | n,
Φn(xp)
Φn(x)

, åñëè p - n
è Φpkn(x) =

Φn(xp
k
), åñëè p | n,

Φn(xp
k

)

Φn(xpk−1 )
, åñëè p - n.

44. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Φn(x) è Φm(x) âçàèìíî ïðîñòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Φkn(x)
∣∣∣ xkn − 1

xn − 1
ïðè k 6= 1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà Φn(k) è Φm(k) íå âçàèìíî ïðîñòû, òî m
n
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà (âîçìîæíî îòðèöàòåëüíîé).

45. Ïóñòü m è n � öåëûå ÷èñëà è p � ïðîñòîé äåëèòåëü Φn(m). Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî p | n, ëèáî
n | p− 1.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû ïîìîãàþò ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è. Êëþ÷å-
âûì îáû÷íî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Åñëè â óñëîâèè ïðèñóòñòâóåò âûðàæåíèå âèäà
mn − 1, òî íóæíî ðàññìîòðåòü ÷èñëî Φn(m), ÿâëÿþùååñÿ åãî äåëèòåëåì, è ïðîñòûå ÷èñëà, äå-
ëÿùèå Φn(m). Îá ýòèõ ïðîñòûõ ÷èñëàõ ó íàñ åñòü ñóùåñòâåííàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðóþ ìîæíî
èñïîëüçîâàòü. Ïðè ýòîì ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ ñòå-
ïåíåé: (an − 1, am − 1) = a(n,m) − 1.

46. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò) áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë p,
òàêèõ, ÷òî n | p− 1.

47. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî q, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî np − p íå äåëèòñÿ íà q.
48. Ïóñòü p1, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå 3, è N = 2p1...pk + 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ó ÷èñëà N åñòü õîòÿ áû 22k−1

äåëèòåëåé.

49. Ðåøèòü óðàâíåíèå
x7 − 1

x− 1
= y5 − 1 â öåëûõ ÷èñëàõ.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà K× ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêîé.

7. Íåïðèâîäèìîñòü êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Îñíîâíàÿ ðîëü êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ � ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè âûðàæåíèÿ xn − 1 è
èçâëå÷åíèå èíôîðìàöèè î ïðîñòûõ äåëèòåëÿõ ýòîãî âûðàæåíèÿ. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû äî-
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Ðàçäåë 8. Òåîðåìà Çèãìîíäè

êàæåì îäíó èç ñàìûõ ìîùíûõ òåîðåì â ýòîé îáëàñòè, ïðèìåíåíèå êîòîðîé äåëàåò ìíîãèå çàäà-
÷è, ñîäåðæàùèå âûðàæåíèÿ âèäà an − 1, ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíûìè. Ñåé÷àñ æå ìû îòâåòèì íà
äðóãîé âîïðîñ, òàêæå ïðåäñòàâëÿþùèé èíòåðåñ: ÿâëÿåòñÿ ëè ðàçëîæåíèå

xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x)

ìíîãî÷ëåíà xn − 1 ðàçëîæåíèåì íà íåïðèâîäèìûå ìíîæèòåëè? Èíà÷å ãîâîðÿ, âåðíî ëè, ÷òî
ìíîãî÷ëåíû Φn íåïðèâîäèìû íàä Q? Ýòî äåéñòâèòåëüíî âåðíî, îäíàêî äîêàçàòåëüñòâî âåñüìà
íåïðîñòî.

Òåîðåìà 3. Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû Φn íåïðèâîäèìû äëÿ ëþáîãî n.

Äîêàçàòåëüñòâî ìû ïðîåäåì â íåñêîëüêî ýòàïîâ.

51. (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà) Ïóñòü P (x) � ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ïðè÷åì âñå åãî êîýôôèöèåíòû, êðîìå ñòàðøåãî, äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå p, à ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) íåïðèâîäèì íàä Q.
52. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí Φp(x) íåïðèâîäèì íàä Q.

53. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φn(x) =
s∏
i=1

Qi(x), ãäå Qi ∈ Q[x] íåïðèâîäèìû è s > 1. Ïóñòü òàêæå

m = degQ1 6 degQi äëÿ âñåõ i.
à) Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xm (êîìïëåêñíûå) êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî k ìíîãî÷ëåí Q̃k(x) =
m∏
i=1

(x− xki ) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Φn =
∏

k:(k,n)=1

Q̃k.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî Q̃k 6= Q1 è ïðè ýòîì ñðàâíåíèå p ≡ k (mod n)
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ïðîñòûõ ÷èñëàõ.

ã) Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåïðèâîäèìîñòè êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

8. Òåîðåìà Çèãìîíäè

Òåîðåìà, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ äîêàæåì, ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî, ñàìîé ìîùíîé òåîðåìîé â îëèì-
ïèàäíîé òåîðèè ÷èñåë, ñâÿçàííîé ñî ñòåïåíÿìè íàòóðàëüíûõ. Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò ðåøàòü çà-
äà÷è, êàçàëîñü áû, íåâåðîÿòíîé ñëîæíîñòè, ïðàêòè÷åñêè ñðàçó. Ðàçóìååòñÿ, çà òàêóþ ëåãêîñòü
ïðèäåòñÿ çàïëàòèòü. Â äàííîì ñëó÷àå ïëàòîé áóäåò ÷ðåçâû÷àéíàÿ ñëîæíîñòü äîêàçàòåëüñòâà, à
òàêæå ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ñîñòàâèòåëè îëèìïèàä çíàþò îá ýòîé òåîðåìå, à ïîòîìó ñòàðàþòñÿ
ïðåäëàãàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ ýòà òåîðåìà íåïðèìåíèìà. Òåì íå ìåíåå, çíàòü åå íåîáõîäèìî.

Òåîðåìà 4 (Çèãìîíäè). 1. Ïóñòü a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

n > 2 ÷èñëî an− bn ñîäåðæèò â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè òàêîå ïðîñòîå,

êîòîðîãî íåò â ðàçëîæåíèè ÷èñåë ak− bk äëÿ âñåõ k < n. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿþò ñëåäóþùèå

äâà ñëó÷àÿ:

• n = 2, a+ b = 2m;

• n = 6, a = 2, b = 1.
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Ðàçäåë 8. Òåîðåìà Çèãìîíäè

2. Ïóñòü a > b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 2 ÷èñëî an + bn

ñîäåðæèò â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè òàêîå ïðîñòîå, êîòîðîãî íåò â

ðàçëîæåíèè ÷èñåë ak + bk äëÿ âñåõ k < n. Èñêëþ÷åíèÿ ñîñòàâëÿåò ñëåäóþùèé ñëó÷àé:

• n = 3, a = 2, b = 1.

Ìû ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû íà íåñêîëüêî øàãîâ. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî
÷èñëà a è b ìîæíî ñ÷èòàòü âçàèìíî ïðîñòûìè. Äàëåå, ïóñòü p | an−bn � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé
äåëèòåëü. Òîãäà p - a, b, ïîýòîì ïîëîæèì k ≡ a

b
(mod p). Â ýòîì ñëó÷àå an − bn ≡ bn(kn − 1)

(mod p). Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òåîðåìó Çèãìîíäè äëÿ b = 1.
Äàëåå, íàçîâåì ïðîñòîå ÷èñëî p, äåëÿùåå an − 1 è íå äåëÿùåå ak − bk ïðè âñåõ k < n,

ïðèìèòèâíûì. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî ïðè âñåõ a è n, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àåâ, óêàçàííûõ â
òåîðåìå, ó ÷èñëà Φn(a) åñòü ïðèìèòèâíûé ïðîñòîé äåëèòåëü (ò.ê. Φn(a) | an−1, ýòîò æå ïðîñòîé
äåëèòåëü áóäåò è ó ÷èñëà an− 1). Îñíîâíîé èäååé äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ÷èñëà Φn(a)
ñíèçó ÷åðåç åãî ïðîñòîé äåëèòåëü, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðèìèòèâíûì.

Èòàê, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ÷èñëà Φn(a) íåò ïðèìèòèâíûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Ïóñòü p | Φn(a)
� íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü. Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî k | n, òàêîå, ÷òî p | ak − 1.

54. Äîêàæèòå, ÷òî p | n
k
.

55. Ïóñòü n = pαq, ãäå p - q. Äîêàæèòå, ÷òî p ≡ 1 (mod q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p � íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n.

56. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p = 2, òî n = 2 è a+ b � ñòåïåíü äâîéêè.

57. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ‖Φn(a)‖p = 1.

Èç ïîñëåäíåé çàäà÷è ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Çèãìîíäè äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü, ÷òî |Φn(a)| > p. Â ñàìîì äåëå, Φn(a) íå ìîæåò áûòü êðàòíî p2, ò.ê. ‖Φn(a, b)‖p = 1,
ïîýòîìó ó ÷èñëà Φn(a) äîëæåí íàéòèñü åùå îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü. Îí òàêæå îáÿçàí áûòü
íåïðèìèòèâíûì, à çíà÷èò, ïî çàäà÷å 55 îí äîëæåí áûòü íàèáîëüøèì ïðîñòûì äåëèòåëåì n,
÷òî íåâîçìîæíî.

58. Ïóñòü n = pαq, ãäå p - q.
à) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α > 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α = 1 è a > 2.
â) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α = 1 è a = 2, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ n = 6.

59. Äîêàæèòå ï.2 òåîðåìû Çèãìîíäè.

60. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

an − 1 = (ap − 1)(aq − 1)(ar − 1)

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

61. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, m, n, òàêèå, ÷òî am + 1 | (a+ 1)n.

62. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíû ÷èñëà x, p, n, r, òàêèå, ÷òî p ïðîñòîå, n, r > 1 è xr − 1 = pn.

63. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ px − yp = 1, ãäå p � ïðîñòîå.

64. Ðåøèòü óðàâíåíèå 5x − 3y = z2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

65. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ pa − 1 = 2n(p− 1), ãäå p � ïðîñòîå.

66. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(a+ 1)(a2 + a+ 1) . . . (an + an−1 + . . .+ a+ 1) = am + am−1 + . . .+ a+ 1

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.
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Ðàçäåë 9. Ðàçíûå çàäà÷è

9. Ðàçíûå çàäà÷è

67. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 8n + 2018 äåëèòñÿ íà 52018.

68. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî ó ÷èñëà N â òî÷íîñòè 2019 ïðîñòûõ äåëèòåëåé è
N | 2N + 1?

69. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 25, à m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ó m ïîñëåäíèõ öèôð â çàïèñè ÷èñåë
N è 5n ñîâïàäàþò ÷åòíîñòè, à ó (m+ 1)-ûõ öèôð ÷åòíîñòè ðàçëè÷íû.

70. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è a, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2p + 3p = an, òî
n = 1.

71. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü 3n − 2n íå äåëèòñÿ íà n íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî n.

72. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 3n − 2n = pa äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n, a è ïðîñòîãî p, òî òîãäà n
� ïðîñòîå.

73. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ ÷èñåë n, òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè n | an − 1, òî n2 | an − 1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a.

74. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n > 1, òàêèå, ÷òî ÷èñëî
2n + 1

n2
ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

75. Ïóñòü b, m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî b > 1 è m 6= n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè bm − 1
è bn − 1 èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî b+ 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

76. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà

10001, 100010001, 1000100010001, . . .

ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè.

77. Íàéòè âñå òðîéêè (p, x, y), ñîñòîÿùèå èç ïðîñòîãî ÷èñëà p è äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y,
òàêèõ, ÷òî xp−1 + y è x+ yp−1 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñëà p.

78. Ïóñòü m � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m > 3. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, òàêîå,
÷òî 22019 | mn − 1.

79. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëè-
òåëè ÷èñëà n2 + n+ 1 ìåíüøå

√
n.

80. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è p, òàêèå, ÷òî p � ïðîñòîå, n 6 2p è np−1 | (p− 1)n + 1.

81. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç C(k) ñóììó âñåõ ïðîñòûõ ðàçëè÷íûõ äåëèòå-
ëåé ÷èñëà k. Íàïðèìåð C(1) = 0, C(2) = 2, C(45) = 8. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n äëÿ êîòîðûõ
C(2n + 1) = C(n).

82. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ó ÷èñëà 22n + 22n−1
+ 1 åñòü íå

ìåíåå 2n íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

83. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ k ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå
íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ).

84. Äàíî íàòóðàëüíîå k > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ,
÷òî n | 1n + 2n + 3n + . . .+ kn.

85. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 3n−2n íå ñîäåðæèò òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ
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ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

86. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå xn + yn = pn íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé ïðè n > 3 è ïðîñòîì
p.

87. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí x4 + 1 ïðèâîäèì íàä ïîëåì Zp.

10. Ðåøåíèÿ çàäà÷

10.1. Ïðîñòûå äåëèòåëè

1. (òåîðåìà Åâêëèäà) Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðîñòûõ ÷èñåë êîíå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç
p1, . . . , pn. Ðàññìîòðèì ÷èñëî P = p1 . . . pn+1. Ýòî ÷èñëî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç pi. Ðàññìîòðèì
íàèìåíüøèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü P , îòëè÷íûé îò 1. ßñíî, ÷òî òîãäà ýòîò äåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòûì ÷èñëîì, îòëè÷íûì îò óæå èìåþùèõñÿ � ïðîòèâîðå÷èå.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäå 4k + 1, ãäå k ∈ N.
Ðåøåíèå. Áóäåì ðàññóæäàòü ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû Åâêëèäà. Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k − 1 êîíå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p1, . . . , pn. Ðàññìîòðèì
÷èñëî P = 4p1 . . . pn − 1. Çàìåòèì, ÷òî îíî íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ÷èñåë p1, . . . , pn. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, âñå ïðîñòûå äåëèòåëè íå ìîãóò èìåòü âèä 4k + 1, ïîòîìó ÷òî òîãäà èõ ïðîèçâåäåíèå
òàêæå èìååò âèä 3k+ 1, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, ó ÷èñëà P ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü âèäà
4k − 1, îòëè÷íûé îò p1, . . . , pn, ÷òî è äàåò íàì ïðîòèâîðå÷èå.

3. Ñóùåñòâóåò ëè 2019 ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ åñòü â òî÷íîñòè
10 ïðîñòûõ?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñðåäè ïåðâûõ 2019 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü 111 ïðîñòûõ ÷èñåë: 2, 3,
5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñðåäè 2019 ÷èñåë 2020! + 2, 2020! + 3, . . . ,
2020! + 2020 íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Ñäâèãàÿñü íà îäèí øàã âïðàâî ïî íàòóðàëüíîì ðÿäó
îò ïåðâîãî íàáîðà êî âòîðîìó, ìû èçìåíÿåì êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë â íàáîðå íå áîëåå ÷åì
íà 1. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ ìîìåíò, êîãäà ìû ïîëó÷èì íàáîð, ñîäåðæàùèé â òî÷íîñòè 10 ïðîñòûõ
÷èñåë, ÷òî è òðåáîâàëî äîêàçàòü.

4.Ïóñòü f ∈ Z[x] � öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè> 1, è P � ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé
÷èñåë âèäà f(n), ãäå n ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P âñåãäà áåñêîíå÷íî.

Ðåøåíèå. Ïóñòü a0 � ñâîáîäíûé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà f . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò
ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f â öåëûõ òî÷êàõ. Îáîçíà÷èì
ýòè äåëèòåëè ÷åðåç p1, . . . , pk. Ðàññìîòðèì ÷èñëî f

(
|a0|(p1 . . . pk)

m
)
, ãäå m âûáðàíî íàñòîëüêî

áîëüøèì, ÷òî ýòî ÷èñëî áîëüøå |a0| ïî ìîäóëþ. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ÷èñëî ðàâíî

a0

(
p1 . . . pn(. . .)± 1

)
.

ßñíî, ÷òî ÷èñëî â ñêîáêå áîëüøå 1 ïî ìîäóëþ è íå äåëèòñÿ íè íà îäíî èç ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . ,
pk. Çíà÷èò, ó íåãî åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, îòëè÷íûé îò p1, . . . , pk � ïðîòèâîðå÷èå.

5. Ïóñòü f ∈ Z[x] � öåëî÷èñëåííûé ìíîãî÷ëåí, òàêîé, ÷òî f(n) > 1 äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n, à
p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà f(n). Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî
n, òàêèõ, ÷òî p(n+ 1) > p(n).
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Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü òàêèõ n ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî, è N � íàèáîëüøåå èç
íèõ. Òîãäà p(N) > p(N + 1) > p(N + 2) > . . .. Íî òîãäà ó çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f ëèøü êîíå÷íîå
÷èñëî ïðîñòûõ äåëèòåëåé: òå ïðîñòûå, êîòîðûå äåëÿò f(1), . . . , f(N), è íåêîòîðûå èç ïðîñòûõ,
ìåíüøèõ p(N) � ïðîòèâîðå÷èå ñ çàäà÷åé 4.

6. Ïóñòü a > b > 1 � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è P � ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà
an + bn. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî P áåñêîíå÷íî.

Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî (a, b) = 1. Ïðåäïîëîæèì
ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà an + bn ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî. Îáîçíà÷èì èõ
÷åðåç p1, . . . , pk. Ðàññìîòðèì òîãäà ÷èñëî N = (p1 − 1) . . . (pk − 1). Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà
aN+bN ≡ 2 èëè 1 (mod pi) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , k. Âòîðîé ñëó÷àé ñðàçó ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî i = 1, p1 = 2 è aN+bN = 2s. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ
äëÿ 2N , çàêëþ÷àåì, ÷òî a2N + b2N = 2r. Çíà÷èò, 2r + 2(ab)N = 22s è 2r−1 + (ab)N = 22s−1. Íî
÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû, à çíà÷èò, îáà íå÷åòíû, ïîýòîìó ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî íåâîçìîæíî.
Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Ñïîñîá 2. Áóäåì èñêàòü ïðîñòûå äåëèòåëè ó ÷èñåë âèäà a2m + b2m . Îïÿòü áóäåì ñ÷èòàòü
÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó ÷èñåë òàêîãî âèäà êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ
äåëèòåëåé. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p1, . . . , pk. Òîãäà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî M , âñå ÷èñëà âèäà
a2m + b2m èìåþò ïðîñòûå äåëèòåëè ñðåäè p1, . . . , pk äëÿ m >M . Çàìåòèì, ÷òî

a2M+1

+ b2M+1

= (a− b)(a+ b) . . .
(
a2M + b2M

)
+ 2b2M+1

.

Çíà÷èò, åñëè p | a2M+1
+ b2M+1

, òî p | 2b2M+1
è p = 2. Çíà÷èò, a2m + b2m � ñòåïåíü äâîéêè äëÿ âñåõ

m > M . Äàëüíåéøàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà äîñëîâíî ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ èç ïðåäûäóùåãî
ñïîñîáà.

7. Ïóñòü G 6= Z∗n � ïîäãðóïïà îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïî íàòóðàëüíîìó ìîäóëþ n. Òîãäà ìíîæå-
ñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, îñòàòêè îò äåëåíèÿ êîòîðûõ íà n íå ïðèíàäëåæàò ãðóïïå G, áåñêîíå÷íî. Â
÷àñòíîñòè, ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåäñòàâèìûõ â âèäå nk+1, áåñêîíå÷íî ìíîãî (íàïðèìåð, ïðîñòûõ
âèäà 4k − 1 èëè 6k − 1).

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷è-
ñåë óêàçàííîãî âèäà. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç p1, . . . , pk. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî x ∈ Z∗n\G.
Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ ìîæíî íàéòè òàêîå ÷èñëî y, ÷òî y ≡ x (mod n) è y ≡ 1 (mod
pi) äëÿ âñåõ i. Âîçüìåì ÷èñëî P = np1 . . . pn+y. ßñíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ñîäåðæèò ïðîñòîé äåëèòåëü,
íå ñðàâíèìûé ñ ýëåìåíòàìè G ïî ìîäóëþ n è íå ñîâïàäàþùèé ñ p1, . . . , pk � ïðîòèâîðå÷èå.

8. Ïóñòü 2 6 a, b 6 100 � äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå
n, ÷òî ÷èñëî a2n + b2n ñîñòàâíîå.

Ðåøåíèå. Åñëè a = b, òî ïîäõîäèò n = 1, èáî a2 + b2 � ÷åòíîå ÷èñëî, áîëüøåå 2. Äàëåå ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî a 6= b. Â ýòîì ñëó÷àå ìû óñòàíîâèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì n ÷èñëî a2n + b2n

äåëèòñÿ íà 257 è íå ðàâíî 257.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñëè a2n+b2n = 257, òî èëè a, èëè b = 1 (ò.ê. 162+12 = 257 � åäèíñòâåííîå

ïðåäñòàâëåíèå ïðîñòîãî ÷èñëà 257 â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ). Íî ýòî íåâîçìîæíî, ò.ê. a è
b > 1.

ßñíî, ÷òî a è b íå äåëÿòñÿ íà 257. Ïîëîãàÿ q ≡ a
b
(mod 257), äîêàæåì, ÷òî q2n + 1 äåëèòñÿ

íà 257 äëÿ íåêîòîðîãî n 6 7. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

q28 − 1 = (q − 1)(q + 1)(q2 + 1) . . .
(
q27+1

)
− 1 ≡ 0 (mod 257).

Ò.ê. q 6≡ 0, ±1 (mod 257), ïîëó÷àåì, ÷òî êàêàÿ-òî èç ñêîáîê q2n + 1 êðàòíà 257. Íî òîãäà
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a2n + b2n ≡ b2n(q2n + 1) ≡ 0 (mod 257), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

9. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî òðîåê (a, b, c), òàêèõ, ÷òî p(a) = p(b) = p(c).

Ðåøåíèå. Ñïîñîá 1. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë q,
òàêèõ, ÷òî q = p(n) è q < n. Â ñàìîì äåëå, òîãäà ïîëîæèì a = n, b ðàâíûì îñòàòêó a ïî ìîäóëþ
q è c = q − b. ×òîáû íàéòè òàêèå q è n, ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ïåëëÿ n2 + 1 = 5m2,
áîëüøèå 5. Òîãäà m < n è p(n) ðàâåí èëè 5, èëè ìàêñèìàëüíîì ïðîñòîìó äåëèòåëþ ÷èñëà m.
È â òîì, è â äðóãîì ñëó÷àå p(n) < n. Çíà÷èò, âûáèðàÿ a = n, q = p(n), b ðàâíûì îñòàòêó a ïî
ìîäóëþ q è c = q − b, ïîëó÷àåì èñêîìóþ áåñêîíå÷íóþ ñåðèþ ïðèìåðîâ.

Ñïîñîá 2. Ïóñòü q � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, à a < q � òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ÷òî
q | a2 +1 (ñîãëàñíî çàäà÷å 4 òàêèõ ïàð ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî). Òîãäà ÷èñëà a è q−a ðàçëè÷íû
è p(a) = p(q − a). Äåéñòâèòåëüíî, ÷èñëà a2 + 1 è (q − a)2 + 1 = (a2 + 1) + q(q − 2a) äåëÿòñÿ íà q
è ìåíüøå q2; çíà÷èò, îíè íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ïðîñòûõ ÷èñåë q, äëÿ êîòîðûõ óðàâíå-
íèå p(n) = q èìååò õîòÿ áû òðè íàòóðàëüíûõ ðåøåíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ìàêñèìàëüíîå òàêîå
ïðîñòîå ÷èñëî (åñëè òàêèõ ïðîñòûõ íå ñóùåñòâóåò, ïîëîæèì s = 2), à ÷åðåç S � ïðîèçâåäåíèå
âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ s.

Ïóñòü r = p(S); òîãäà r âçàèìíî ïðîñòî ñ S è ïîòîìó r > s. Ïóñòü a � îñòàòîê îò äåëåíèÿ S
íà r; òîãäà r | a2 + 1 è p(a) = p(r− a) = r. Îäíî èç ÷èñåë a è r− a ÷åòíî; îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç b.

×èñëî (b+ r)2 + 1 äåëèòñÿ íà 2r, ïîýòîìó q = p(b+ r) > r.
Åñëè q = r, òî óðàâíåíèå p(x) = r èìååò òðè ðåøåíèÿ � b, rb, r + b, à ýòî íåâîçìîæíî ïî

ïðåäïîëîæåíèþ.
Åñëè q > r, ÷èñëî (b + r)2 + 1 äåëèòñÿ íà 2qr. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî q < b + r (â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå (b+ r)2 + 1 6 (2r − 1)q + 1 < 2qr). Îáîçíà÷àÿ ÷åðåç c îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà b+ r íà
q, ïîëó÷àåì p(c) = p(q − c) = p(b+ r) = q > p > s, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó s.

10. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî íàèáîëüøèé ïðî-
ñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + 1 áîëüøå

à) 2n
á) 2n+

√
2n.

Ðåøåíèå. à) Êëþ÷åâàÿ èäåÿ çäåñü ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû îïÿòü ïîïðîáóåì çàöåïèòüñÿ çà
ñàìóþ ñëîæíóþ ÷àñòü óñëîâèÿ. Â äàííîì ñëó÷àå ýòî ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü p. Ïîíÿò-
íî, ÷òî, ôèêñèðóÿ ÷èñëî n, íàéòè ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n2 + 1 íåâîçìîæíî.
Ïîýòîìó ïîñòóïèì ïî-äðóãîìó: çàôèêñèðóåì ñàìî ïðîñòîå ÷èñëî p è áóäåì èñêàòü òàêèå n, äëÿ
êîòîðûõ p áóäåò ïðîñòûì äåëèòåëåì.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ñðàâíåíèå n2 + 1 ≡ 0 (mod p) ðàçðåøèìî äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ
ïðîñòûõ p (à èìåííî, äëÿ âñåõ p ≡ 1 (mod 4)). Âîçüìåì òåïåðü ðåøåíèå n < p/2. Òîãäà p > 2n,
÷òî è òðåáîâàëîñü.

á) Ýòîò ïóíêò òåïåðü ïî÷òè ìãíîâåííî ñëåäóåò èç ï. à). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì d = p − 2n.
Òîãäà p | n2 + 1 = (p − d)2/4 + 1, îòêóäà p | d2 + 4. Çíà÷èò, d2 > p − 4 = 2n + (d − 4) > 2n ïðè
d > 4 è p > 42 + 4 = 20. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî p > 20, òàêîãî, ÷òî p ≡ 1 (mod 4), íàéäåòñÿ òàêîå
n, ÷òî p | n2 + 1 è p > 2n+

√
2n, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

11. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî
ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî p(n) < p(n+ 1) < p(n+ 2).

Ðåøåíèå. Äëÿ óäîáñòâà ïîëîæèì m = n + 1 è áóäåì èñêàòü òàêèå m, ÷òî p(m − 1) < p(m) <
p(m+1). Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû èñêàòüm = q2k , ãäå q � ïðîèçâîëüíîå íå÷åòíîå ïðîñòîå.
ßñíî, ÷òî ïðè k = 1 p(q2 − 1) < q = p(q2). Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå `, ÷òî p(q2` − 1) > q.
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Òîãäà âûáèðàÿ íàèìåíüøåå òàêîå ` è ïîëàãàÿ k = `− 1, ìû ïîëó÷àåì òðåáóåìîå, ò.ê.

p(q2`−1 − 1) < q = p(q2`−1

) < p(q2` − 1) = p(q`−1 + 1).

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñåë âèäà q2k − 1 áåñêî-
íå÷íî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç çàäà÷è 6, âåäü q2n+1 − 1 =

(
q2n − 1

)(
q2n + 1

)
, à ìíîæåñòâî ïðîñòûõ

äåëèòåëåé ÷èñåë èç âòîðîé ñêîáêè áåñêîíå÷íî. Òàêèì îáðàçîì, íàøå óòâåðæäåíèå ïîëíîñòüþ
äîêàçàíî.

12. Ïóñòü p(n) � íàèáîëüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n (òàêæå ïîëîæèì p(±1) = 1 è p(0) =
∞). Íàéòè âñå öåëî÷èñëåííûå ìíîãî÷ëåíû f ∈ Z[x], òàêèå, ÷òî ìíîæåñòâî {p(f(n2)) − 2n}n>0

îãðàíè÷åíî ñâåðõó.

Ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî c, òàêîå, ÷òî p(f(n2)) − 2n 6 2c +
1. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4, ó ÷èñåë âèäà f(n2) ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Âûáåðåì ïðîñòîé äåëèòåëü q > c, òîãäà q − 2n 6 c + 1 è n > q−1

2
− c. Ðàññìàòðèâàÿ îñòàòêè ïî

ìîäóëþ q, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî n 6 q−1
2
. Çíà÷èò, íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k íà îòðåçêå [0; c], ÷òî

0 ≡ f
((q − 1

2
− k
)2
)
≡ f

((
k +

1

2

)2
)

(mod q).

Çíà÷èò, q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëèòåëÿ ÷èñëà

c∏
k=0

f
((
k +

1

2

)2
)
.

Íî åñëè ýòî ÷èñëî íå ðàâåí 0, òî òàêèõ q êîíå÷íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî k0 íà

îòðåçêå [0; c], ÷òî f
((
k + 1

2

)2
)

= 0, ò.å. f(x) = (4x − (2k0 + 1)2) · f1(x). Ïðèìåíÿÿ àíàëîãè÷íûå

ðàññóæäåíèÿ ê ìíîãî÷ëåíó f1, ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûé îòâåò: f(x) = A
∏
2-a

(4x− a2).

Îòâåò: f(x) = A
∏
2-a

(4x− a2).

10.2. Ïîðÿäîê ÷èñëà ïî ìîäóëþ

13. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî ó ÷èñëà 2p − 1 âñå ïðîñòûå äåëèòåëè áîëüøå p.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü 2p ≡ 1 (mod q) è q 6 p � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëè-
òåëü ÷èñëà 2p− 1. Ïóñòü òàêæå T � ïîðÿäîê ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ q. Òîãäà 2T ≡ 1 (mod q) è T | p,
îòêóäà ëèáî T = 1, ëèáî T = p. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî 2 ≡ 1 (mod p), ÷òî íåâîçìîæíî,
à âî âòîðîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî T = p | q − 1 ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, îòêóäà p 6 q − 1 �
ïðîòèâîðå÷èå.

14. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî ëþáîé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà 2p− 1 èìååò âèä 2kp+ 1
äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k.

Ðåøåíèå. Ïóñòü q � ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà 2p−1. Åñëè T � ïîðÿäîê ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ q, òî
T | p, îòêóäà T = 1 èëè T = 2. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî 2 ≡ 1 (mod q), ÷òî íåâîçìîæíî,
à âî âòîðîì � ÷òî p | q − 1 ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà. Çíà÷èò, q − 1 = np. ßñíî, ÷òî q íå÷åòíî,
ïîýòîìó n = 2k ÷åòíî è q = 2kp+ 1.

15. à) Ïóñòü p � íå÷åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà a2n + 1. Äîêàæèòå, ÷òî 2n+1|p− 1.
á) äîêàæèòå, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè ÷èñåë Ôåðìà 22n + 1 èìåþò âèä 2n+1 · x+ 1.
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Ðåøåíèå. à) Ïóñòü a2n ≡ −1 (mod p). Òîãäà a2n+1 ≡ 1 (mod p). Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà
a ïî ìîäóëþ p. Ïîëó÷àåì, ÷òî T | 2n+1, ò.å. T = 2k ïðè íåêîòîðîì k ∈ N. Åñëè k 6 n, òî
1 ≡ (a2k)2n−k = a2n ≡ −1 (mod p) è p = 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, T = 2n+1 è ïî ìàëîé òåîðåìå
Ôåðìà 2n+1 = T | p− 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) Ýòîò ïóíêò íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ èç ï. à) ïîäñòàíîâêîé a = 2. Èíòåðåñåí îí òåì,
÷òî èìåííî áëàãîäàðÿ ýòîìó ôàêòó Ë. Ýéëåð ñóìåë äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî 225 + 1 íå ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì: ó íåãî ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü 641 = 26 · 10 + 1.

16. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 2n − 1 íå äåëèòñÿ íà n.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî 2n − 1 äåëèòñÿ íà n. Ðàñ-
ñìîòðèì íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà n è ïîðÿäîê T ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ p. Òîãäà
2n ≡ 1 (mod p), îòêóäà T | n è T | p − 1. Íî òîãäà T < p � äåëèòåëü n, ìåíüøèé p. Çíà÷èò,
T = 1 è 2 ≡ 1 (mod p) � ïðîòèâîðå÷èå.

17. Ñóùåñòâóåò ëè íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (n1, . . . , nk), òàêîé, ÷òî ni | 2ni+1−1 äëÿ âñåõ i = 1,
. . . , k (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî nk+1 = n1)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ñðåäè âñåõ äåëèòåëåé ÷èñåë n1, . . . , nk.
Òîãäà p | ni | 2ni+1 − 1. Çíà÷èò, 2ni+1 ≡ 1 (mod p). Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ p.
Òîãäà T < p è T | ni+1. Åñëè T > 1, òî ó ÷èñëà ni+1 ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü (âõîäÿùèé â
ðàçëîæåíèå T ), ìåíüøèé p, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, T = 1 è 2 ≡ 1 (mod p), ÷òî íåâîçìîæíî.
Çíà÷èò, èñêîìûõ íàáîðîâ íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò: íå ñóùåñòâóåò.

18. à) Èçâåñòíî, ÷òî p 6= 2, q, r � ïðîñòûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî p|qr+1. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî 2r|p−1,
ëèáî p|q2 − 1.

á) Íàéäèòå âñå òðîéêè ïðîñòûõ ÷èñåë (p, q, r), òàêèå, ÷òî p|qr + 1, q|rp + 1, r|pq + 1.

Ðåøåíèå. à) Åñëè qr ≡ −1 (mod p), òî q2r ≡ 1 (mod p). Åñëè T � ïîðÿäîê ÷èñëà q ïî ìîäóëþ
p, òî T | 2r, îòêóäà T ∈ {1, 2, r, 2r}. Åñëè T = 1, òî q ≡ 1 (mod p), 1 ≡ qr ≡ −1 (mod p) è p = 2
� ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè T = r, òî îïÿòü 1 ≡ qr ≡ −1 (mod p) è p = 2 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
ëèáî T = 2 è q2 ≡ 1 (mod p), ëèáî T = 2r è òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà 2r = T | p− 1, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) ßñíî, ÷òî âñå ÷èñëà p, q, r ðàçëè÷íû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå ÷èñëà p, q, r áîëüøå 2.
Ñîãëàñíî ï. à), ëèáî 2r | p−1, ëèáî p | q2−1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî 0 ≡ pq+1 ≡ 1+1 = 2
(mod r), ò.å. r = 2 � ïðîòèâîðå÷èå. Âî âòîðîì ñëó÷àå ëèáî p | q−1, ëèáî p | q+ 1. Åñëè p | q−1,
òî 0 ≡ qr + 1 ≡ 1 + 1 = 2 (mod p) è p = 2 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, p | q+ 1. Àíàëîãè÷íî, q | r+ 1
è r | p+ 1. Íî òîãäà p 6 q 6 r 6 p è p = q = r � ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè p = 2. Òîãäà q è r íå÷åòíû. Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ï. à), ïîëó÷àåì,
÷òî ëèáî 2q | r − 1, ëèáî r | 22 − 1 = 3. Â ïåðâîì ñëó÷àå r ≡ 1 (mod q) è 0 ≡ r2 + 1 ≡ 1 + 1 = 2
(mod q), ò.å. q = 2, ÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, r = 3 è q = 5.

Îòâåò: (2; 5; 3), (3; 2; 5), (5; 3; 2).

19. Íàéòè âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë (p; q), òàêèõ, ÷òî pq|(5p − 2p)(5q − 2q).

Ðåøåíèå. Ïóñòü p | 5p − 2p. Òîãäà 0 ≡ 5p − 22 ≡ 5 − 2 = 3 (mod p) ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà,
îòêóäà p = 3. Çíà÷èò, q | (53 − 23)(5q − 2q) è ëèáî q = 3, ëèáî q | 53 − 23 = 117 è q = 13.
Àíàëîãè÷íî, åñëè q = 3, òî p = 3 èëè p = 17. Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî p 6= 3 è q 6= 3. Òîãäà
p | 5q − 2q. Ïåðåïèøåì ýòî â âèäå 5q ≡ 2q (mod p) è ðàçäåëèì ýòî ñðàâíåíèå íà 2q. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü, ò.å. 2q � äåëèòåëü åäèíèöû ïî ìîäóëþ p. Ïóñòü a = 5/2 ∈ Zp, òîãäà aq ≡ 1 (mod p).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ïîðÿäîê ÷èñëà a ïî ìîäóëþ p. Òîãäà èëè T = 1, èëè T = q. Ïðè T = 1
ïîëó÷àåì, ÷òî a ≡ 1 (mod p) è 5 ≡ 2 (mod p), ò.å. p = 3 � ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè T = q èç ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà ïîëó÷àåì, ÷òî q | p− 1. Àíàëîãè÷íî, ïîëó÷àåì, ÷òî p | q − 1. Íî òîãäà q < p è
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p < q � ïðîòèâîðå÷èå.
Îòâåò: (3; 3), (3; 13), (13; 3).

20. Íàéòè âñå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë p, q, òàêèõ, ÷òî pq|2p + 2q.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè p = 2, òî q | 2 + 2q−1 è ëèáî q = 2, ëèáî q = 3. Àíàëîãè÷íî, ïðè
q = 2 ïîëó÷àåì, ÷òî p = 2 èëè 3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p è q íå ðàâíû 2. Ïóñòü p − 1 = 2k · n è
q = 2l · m, ãäå n, m íå÷åòíû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k > l. Ïîëîæèì
x = 2n, òîãäà ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, 2p−1 ≡ −1 (mod q). Çíà÷èò, ïîðÿäîê ÷èñëà x ïî
ìîäóëþ q ðàâåí 2k+1, ïîñêîëüêó x2k = 2p−1 ≡ −1 (mod q) è x2k+1

= 22(p−1) ≡ 1 (mod q). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî 2k+1 | q − 1 = 2l ·m, ò.å. k + 1 6 l 6 k � ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: (2; 2), (2; 3), (3; 2).

10.3. LTE-ëåììà

21. Äîêàæèòå, ÷òî

‖Ck
n‖p > ‖n‖p −

k

p− 1
.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ:

‖Ck
n‖p =

∥∥∥n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

∥∥∥
p
> ‖n‖p − ‖k!‖p =

= ‖n‖p −
([

k

p

]
+

[
k

p2

]
+

[
k

p3

]
+ . . .

)
> ‖n‖p −

(k
p

+
k

p2
+
k

p3
+ . . .

)
=

= ‖n‖p −
k

p

(
1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ . . .

)
= ‖n‖p −

k

p
· 1

1− 1/p
= ‖n‖p −

k

p− 1
.

22. Ïóñòü n íå÷åòíî è 3α‖n. Äîêàæèòå, ÷òî 3α+1‖2n + 1.

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèì áèíîì Íüþòîíà:

2n + 1 = (−1 + 3)n + 1 = 3 · C1
n − 32 · C2

n + . . . .

Çàìåòèì, ÷òî ‖3·C1
n‖3−α+1. Äîêàæåì, ÷òî ‖3k ·Ck

n‖3 > α+1. Â ñàìîì äåëå, ïðèìåíÿÿ çàäà÷ó 21,
ïîëó÷àåì:

‖3k · Ck
n‖3 > k + ‖n‖3 −

k

2
= α +

k

2
> α + 1,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 1 (LTE-ëåììà). 1. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà, p � íå÷åòíîå

ïðîñòîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ äåëèòåëåì x è y è òàêîå, ÷òî p | x − y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

‖xn − yn‖p = ‖x− y‖p + ‖n‖p.

2. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå öåëûå ÷èñëà, p � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ

äåëèòåëåì x è y è òàêîå, ÷òî p | x+y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íå÷åòíîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî

‖xn + yn‖p = ‖x+ y‖p + ‖n‖p.

3. Ïóñòü x è y � ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå öåëûå ÷èñëà è 4 | x− y. Òîãäà äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî n âûïîëíåíî

‖xn − yn‖2 = ‖x− y‖2 + ‖n‖2.
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23. Äîêàæèòå ýòó òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü z = x+ y. Òîãäà

xn − yn = (y + z)n − yn = C1
ny

n−1z1 + C2
ny

n−2z2 + C3
ny

n−3z3 + . . . .

Çàìåòèì, ÷òî
‖C1

ny
n−1z‖p = ‖z‖p + ‖n‖p.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè k > 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖Ck
ny

n−kzk‖p > ‖z‖p + ‖n‖p

(òîãäà îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p â ðàçíîñòü xn− yn ñîäåð-
æèòñÿ èìåííî â ïåðâîì ÷ëåíå áèíîìà Íüþòîíà). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è,
ïîëó÷àåì:

‖Ck
ny

n−kzk‖p = ‖Ck
nz

k‖p = k‖z‖p + ‖Ck
n‖p > k‖z‖p + ‖n‖p −

k

p− 1
=

= (‖n‖p + ‖z‖p) + (k − 1)‖z‖p −
k

p− 1
> (‖n‖p + ‖z‖p) + k − 1− k

2
> ‖n‖p + ‖z‖p,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
2. Çàìåíèì â ï.1 ÷èñëî y íà ÷èñëî (−y).
3. Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ íåìíîãî òî÷íåå îöåíèòü ñòåïåíè âõîæäåíèÿ äâîéêè â áèíîìèàëüíûå

êîýôôèöèåíòû. Ïóñòü z = x+ y. Òîãäà

xn − yn = (y + z)n − yn = C1
ny

n−1z1 + C2
ny

n−2z2 + C3
ny

n−3z3 + . . . .

Çàìåòèì, ÷òî
‖C1

ny
n−1z‖2 = ‖z‖2 + ‖n‖2.

Äîêàæåì, ÷òî ïðè k > 2 èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

‖Ck
ny

n−kzk‖2 > ‖z‖2 + ‖n‖2

(òîãäà îòñþäà áóäåò ñëåäîâàòü, ÷òî íàèìåíüøàÿ ñòåïåíü âõîæäåíèÿ äâîéêè â âûðàæåíèå xn −
yn ñîäåðæèòñÿ èìåííî â ïåðâîì ÷ëåíå áèíîìà Íüþòîíà). Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî èç çàäà÷è 1,
ïîëó÷àåì:

‖Ck
ny

n−kzk‖2 = ‖Ck
nz

k‖2 = k‖z‖2 + ‖Ck
n‖2 > k‖z‖2 + ‖n‖2 − k =

= (‖n‖2 + ‖z‖2) + (k − 1)‖z‖2 − k > (‖n‖2 + ‖z‖2) + 2(k − 1)− k > ‖n‖2 + ‖z‖2,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

24. Ïóñòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà x, y, p, n, k òàêîâû, ÷òî xn + yn = pk. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî
n > 1 � íå÷åòíîå, à ÷èñëî p � ïðîñòîå íå÷åòíîå, òî n ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ÷èñëà p ñ íàòóðàëüíûì
ïîêàçàòåëåì.

Ðåøåíèå. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëà x è y íå äåëÿòñÿ íà p (èíà÷å
ñîêðàòèì íà ïîäõîäÿùóþ ñòåïåíü p; ðîâíî îäíî èç ÷èñåë x, y íå ìîæåò áûòü êðàòíî p). Ò.ê.

pk = xn + yn
...x+ y, òî ìû íàõîäèìñÿ â óñëîâèÿõ LTE-2. Èìååì: k = ‖xn + yn‖p = ‖x+ y‖p + ‖n‖p.

Çàìåòèì, ÷òî ‖x + y‖p < k, ò.ê. x + y < xn + yn = pk, ïîýòîìó ‖n‖p = α > 1. Ïóñòü n = pαn1.
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Åñëè n1 > 1, òî ïðèìåíèì íàøè ðàññóæäåíèÿ ê óðàâíåíèþ (x1)n1 + (y1)n1 = pk, ãäå x1 = xp
α
è

y1 = yp
α
. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, n1 = 1 è n = pα, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

25. Ðåøèòü óðàâíåíèå 3x = 2x · y + 1 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 3x − 1 = 2x · y. Çàìåòèì, ÷òî x = 1, y = 1 � ðåøåíèå.
Äàëåå, åñëè x > 2, òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äåëèòñÿ íà 4, à ðàç òàê, òî 0 ≡ 3x− 1 ≡ (−1)x− 1
(mod 4), îòêóäà x = 2n � ÷åòíî.

Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå 9n − 1 = 22n · y. Ïðèìåíèì LTE-3 (÷òî âîçìîæíî, ò.ê. 4 | 9− 1):

2n 6 ‖9n − 1‖2 = ‖9− 1‖2 + ‖n‖2 = 3 + ‖n‖2.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ‖n‖2 6 1 èìååì 2n 6 3 + 1 = 4, îòêóäà ëèáî n = 1, x = 2 è y = 2, ëèáî n = 2,
x = 4 è y = 5. Åñëè æå ‖n‖2 6 3, òî

3 + ‖n‖2 < 2‖n‖2 < 2 · 2‖n‖2 6 2n,

ïîýòîìó äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

26. Íàéäèòå âñå òàêèå íàòóðàëüíûå n, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âçàèìíî ïðîñòûõ x è y è íàòóðàëüíîì
k > 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 3n = xk + yk.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî íè îäíî èç ÷èñåë x, y íå äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, èõ îñòàòêè ïî ìîäóëþ
3 ðàâíû ±1. Åñëè ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî òîãäà xk + yk ≡ 1 + 1 = 2 6= 0 (mod 3) �
ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, k íå÷åòíî. Ïðèìåíÿÿ ðåçóëüòàò ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîëó÷àåì, ÷òî k =
3α.

Ïîëîæèì u = x3α−1
è v = y3α−1

. Òîãäà u3 + v3 = 3n. Ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè, ïîëó÷àåì,
÷òî u+ v = 3a è u2 − uv + v2 = 3b, ãäå a > 1, b > 1. Òîãäà

3uv = (u+ v)2 − (u2 − uv + v2) = 32a − 3b.

Åñëè b > 1, òî uv
...3 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, b = 1 è u2 − uv + v2 = 3. Ïóñòü u > v, òîãäà

3 = u2 − uv + v2 > v2.

Çíà÷èò, v = 1 è u = 2, îòêóäà α = 1 è k = 3.

27. Íà ñêîëüêî íóëåé çàêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 456 + 654?

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü ïÿòåðêè, íà êîòîðóþ
äåëèòñÿ 456 + 654 . Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì LTE-1 è LTE-2:

‖456 + 1‖5 = ‖4 + 1‖5 + ‖56‖5 = 7 è ‖654 − 1‖5 = ‖6− 1‖5 + ‖54‖5 = 5.

Çíà÷èò, ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïÿòåðêè, íà êîòîðóþ äåëèòñÿ ÷èñëî 456 +654 = (456 +1)+(654−1)
ðàâíà 5.

Îòâåò: 5 íóëåé.

28. Íàéòè ìàêñèìàëüíóþ ñòåïåíü k ÷èñëà 1991, äëÿ êîòîðîé 1991k | 199019911992 + 199219911990 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü a = 1991. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü a. Ïî LTE-1 è
LTE-2 èìååì

‖(a+ 1)a
a−1 − 1‖p = ‖(a+ 1)− 1‖p + ‖aa−1‖p = a‖a‖p è

‖(a− 1)a
a+1

+ 1‖p = ‖(a− 1) + 1‖p + ‖aa+1‖p = (a+ 2)‖a‖p.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
aa‖(a+ 1)a

a−1 − 1 è aa|(a− 1)a
n

+ 1.

Ñêëàäûâàÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî
aa‖(a− 1)a

a+1

+ (a+ 1)a
a−1

.

Çíà÷èò, èñêîìàÿ ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ðàâíà a = 1991.

29. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a > 2 íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå n > 1, ÷òî an−1
äåëèòñÿ íà n2. Âåðíî ëè ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ a = 2?

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà a − 1 (ò.ê. a > 2, òàêîé äåëèòåëü ñóùå-
ñòâóåò). Òîãäà ïî LTE-1 èìååì

‖ap − 1‖p = ‖a− 1‖p + ‖p‖p > 2,

ò.å. ap − 1 êðàòíî p2 è ìîæíî âçÿòü n = p.
Åñëè æå a = 2, òî ñîãëàñíî çàäà÷å 16 ÷èñëî 2n − 1 íå äåëèòñÿ äàæå íà n.

10.4. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

30. Äîêàæèòå, ÷òî 2 � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ 3n.

Ðåøåíèå. Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ 3n. Òîãäà T = 2t ÷åòíî, ò.å. 1 ≡ 2T ≡ (−1)T

(mod 3). Çíà÷èò, 4t ≡ 1 (mod 3n), îòêóäà ïî LTE-1 èìååì n 6 ‖4t−1‖3 = ‖4−1‖3+‖t‖3 = 1+‖t‖3.
Çíà÷èò, ‖t‖3 > n − 1 è T = 2t > 2 · 3n−1 = ϕ(3n). Ïîëó÷àåì, ÷òî T = ϕ(3n), ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

31. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Äîêàæèòå, ÷òî èëè g, èëè g + p ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p2.

Ðåøåíèå. Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà g ïî ìîäóëþ p2. Ò.ê. g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ
p, òî p − 1 | T | ϕ(p2) = p(p − 1). Çíà÷èò, èëè T = p − 1, èëè T = p(p − 1). Âî âòîðîì ñëó÷àå g
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p2. Ðàññìîòðèì ïåðâûé ñëó÷àé. Äîêàæåì, ÷òî òîãäà g + p
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p2. Â ñàìîì äåëå, ïîðÿäîê g + p ïî ìîäóëþ p2 ðàâåí èëè
p− 1, èëè p(p− 1). Âî âòîðîì ñëó÷àå âñå äîêàçàíî, à â ïåðâîì ïî áèíîìó Íüþòîíà ïîëó÷àåì

1 ≡ (g + p)p−1 ≡ gp−1 + pgp−2C1
p−1 + p2(. . .) ≡ 1 + pgp−2(p− 1) (mod p2)

� ïðîòèâîðå÷èå.

32. Ïóñòü g � íå÷åòíûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p, ïðè÷åì gp−1 − 1
íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëÿì pn è 2pn.

Ðåøåíèå. Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà g ïî ìîäóëþ pn (äëÿ ìîäóëÿ 2pn ðàññóæäåíèÿ äîñëîâíî
ñîâïàäàþò, ò.ê. ϕ(2pn) = ϕ(pn)). Ò.ê. g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, òî p − 1 | T |
pn−1(p− 1). Çíà÷èò, T = pk(p− 1) äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. Ïðèìåíÿÿ LTE-1, ïîëó÷àåì:

‖gT − 1‖p = ‖(gp−1)p
k − 1‖p = ‖gp−1 − 1‖p + ‖pk‖p = 1 + k > n,

îòêóäà k > n− 1. Çíà÷èò, k = n− 1 è T = ϕ(pn), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

33. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå t,
÷òî ÷èñëî g + tp ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pn äëÿ ëþáîãî n.
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Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé çàäà÷è, íàì äîñòàòî÷íî âûáðàòü òàêîå t, ÷òî-
áû p2 - (g + tp)p−1 − 1. Íî

(g + tp)p−1 − 1 ≡ (gp−1 − 1)− tpgp−2 (mod p2),

ïîýòîìó åñëè p2 - gp−1 − 1, òî ìîæíî âçÿòü t = 0, à åñëè p2 | gp−1 − 1, òî ìîæíî âçÿòü t = 1.

Òåîðåìà 2. Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò ëèøü ïî ìîäóëÿì 2, 4, pn è 2pn, ãäå p � íå÷åò-

íîå ïðîñòîå ÷èñëî, à n � íàòóðàëüíîå.

34. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ â òåîðåìå ìîäóëåé ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íå
ñóùåñòâóåò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñíà÷àëà ìîäóëü m ðàâåí 2α. Åñëè g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m,
òî g = 1 + 2t0 íå÷åòíî, à ðàç òàê, òî g2 ≡ 1 + 8t1 (mod m), g4 ≡ 1 + 16t2 (mod m), . . . ,
g2α−2

= 1 + 2αtα−2 ≡ 1 (mod m). Ïîýòîìó g ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m
ëèøü ïðè α 6 2.

Ïóñòü òåïåðü m = 2αpα1
1 . . . pαkk � ðàçëîæåíèå ìîäóëÿ m íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ïîëîæèì

ci = ϕ(pkii ) è c0 = 1 ïðè α = 0, 1; c0 = 2 ïðè α = 2 è c0 = 2α−2 ïðè α > 2. Ïóñòü h = [c0, c1, . . . , ck].
Òîãäà äëÿ ëþáîãî g, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, èìåþò ìåñòî ñðàâíåíèÿ gh ≡ 1 (mod 2α), (mod pαii )
(çäåñü i = 1, . . . , k). Çíà÷èò, ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ gh ≡ 1 (mod m). Ïîýòîìó g
íå ìîæåò áûòü ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì, åñëè h < ϕ(m). Íî ýòî çàâåäîìî òàê ïðè α > 2 (òîãäà
c0 = 2α−2 < ϕ(2α) è [c0, . . . , ck] < ϕ(2α)c1 . . . ck = ϕ(m)), ïðè k > 1 (òîãäà [c0, c1, . . . , ck] <
2αc1 . . . ck = ϕ(m)), è ïðè k = 2, α = 1 (òîãäà [c0, c1] = [2, c1] = c1 < 2c1 = ϕ(m)).

35. Äîêàæåì, ÷òî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ p. Äëÿ ýòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíî äîêàæåì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

à) Íàä Zp (ãäå p � ïðîñòîå) ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d èìååò íå áîëåå d êîðíåé.
á) Ïóñòü ab � ïîðÿäîê ÷èñëà x ïî ìîäóëþ m. Òîãäà b � ïîðÿäîê ÷èñëà xa ïî ìîäóëþ m.
â) Ïóñòü d1, . . . , dk � âñåâîçìîæíûå ïîðÿäêè âñåõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p. Ðàññìîòðèì h =

[d1, . . . , dk]. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ÷èñëà h íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, äîêàæèòå ñóùåñòâîâàíèå
ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p.

Ðåøåíèå. à) Ýòî ñëåäñòâèå òåîðåìû Áåçó: åñëè x1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x), òî f(x) =
(x − x1)f1(x), ïðè÷åì deg f1 = deg f − 1. Ïðîäîëæàÿ ïðîöåññ, ïîëó÷èì íå áîëåå deg f êîðíåé
ìíîãî÷ëåíà f .

á) Ïóñòü T � ïîêàçàòåëü ÷èñëà xa ïî ìîäóëþ m. Òîãäà ÿñíî, ÷òî T 6 b, ò.ê. xab ≡ 1 (mod m).
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, (xa)T = xaT ≡ 1 (mod m), ïîýòîìó ab | aT . Çíà÷èò, T = b, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

â) Ïóñòü h = qα1
1 . . . qαll � ðàçëîæåíèå h íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Òîãäà äëÿ êàæäîãî qi íàé-

äåòñÿ d = aqαii . Ïðèìåíÿÿ ï. á), ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ïîðÿäîê ÷èñëà x ðàâåí d (òàêîå ñóùåñòâóåò
ñîãëàñíî âûáîðó ÷èñåë d), òî ïîðÿäîê ÷èñëà xa ðàâåí qαii . Ïåðåìíîæèì âñå ïîëó÷àþùèåñÿ òàêèì
îáðàçîì ÷èñëà âèäà xa è ïðèìåíèì êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò
÷èñëî x0 ïîðÿäêà h ïî ìîäóëþ h. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñå ÷èñëà 1, 2, . . . , p− 1 â ñòåïåíè h äàþò
1 ïî ìîäóëþ p, ïîýòîìó h > p− 1 ñîãëàñíî ï. à). Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì h = p− 1 è xp−1

0 ≡ 1
(mod p), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 3. Ñðàçó ýòà çàäà÷à ñëåäóåò èç çàäà÷è 50.

36. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé ïî ìîäóëþ m ðîâíî ϕ(ϕ(m)) øòóê (åñëè îíè åñòü).

Ðåøåíèå. Ïóñòü g � ôèêñèðîâàííûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþm. Òîãäà ëþáîé äðóãîé
ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g′ èìååò âèä gk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k. Çàìåòèì, ÷òî gk ÿâëÿåòñÿ
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ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (k, ϕ(m)) = 1. Ïîýòîìó ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíåé â òî÷íîñòè ϕ(ϕ(m)) øòóê.

37. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ k èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

p−1∑
i=1

ik ≡ 0 (mod p)?

Ðåøåíèå. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Åñëè p− 1 | k, òî ïî ìàëîé òåîðåìå

Ôåðìà
p−1∑
i=1

ik ≡ 1 + . . .+ 1 = p− 1 (mod p). Åñëè æå p− 1 - k, òî gk 6= 1 è òîãäà

0 =

p−1∑
i=1

ik ≡
p−1∑
n=1

gkn = gk · g
k(p−1) − 1

gk − 1
≡ 0 (mod p).

Îòâåò: ïðè ëþáûõ k, íå êðàòíûõ p− 1.

38. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà 1, 2, . . . , p− 1 ìîæíî ðàññòàâèòü ïî êðóãó
òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáûõ ñòîÿùèõ ðÿäîì ÷èñåë a, b, c ÷èñëî b2 − ac íå äåëèëîñü áû íà p.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì âñå îñòàòêè êàê ñòåïåíè ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ g. Òîãäà òðè ñîñåäíèõ ÷èñëà
gα, gβ è gγ äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ p - g2β − gα+γ,÷òî ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ α + γ 6≡ 2β
(mod p). Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ðàñïîëîæèòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ p (ÿâëÿþùèåñÿ ñòåïåíÿìè
ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ g) òàê, ÷òîáû íèêàêèå òðè ñîñåäíèõ ÷èñëà íå îáðàçîâûâàëè áû àðèôìå-
òè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Äëÿ ýòîãî ðàñïîëîæèì îñòàòêè ïî êðóãó, ðàçîáüåì èõ íà ïàðû ñîñåäíèõ
(1; 2), (3; 4), . . . (âñå, êðîìå 0) è ïîìåíÿåì ÷èñëà â êàæäîé ïàðå ìåñòàìè: 0, 2, 1, 4, 3, . . . . Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî òàêàÿ ðàññòàíîâêà ïîäõîäèò.

39. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîåm, ÷òî 3n | 2m+2018.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 2 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 3n ñîãëàñíî çàäà÷å 30, òî
äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî n ìîæíî íàéòè òàêîå m, ÷òîáû 2m ≡ −2018 (mod 3n). Îíî è áóäåò
èñêîìûì.

10.5. Êðóãîâûå ìíîãî÷ëåíû

40. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p � ïðîñòîå, òî Φp(x) = 1 + x+ x2 + . . .+ xp−1.

Ðåøåíèå. Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó p ïðîñòîå, òî ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ìåíüøåå p, âçà-
èìíî ïðîñòî ñ íèì. Ïîýòîìó âñå êîðíè p-é ñòåïåíè èç 1 âîéäóò â ñîñòàâ ïðîèçâåäåíèÿ Φp(x) =∏
(k,p)=1

(x− ξk).

41. Äîêàæèòå, ÷òî
∏
d|n

Φd(x) = xn − 1. Â ÷àñòíîñòè, Φn(x) | xn − 1 è
∑
d|n
ϕ(d) = n.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ñòàðøèå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò, ïîýòî-
ìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà èõ êîðíåé. Ïóñòü ξ � ïðîèçâîëüíûé êîðåíü
n-é ñòåïåíè èç 1. Òîãäà ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå d, òàêîå, ÷òî ξd = 1. ßñíî, ÷òî d | n
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îñòàòîê r ÷èñëà n ïî ìîäóëþ d áûë áû ìåíüøå d, è áûëî áû âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî ξr = 1). Òîãäà ξ � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Φd(x). Îáðàòíî, êàæäûé êîðåíü ξ ìíîãî÷ëåíà
Φd(x) ïðè d | n ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ñòåïåíè n èç 1, ò.ê. (ξd)n = 1. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà êîðíåé
ìíîãî÷ëåíîâ ñëåâà è ñïðàâà ñîâïàäàþò, à ðàç òàê, òî ñîâïàäàþò è ñàìè ìíîãî÷ëåíû.
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Ïðè d = n ïîëó÷àåì, ÷òî Φn(x) | xn − 1.
Çàìåòèì, ÷òî deg Φd(x) = ϕ(d) äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî d. Ïðèðàâíèâàÿ ñòåïåíè ìíîãî÷ëå-

íîâ ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì
∑
d|n
ϕ(d) = n.

42. Äîêàæèòå, ÷òî Φn(x) ∈ Z[x].

Ðåøåíèå. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî n. Äëÿ n = 1 èìååì Φ1(x) = x− 1. Ïóñòü

óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ d < n. Òîãäà èç çàäà÷è 41 ñëåäóåò, ÷òî Φn(x) =
xn − 1∏

d|n,d 6=n
Φd(x)

� îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
Φn(x) ðàöèîíàëüíû. Íî òîãäà èç ëåììû Ãàóññà ñëåäóåò, ÷òî ýòè êîýôôèöèåíòû äîëæíû áûòü
öåëûìè, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

43. Ïóñòü p � ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî

Φpn(x) =

{
Φn(xp), åñëè p | n,
Φn(xp)
Φn(x)

åñëè p - n.
è Φpkn(x) =

Φn(xp
k
), åñëè p | n,

Φn(xp
k

)

Φn(xpk−1 )
, åñëè p - n.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî âòîðîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ïåðâîãî, ïîýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëèøü
ïåðâîå ðàâåíñòâî. Ïóñòü p | n. Çàìåòèì, ÷òî êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ Φpn(x) è Φn(xp) ñîâïàäàþò:
åñëè e2πik/n � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φn(x), òî (k, n) = 1, ïîýòîìó (k, p) = 1 è e2πik/(pn) � âñå
êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ Φn(xp) è Φpn(x). Ò.ê. ýòè ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ïðèâåäåííûìè, òî è ñàìè
îíè òàêæå ñîâïàäàþò.

Ïóñòü p - n. Çàìåòèì, ÷òî åñëè e2πik/n � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Φn(x), òî (k, n) = 1, è
e2πik/(pn) � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ Φn(xp). Îíè áóäóò êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà Φpn(x), åñëè è òîëüêî
åñëè (k, p) = 1. Ïîýòîìó èç ìíîæåñòâà êîðíåé e2πik/(pn) ìíîãî÷ëåíà Φn(xp), ãäå (k, n) = 1,
íóæíî âûáðîñèòü ìíîæåñòâî êîðíåé e2πil/n ìíîãî÷ëåíà Φn(x). Ïîñêîëüêó âñå ðàññìàòðèâàåìûå
ìíîãî÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ ïðèâåäåííûìè, îòñþäà ñëåäóåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

44. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Φn(x) è Φm(x) âçàèìíî ïðîñòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Φkn(x) |
xkn − 1

xn − 1
ïðè k 6= 1.

â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëà Φn(k) è Φm(k) íå âçàèìíî ïðîñòû, òî m
n
ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ

íåêîòîðîãî ïðîñòîãî ÷èñëà (âîçìîæíî îòðèöàòåëüíîé).

Ðåøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Φn(x) è Φm(x) èìåþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà
êîðíåé, ïîýòîìó îíè âçàèìíî ïðîñòû.

á) Çàìåòèì, ÷òî

xkn − 1 =
∏
d|kn

Φd(x) =
(∏
d|n

Φd(x)
)
·
( ∏
d|kn,d-n

Φd(x)
)

= (xn − 1) · . . . · Φkn(x).

â) Ïóñòü p | Φn(k) è p | Φm(k). Çàìåíÿÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè k íà k + lp, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
k > 0. Åñëè p = 2, òî m è n ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè äâîéêè. Â ñàìîì äåëå, åñëè m = qm1, ãäå q �

ïðîñòîå íå÷åòíîå ÷èñëî, òî 2 | Φm(x) |
km − 1

km1 − 1
= k(q−1)m1 + . . . + km1 + 1. Íî ïîñëåäíÿÿ ñóììà

âñåãäà íå÷åòíà � ïðîòèâîðå÷èå.
Òåïåðü ïóñòü p > 2. Ò.ê. p | Φm(k) | km−1 è, àíàëîãè÷íî, p | kn−1, òî p | k(m,n)−1. Çàìåòèì,

÷òî îäíî èç ÷èñåë
m

(m,n)
èëè

n

(m,n)
íå äåëèòñÿ íà p. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü,
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÷òî
n

(m,n)
íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà ïî LTE-1 èìååì:

‖kn − 1‖p = ‖k(n,m) − 1‖p +
∥∥∥ n

(n,m)

∥∥∥
p
.

Åñëè (n,m) < n, òî òîãäà Φn(k) |
kn − 1

k(n,m) − 1
, ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, à

ïðàâàÿ íåò. Çíà÷èò, (n,m) = n è n | m.

Äîêàæåì, ÷òî
m

n
åñòü ñòåïåíü ÷èñëà p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî q |

m

n
. Òîãäà

p | Φn(k) | kn − 1 | km/q − 1.

Ïî LTE-1 ‖km − 1‖p = ‖km/q − 1‖p + ‖q‖p = ‖km/q − 1‖p. Íî Φm(k) |
km − 1

km/q − 1
, ÷òî íåâîçìîæíî,

ò.ê. ëåâàÿ ÷àñòü äåëèòñÿ íà p, à ïðàâàÿ íåò.

45. Ïóñòü m è n � öåëûå ÷èñëà è p � ïðîñòîé äåëèòåëü Φn(m). Òîãäà ëèáî p | n, ëèáî n | p− 1.

Ðåøåíèå. Ïóñòü p | Φn(m), ïðè÷åì p - n è n - p− 1. Ò.ê. p | Φn(m) | mn− 1, òî p - m è ïî ìàëîé
òåîðåìå Ôåðìà p | mp−1 − 1. Çíà÷èò, p | m(n,p−1) − 1. Íî n - p− 1, ïîýòîìó (n, p− 1) < n. Êðîìå

òîãî, ò.ê. p - n, òî p - n
(n,m)

. Äàëåå, ïî LTE-1 èìååì ‖mn − 1‖p = ‖m(n,p−1) − 1‖p +
∥∥∥ n

(n, p− 1)

∥∥∥
p

=

‖m(n,p−1) − 1‖p. Íî Φn(m) |
mn − 1

m(n,p−1) − 1
ñîãëàñíî çàäà÷å 44 ï. á), ÷òî íåâîçìîæíî, ò.ê. ëåâàÿ

÷àñòü äåëèòñÿ íà p, à ïðàâàÿ íåò. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

46. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë p,
òàêèõ, ÷òî n | p− 1.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî çàäà÷å 4, ó çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Φn â öåëûõ òî÷êàõ áåñêîíå÷íî ìíîãî
ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Åñëè p � îäèí èç òàêèõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî èç çàäà÷è 45 ñëåäóåò, ÷òî
ëèáî p | n, ëèáî n | p− 1. Íî ïðîñòûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ p | n, êîíå÷íîå ÷èñëî.
Çíà÷èò, ïðîñòûõ óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ n | p − 1, áåñêîíå÷íî ìíîãî, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

47. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîñòîå ÷èñëî q, ÷òî äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n ÷èñëî np − p íå äåëèòñÿ íà q.
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ÷èñëî Φp(p). Ïîñêîëüêó Φp(p) ≡ p + 1 (mod p2), ó íåãî ñóùåñòâóåò
ïðîñòîé äåëèòåëü q, òàêîé, ÷òî p2 - q − 1. Òîãäà ïî çàäà÷å 45 èìååì p | q − 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàøëîñü òàêîå n, ÷òî np ≡ p (mod q). Òîãäà p
q−1
p ≡ nq−1 ≡ 1 (mod q),

îòêóäà q | pp − 1 è q | p
q−1
p − 1. Çíà÷èò, q | p

(
q−1
p
,p
)
− 1 = p − 1, ïîñêîëüêó

(
q−1
p
, p
)

= 1 (ò.ê.

p2 - q − 1). Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî q | p− 1 è p | q − 1 � ïðîòèâîðå÷èå.

48. Ïóñòü p1, . . . , pk � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå 3, è N = 2p1...pk + 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ó ÷èñëà N åñòü õîòÿ áû 22k−1

äåëèòåëåé.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ÷èñëà N åñòü õîòÿ áû 2k−1 ïðîñòûõ äåëè-
òåëåé.

Ñïîñîá 1. Çàïèøåì öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé:

N = 2p1...pk + 1 =
22p1...pk − 1

2p1...pk − 1
=

∏
d|2p1...pk

Φd(2)∏
d|p1...pk

Φd(2)
=

∏
d|p1...pk

Φ2d(2).
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Â ïîñëåäíåì ïðîèçâåäåíèè â òî÷íîñòè 2k ìíîæèòåëåé. Åñëè ìû íàéäåì ïî îäíîì ïðîñòîìó
äåëèòåëþ â ïîëîâèíå èç íèõ è äîêàæåì, ÷òî îíè ðàçëè÷íû, çàäà÷à áóäåò ðåøåíà.

Äëÿ ýòîãî âûáåðåì âñå d | p1 . . . pk, ñîäåðæàùèå íå÷åòíîå êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé
pi. Î÷åâèäíî, òàêèõ ÷èñåë áóäåò â òî÷íîñòè 2k−1. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîñòûå äåëèòåëè q ó
÷èñåë Φ2d(2). Çàìåòèì, ÷òî åñëè íàøåëñÿ îáùèé ïðîñòîé äåëèòåëü ó äâóõ òàêèõ ÷èñåë, òî ñî-
ãëàñíî çàäà÷å 44 ï. â) îòíîøåíèå äåëèòåëåé äîëæíî áûòü ðàâíî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà, ÷òî
íåâîçìîæíî, ò.ê. ýòî îòíîøåíèå ñîäåðæèò õîòÿ áû äâà ïðîñòûõ ÷èñëà pi, pj.

Ñïîñîá 2. Óïîðÿäî÷èì âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ íàøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë ïî âîçðàñòàíèþ:
n1 < n2 < . . . < n2k−1 . Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî N äåëèòñÿ íà âñå ÷èñëà 2nk + 1, ïðè÷åì ïî òåîðåìå
Çèãìîíäè ó êàæäîãî ÷èñëà 2ni + 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñåë 2nj + 1 ïðè
nj < ni. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó ÷èñëà N áóäåò íå ìåíåå 2k−1 ïðîñòûõ äåëèòåëåé � îò êàæäîãî
÷èñëà 2ni ó íåãî áóäåò êàê ìèíèìóì îäèí ïðîñòîé äåëèòåëü, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

49. Ðåøèòü óðàâíåíèå
x7 − 1

x− 1
= y5 − 1 â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Çàïèøåì óðàâíåíèå â âèäå
x7 − 1

x− 1
= (y−1)(y4+y3+y2+y+1). Ïóñòü p� ïðîèçâîëüíûé

ïðîñòîé äåëèòåëü ëåâîé ÷àñòè. Òîãäà p | Φ7(x), ïîýòîìó ëèáî p = 7, ëèáî p ≡ 1 (mod 7). Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé äåëèòåëü ëåâîé ÷àñòè ëèáî êðàòåí 7, ëèáî äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 7.
Çíà÷èò, y−1 ≡ 0 èëè 1 (mod 7). Íî â ïåðâîì ñëó÷àå y ≡ 1 (mod 7) è y4 +y3 +y2 +y+1 ≡ 5 (mod
7), à âî âòîðîì ñëó÷àå y ≡ 2 (mod 7) è y4 + y3 + y2 + y + 1 ≡ 31 ≡ 3 (mod 7) � ïðîòèâîðå÷èå.

50. Äîêàæèòå, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà K× ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ K ÿâëÿåòñÿ öèêëè-
÷åñêîé.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïîëå K ñîñòîèò èç n + 1 ýëåìåíòà, òîãäà åãî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà (ò.å.
ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, êðîìå 0) K× ñîñòîèò èç n ýëåìåíòîâ. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ïîðÿäîê
ýëåìåíòà ãðóïïû äåëèò ïîðÿäîê ýòîé ãðóïïû, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ K×
èìååì an = 1, ò.å. âñå ýëåìåíòû K× ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xn − 1 = 0. Òîãäà∏

a∈K×

(x− a) = xn − 1 =
∏
d|n

Φd(x).

Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí Φn(x) èìååò ðîâíî ϕ(n) êîðíåé â K× (è, çíà÷èò, õîòÿ áû îäèí). Åãî êîðíè
ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè ãðóïïû K× ïîðÿäêà n, òî åñòü öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ ëþáûì
èç íèõ, ñîäåðæèò n ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ è äîëæíà ñîâïàäàòü ñî âñåé ãðóïïîé K×. Îòêóäà
ñëåäóåò öèêëè÷íîñòü ýòîé ãðóïïû.

10.6. Íåïðèâîäèìîñòü êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ

51. (êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà) Ïóñòü P (x) � ïðèâåäåííûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
ïðè÷åì âñå åãî êîýôôèöèåíòû, êðîìå ñòàðøåãî, äåëÿòñÿ íà íåêîòîðîå ïðîñòîå p, à ñâîáîäíûé
÷ëåí íå äåëèòñÿ íà p2. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîãî÷ëåí P (x) íåïðèâîäèì íàä Q.
Ðåøåíèå. Ïóñòü P − f · g � ðàçëîæåíèå ìíîãî÷ëåíà P â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
íåíóëåâîé ñòåïåíè. Çàïèøåì

P (x) = xn+an−1x
n−1+. . .+a1x+a0, f(x) = bkx

k+bk−1x
k−1+. . .+b1x+b0, g(x) = cmx

m+cm−1x
m−1+. . .+c1x+c0,

ãäå ai ∈ Z è bi, ci ∈ Q. Ïî ëåììå Ãàóññà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî bi, ci ∈ Z. Òîãäà a0 = b0c0 è p | a0,
ïîýòîìó ëèáî p | b0, ëèáî p | c0, íî íå òî è äðóãîå îäíîâðåìåííî, ò.ê. p2 - a0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p | b0.
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Âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f íå ìîãóò äåëèòüñÿ íà p, ò.ê. èíà÷å íà p äåëèëñÿ áû ñòàðøèé
÷ëåí ìíîãî÷ëåíà P , ÷òî íåâîçìîæíî. Ïóñòü i � íàèìåíüøèé èíäåêñ, òàêîé, ÷òî p - bi. Òîãäà
ai = bic0 + bi−1c1 + . . . òàêæå íå äåëèòñÿ íà p, ïîñêîëüêó âñå ñëàãàåìûå â ïðàâîé ÷àñòè, êðîìå
ïåðâîãî, äåëÿòñÿ íà p. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà.

52. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí Φp(x) íåïðèâîäèì íàä Q.
Ðåøåíèå. Çàïèøåì

Φp(x) =
xp − 1

x− 1
=

(
(x− 1) + 1

)p
x− 1

=

p∑
i=1

Ci
p(x− 1)i.

Ïðèìåíèì êðèòåðèé Ýéçåíøòåéíà ê ìíîãî÷ëåíó Φp(x−1). Êàæäûé åãî êîýôôèöèåíò Ci
p êðàòåí

p, ïðè÷åì ñâîáîäíûé ÷ëåí C1
p = p íå êðàòåí p2. Ïîýòîìó ïî êðèòåðèþ Ýéçåíøòåéíà ïîëó÷àåì

íåïðèâîäèìîñòü ìíîãî÷ëåíà Φp(x− 1), à çíà÷èò, è ìíîãî÷ëåíà Φp(x).

53. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Φn(x) =
s∏
i=1

Qi(x), ãäå Qi ∈ Q[x] íåïðèâîäèìû è s > 1. Ïóñòü òàêæå

m = degQ1 6 degQi äëÿ âñåõ i.
à) Îáîçíà÷èì ÷åðåç x1, . . . , xm (êîìïëåêñíûå) êîðíè ìíîãî÷ëåíà Q1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ

ëþáîãî k ìíîãî÷ëåí Q̃k(x) =
m∏
i=1

(x− xki ) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî Φn =
∏

k:(k,n)=1

Q̃k.

â) Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå k, ÷òî Q̃k 6= Q1 è ïðè ýòîì ñðàâíåíèå p ≡ k (mod n)
èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé â ïðîñòûõ ÷èñëàõ.

ã) Çàâåðøèòå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î íåïðèâîäèìîñòè êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

Çàìå÷àíèå 4. Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò ðàññóæäåíèÿì À.ß. Êàíåëü-Áåëîâà èç ñòàòüè ¾Î
êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíàõ¿, Ìàòåìàòè÷åñêîå Ïðîñâåùåíèå, ñåð. 3, âûï. 8 (2004), ñ. 181�184.

Ðåøåíèå. à) Çàìåòèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Q̃k ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöè-
ÿìè îò x1, . . . , xm. Ïîýòîìó ýòè êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìèàëüíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëåìåíòàð-
íûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îò x1, . . . , xm. Ýòè ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû
ÿâëÿþòñÿ öåëûìè ÷èñëàìè ïî òåîðåìå Âèåòà, ò.ê. ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà îíè ðàâíû êîýôôèöèåí-
òàì ìíîãî÷ëåíà Q1. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà Q̃k òàêæå áóäóò öåëûìè ÷èñëàìè, ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

á) Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà x1, . . . , xm ÿâëÿþòñÿ ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè n-é ñòåïåíè èç åäè-
íèöû. Òîãäà åñëè (k, n) = 1, òî ÷èñëà xki òàêæå áóäóò ÿâëÿòüñÿ ïðèìèòèâíûìè êîðíÿìè n-é
ñòåïåíè èç åäèíèöû. Çíà÷èò, ÷èñëî xk1 áóäåò êîðíåì íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà Qi. Íî ïîñêîëüêó

Qi íåïðèâîäèì è degQi > m = deg Q̃k, òî Qi = Q̃k. Îáðàòíî, âçÿâ ëþáîé ìíîãî÷ëåí Qi, íàéäåì
òàêîå r, ÷òî xr1 áóäåò åãî êîðíåì. Òîãäà Qi ñîâïàäàåò ñ Q̃r.

â) Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî òàêèõ îñòàòêîâ k ïî ìîäóëþ n, ÷òî Q̃k = Q1 = Q̃1. Ýòî ìíîæåñòâî
ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé G ⊂ Z∗n. Ïðè ýòîì â ñèëó ïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà Φn ýòà ïîäãðóïïà íå

ñîâïàäàåò ñî âñåì Z∗n. Ïî çàäà÷å 7 íàéäåòñÿ òàêîå k0, ÷òî Q̃k0 6= Q1, ïðè÷åì äëÿ áåñêîíå÷íî
ìíîãèõ ïðîñòûõ p âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå p ≡ k0 (mod n), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

ã) Ðàññìîòðèì ðåäóêöèè ìíîãî÷ëåíîâ Q̃k0 è Q1 ïî ìîäóëþ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïðîñòîãî
p, óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ p ≡ k0 (mod n). Òîãäà ñ îäíîé ñòîðîíû âñå êîðíè ðåäóêöèè

Q̃k ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ðåäóêöèè Q1, à ïîòîìó ðåäóêöèè ìíîãî÷ëåíîâ Q̃k è Q1 ïî ìîäóëþ p
äîëæíû ñîâïàñòü. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Q̃k 6= Q1, ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ p èõ ðåäóê-
öèè äîëæíû áûòü ðàçëè÷íû. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó î íåïðèâîäèìîñòè
êðóãîâûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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10.7. Òåîðåìà Çèãìîíäè

54. Äîêàæèòå, ÷òî p | n
k
.

Ðåøåíèå. Ïî çàäà÷å 44 p | Φn(a)
∣∣∣ an−1

ak−1
. Ïî LTE-1

‖an − 1‖p = ‖ak − 1‖p +
∥∥∥n
k

∥∥∥
p
> 1,

îòêóäà p
∣∣∣ n

k
, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p | n.
55. Ïóñòü n = pαq, ãäå p - q. Äîêàæèòå, ÷òî p ≡ 1 (mod q). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî p � íàèáîëüøèé

ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n.

Ðåøåíèå. Ïî çàäà÷å 43 èìååì p | Φn(a) | Φq(a
pα). Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà 0 ≡ Φq(a

pα) ≡ Φq(a)
(mod p), ïîýòîìó ïî çàäà÷å 45 q | p− 1. Çíà÷èò, p > q, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

56. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p = 2, òî n = 2 è a+ b � ñòåïåíü äâîéêè.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî çàäà÷å 55, 2 � ýòî íàèáîëüøèé äåëèòåëü n, çíà÷èò, n = 2α. Íî òîãäà ïî
çàäà÷å 43

Φn(a) = Φ2α(a) = Φ2(a2α−1

) = Φn(an/2) = an/2 + 1.

Ïðè n > 2 èìååì an/2 + 1 ≡ 2 (mod 4) � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, n = 2 è a+ b � ñòåïåíü äâîéêè,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

57. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p > 2, òî ‖Φn(a)‖p = 1.

Ðåøåíèå. ßñíî, ÷òî ‖Φn(a)‖p > 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî çàäà÷å 44 Φn(a)
∣∣∣ an−1

an/p−1
. Çàìåòèì,

÷òî ïî çàäà÷å 55 p | Φ(a) | aq − 1, ïîýòîìó p | an/p − 1. Òîãäà ïî LTE-1∥∥∥ an − 1

an/p − 1

∥∥∥
p

= ‖an − 1‖p − ‖an/p − 1‖p = ‖p‖p = 1.

Çíà÷èò, ‖Φn(a)‖p 6 1, îòêóäà ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

58. Ïóñòü n = pαq, ãäå p - q.
à) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α > 1.
á) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α = 1 è a > 2.
â) Äîêàæèòå, ÷òî Φn(a) > p ïðè α = 1 è a = 2, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ n = 6.

Ðåøåíèå. à) Èìååì:

Φn(a) = Φpαq(a) = Φpα−1q(a
p) > ap − 1 > 2p − 1 > p,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
á) Èìååì:

Φn(a) > (a− 1)ϕ(n) > 2ϕ(n) > 2p−1 > p,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
â) Èìååì:

Φn(2) =
Φq(2

p)

Φq(2)
>

2p − 1

3
> p

ïðè p > 5.
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Ïðè p = 3 èìååì n = 3q, ïðè÷åì q = 1 èëè 2. Åñëè n = 3, òî Φ3(2) = 22 + 2 + 1 = 7 > 3. Åñëè
n = 6, òî Φ6(2) = 22 − 2 + 1 = 3, ÷òî äàåò âòîðîå èñêëþ÷åíèå â òåîðåìå Çèãìîíäè.

Òåì ñàìûì ï.1 òåîðåìû Çèãìîíäè ïîëíîñòüþ äîêàçàí.

59. Äîêàæèòå ï.2 òåîðåìû Çèãìîíäè.

Ðåøåíèå. Ïî ï.1 òåîðåìû Çèãìîíäè ó ÷èñëà a2n−b2n ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü p, êîòîðîãî
íåò ó ÷èñåë ak−bk äëÿ âñåõ k < 2n, êðîìå ñëó÷àåâ n = 1 è a+b ðàâíîãî ñòåïåíè äâîéêè è n = 3,
a = 2 è b = 1. Â ÷àñòíîñòè, p íå äåëèò a2k − b2k = (ak − bk)(ak + bk) äëÿ âñåõ k < n.

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñëó÷àé n = 1 è a+b ðàâíîì ñòåïåíè äâîéêè. Çàìåòèì,
÷òî ÷èñëà a è b íå÷åòíû, ïîýòîìó a2 + b2 ≡ 2 (mod 4). Êðîìå òîãî, a2 + b2 > 2. Òàêèì îáðàçîì,
ó ÷èñëà a2 + b2 åñëè íå÷åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà a + b. Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Çèãìîíäè.

60. Íàéòè âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

an − 1 = (ap − 1)(aq − 1)(ar − 1)

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Åñëè a > 3 è n > 3, òî ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ó ÷èñëà an − 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü,
êîòîðîãî íåò ó ÷èñåë ap − 1, aq − 1 è ar − 1. Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àè a = 1, a = 2 è n = 1,
n = 2, n = 6. Ïðîñòûì ïåðåáîðîì ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäõîäÿò a = 1 è ëþáûå n, p, q, r, à
òàêæå a = 2, n = 6, p = 3, q = r = 2.

Îòâåò: a = 1 è ëþáûå n, p, q, r, à òàêæå a = 2, n = 6, p = 3, q = r = 2.

61. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a, m, n, òàêèå, ÷òî am + 1 | (a+ 1)n.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî a = 2, m = 3 è n > 2 ïîäõîäÿò. Äëÿ a > 1 è m > 2, îòëè÷íûõ îò
ïàðû (2, 3), ðåøåíèé íåò ïî òåîðåìå Çèãìîíäè (ò.ê. ÷èñëî am + 1 ñîäåðæèò ïðîñòîé äåëèòåëü,
êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà a+ 1). Ñëó÷àè a = 1 èëè m = 1, î÷åâèäíî, äàþò ðåøåíèÿ.

Îòâåò: a = 1, m, n ëþáûå; a ëþáîå, m = 1, n ëþáîå; a = 2, m = 3, n ëþáîå.

62. Íàéòè âñå òàêèå íàòóðàëüíû ÷èñëà x, p, n, r, òàêèå, ÷òî p ïðîñòîå, n, r > 1 è xr − 1 = pn.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ðåøåíèÿìè ìîãóò áûòü ëèøü x = 2, r = 6 èëè r = 2 è x+1 = 2k.
Ïåðâûé ñëó÷àé íå äàåò ðåøåíèé, à âî âòîðîì p = 2 è

2n = x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) = 2k(x− 1),

îòêóäà x − 1 = 2n−k. Íî òîãäà x + 1 è x − 1 � ðàçëè÷àþùèåñÿ íà 2 ñòåïåíè äâîéêè, ïîýòîìó
x = 3 è n = 3.

Îòâåò: x = 3, p = 2, n = 3, r = 1.

63. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ px − yp = 1, ãäå p � ïðîñòîå.

Ðåøåíèå. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå â âèäå px = yp+1. Ïðè y = 1 ïîëó÷àåì ðåøåíèå p = 2 è x = 1;
ïðè y = 2 è p = 3 ïîëó÷àåì ðåøåíèå x = 2. Ïðè âñåõ îñòàëüíûõ y è p ïî òåîðåìå Çèãìîíäè
ó ÷èñëà yp + 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà y + 1. Ïîñêîëüêó y + 1 | yp + 1
(ò.ê. p íå÷åòíî), ó ÷èñëà yp + 1 åñòü íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé, è ó íàøåãî
óðàâíåíèÿ íåò ðåøåíèé.

Îòâåò: x = 1, y = 1, p = 2 è x = y = 2, p = 3.

64. Ðåøèòü óðàâíåíèå 5x − 3y = z2 â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ïî ìîäóëþ 3. Ò.ê. 3 - z, òî z2 ≡ 1 (mod 3), îòêóäà x = 2w �
÷åòíîå. Çíà÷èò,

3y = 52w − z2 = (5w − z)(5w + z).
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Ïîñêîëüêó (5w−z, 5w+z) = 1, òî 5w−z = 1 è 5w+z = 3y, ïðè÷åì y > 2. Ñêëàäûâàÿ ýòè ðàâåíñòâà,
íàõîäèì 2 · 5w = 3y + 1. Äëÿ y = 2 ïîëó÷àåì w = 1, îòêóäà íàõîäèì ðåøåíèå x = y = 2 è z = 4.
Äëÿ y > 3 ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ó ÷èñëà 3y + 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà
32 + 1 = 10. Íî òîãäà ÷èñëî 2 · 5w äîëæíî äåëèòüñÿ íà ýòî ïðîñòîå, ÷òî íåâîçìîæíî. Òàêèì
îáðàçîì, äðóãèõ ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: x = y = 2, z = 4.

65. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ pa − 1 = 2n(p− 1), ãäå p � ïðîñòîå.

Ðåøåíèå.Î÷åâèäíî, ÷òî p íå÷åòíî. Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî a äîëæíî áûòü ïðîñòûì. Ïóñòü a = uv,
ãäå u, v > 1. Òîãäà ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ÷èñëà pu − 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó
p− 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, pu− 1 | pa− 1 = 2n(p− 1), ïîýòîìó ýòîò ïðîñòîé äåëèòåëü ìîæåò áûòü
òîëüêî äâîéêîé. Íî 2 | p− 1 � ïðîòèâîðå÷èå.

Èòàê, a ïðîñòîå. Ïðè a = 2 ïîëó÷àåì p = 2n − 1, ò.å. p � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà. Åñëè æå
a íå÷åòíî, òî ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ÷èñëî pa − 1 = 2n(p − 1) äîëæíî èìåòü ïðîñòîé äåëèòåëü,
êîòîðîãî íåò ÷èñëà p− 1. Íî òàêèõ ïðîñòûõ íå ñóùåñòâóåò � ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: a = 2, p = Mn � ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåííà.

66. Ðåøèòü óðàâíåíèå

(a+ 1)(a2 + a+ 1) . . . (an + an−1 + . . .+ a+ 1) = am + am−1 + . . .+ a+ 1

â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî m = n = 1 äàåò ðåøåíèå. Òàêæå ïðè a = 1 åñòü ðåøåíèå m = (n+ 1)!.
Ïðè m > n > 1 è a > 1 äîìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà (a− 1)n. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå

(a2 − 1)(a3 − 1) . . . (an+1 − 1) = (am+1 − 1)(a− 1)n−1.

Ïî òåîðåìå Çèãìîíäè åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çäåñü âîçìîæíî ïðè a = 2 è m+ 1 = 6, ïîñêîëüêó
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ó ÷èñëà am+1− 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó a2− 1, . . . , an+1− 1.
Îäíàêî ïðè a = 2 è m = 5 öåëîãî n íå ñóùåñòâóåò.

Îòâåò: m = n = 1, a ëþáîå è a = 1, m = (n+ 1)!, n ëþáîå.

10.8. Ðàçíûå çàäà÷è

67. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî 8n + 2018 äåëèòñÿ íà 52018.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 8 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 5n äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-
íîãî n. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà 8 ïî ìîäóëþ 5n. Òîãäà 8T ≡ 1 (mod 5), ïîýòîìó
T = 4t. Òîãäà ïî LTE-1 ïîëó÷àåì:

n 6 ‖8T − 1‖5 = ‖4096t − 1‖5 = ‖4096− 1‖5 + ‖t‖5 = 1 + ‖t‖5,

îòêóäà t > 5n−1 è T > 4 · 5n−1 = ϕ(5n). Çíà÷èò, T = ϕ(5n).
Òåïåðü âûáåðåì òàêîå n, ÷òîáû 8n ≡ −2018 (mod 52018). Îíî è áóäåò èñêîìûì.

68. Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî ó ÷èñëà N â òî÷íîñòè 2019 ïðîñòûõ äåëèòåëåé è
N | 2N + 1?

Ðåøåíèå. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî m ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî N , ó êîòîðîãî â
òî÷íîñòè m ïðîñòûõ äåëèòåëåé è êîòîðîå äåëèò 2N + 1. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé
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ïî m. Ïðè m = 1 ìîæíî âçÿòü N = 3. Ïóñòü ìû ïîñòðîèëè ÷èñëî N = pα1
1 . . . pαmm , èìåþùåå â

òî÷íîñòè m ïðîñòûõ äåëèòåëåé è äåëÿùåå 2N + 1. ßñíî, ÷òî âñå pi íå÷åòíû. Ïóñòü

‖2N + 1‖pi = βi > αi,

òîãäà pβ11 . . . pβmm ‖2N + 1. Ñîãëàñíî LTE-2, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî l èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
‖2Npl1 + 1‖p1 = ‖2N + 1‖p1 + ‖pl1‖p1 = β1 + l, ïîýòîìó pβ1+l

1 . . . pβmm ‖2Np
l
1 + 1. Âûáèðàÿ l äîñòàòî÷íî

áîëüøèì, ìîæíî äîáèòüñÿ, ÷òîáû 2Np
l
1 + 1 > pβ1+l

1 . . . pβmm . Òîãäà ó ÷èñëà 2Np
l
1 + 1 ñóùåñòâóåò

ïðîñòîé äåëèòåëü pm+1, îòëè÷íûé îò p1, . . . , pm. Òîãäà

Npl1pm+1 | 2Np
l
1 + 1 | 2Npl1pk+1 + 1,

è ìîæíî âçÿòü N ′ = Npl1pm+1. Òåì ñàìûì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä äîêàçàí.

69. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, çàêàí÷èâàþùååñÿ íà 25, à m � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ó m ïîñëåäíèõ öèôð â çàïèñè ÷èñåë
N è 5n ñîâïàäàþò ÷åòíîñòè, à ó (m+ 1)-ûõ öèôð ÷åòíîñòè ðàçëè÷íû.

Ðåøåíèå. Áóäåì âåñòè äîêàçàòåëüñòâî èíäóêöèåé ïî m. Äëÿ m = 1 è 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî.
Äëÿ ïðîâåäåíèÿ øàãà èíäóêöèè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè n > m > 2 ïðàâûå m öèôð
ó ÷èñåë 5n è 5n+2m−2

ñîâïàäàþò ïî ÷åòíîñòè, íî (m + 1)-å öèôðû èìåþò ðàçíóþ ÷åòíîñòü.
Ïðèìåíÿÿ LTE-3, èìååì ‖52m−2 − 1‖2 = ‖5− 1‖2 + ‖2m−2‖2 = 2 + (m− 2) = m. Çíà÷èò, ðàçíîñòü
5n+2m−2 − 5n äåëèòñÿ íà 10m, íî íå äåëèòñÿ íà 2 · 10m. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

70. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è a, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 2p + 3p = an, òî
n = 1.

Ðåøåíèå. Ïðè p = 2 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü p > 2 � íå÷åòíîå ïðîñòîå ÷èñëî. Çàìåòèì,
÷òî òîãäà 5 | a. Ïðèìåíèì LTE-2:

n 6 ‖2p + 3p‖5 = ‖2 + 3‖5 + ‖p‖5 6 2,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî ìîæåò äîñòèãàòüñÿ ëèøü ïðè p = 5. Íî ïðè p = 5 ïðÿìîé ïðîâåðêîé óáåæäà-
åìñÿ, ÷òî n = 1.

71. Äîêàæèòå, ÷òî ðàçíîñòü 3n − 2n íå äåëèòñÿ íà n íè äëÿ êàêîãî íàòóðàëüíîãî n.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü n | 3n − 2n. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëè-
òåëü p ÷èñëà n. ßñíî, ÷òî p 6= 2, 3. Òîãäà 3n ≡ 2n (mod p) è an ≡ 1 (mod p), ãäå a ≡ 3/2 (mod p).
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ïîðÿäîê ÷èñëà a ïî ìîäóëþ p. Òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà T | p − 1 è
T < p. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, T | n. Â ðåçóëüòàòå ìû íàøëè äåëèòåëü ÷èñëà n, ìåíüøèé p, ïîýòîìó
T = 1 è 3 ≡ 2 (mod p) � ïðîòèâîðå÷èå.

72. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 3n − 2n = pa äëÿ íåêîòîðûõ íàòóðàëüíûõ n, a è ïðîñòîãî p, òî òîãäà n
� ïðîñòîå.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = qm, ãäå q � ïðîñòîé äåëèòåëü n. Òîãäà 3m − 2m = pb äëÿ
íåêîòîðîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî b. Ïðèìåíÿÿ LTE-1, ïîëó÷àåì:

a = ‖(3m)q − (2m)q‖p = ‖3m − 2m‖p + ‖q‖p = b,

îòêóäà ïîëó÷àåì, ÷òî 3m − 2m > pb = pa = (3m − 2m)(. . .), ÷òî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè m = 1.

73. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ñîñòàâíûõ ÷èñåë n, òàêèõ, ÷òî âûïîëíåíî
ñëåäóþùåå ñâîéñòâî: åñëè n | an − 1, òî n2 | an − 1 äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî a.

Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî åñëè n = p � ïðîñòîå, òî óêàçàííîå ñâîéñòâî âûïîëíåíî.
Â ñàìîì äåëå, èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî ap ≡ a ≡ 1 (mod p), ïîýòîìó ïî LTE-1
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èìååì ‖ap−1‖p = ‖a−1‖p+‖p‖p > 1+1 = 2. Òåïåðü ðàññìîòðèì òàêèå íàòóðàëüíûå n, êîòîðûå
ñîäåðæàò êàæäîå ïðîñòîå ÷èñëî â ñâîåì ðàçëîæåíèè íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè â ñòåïåíè 1. Ïóñòü
n = qk, ãäå q � ïðîñòîå. Ïðèìåíÿÿ ðàññóæäåíèÿ, îïèñàííûå âûøå, ê ÷èñëó b = ak, ïîëó÷àåì,
÷òî q2 | bq − 1 = an − 1. Çíà÷èò, n2 | an − 1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

74. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n > 1, òàêèå, ÷òî ÷èñëî
2n + 1

n2
ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Ðåøåíèå. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n. Òîãäà p > 3 è 2n ≡ −1 (mod p).
Ïîëó÷àåì, ÷òî 22n ≡ 1 (mod p). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ïîðÿäîê ÷èñëà 2 ïî ìîäóëþ p. Òîãäà T | q−1
è T | 2n. Çíà÷èò, T < q è ïîòîìó ëèáî T = 1, ëèáî T = 2 (èíà÷å â T íàéäåòñÿ ïðîñòîé äåëèòåëü
n, ìåíüøèé p). Ïðè T = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî 2 ≡ 1 (mod p) � ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó T = 2 è 22 ≡ 1
(mod p). Çíà÷èò, p = 3.

Òåïåðü ïðèìåíèì LTE-2:

1 + ‖n‖3 = ‖2 + 1‖3 + ‖n‖3 = ‖2n + 1‖3 > ‖n2‖3 = 2‖n‖3,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ‖n‖3 = 1.
Ïóñòü n = 3m. Åñëè m = 1, òî n = 3 � îòâåò. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå m > 3 � íå÷åòíî, è ïóñòü

q � íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü m. Òîãäà q > 3. Ïîëó÷àåì: 23m ≡ −1 (mod q) è 26m ≡ 1 (mod
q). Ïóñòü t � ïîðÿäîê äâîéêè ïî ìîäóëþ q. Òîãäà t | q− 1 è t | 6m. Íî t < q, ïîýòîìó (t,m) = 1,
çíà÷èò, t | 6. Åñëè t = 3, òî 23m ≡ 1 (mod q) � ïðîòèâîðå÷èå. Ïðè t = 1 ïîëó÷àåì, ÷òî 2 ≡ 1
(mod q) � ïðîòèâîðå÷èå. Åñëè t = 2, òî 22 ≡ 1 (mod q) è q = 3 � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò, t = 6.
Òîãäà 26 ≡ 1 (mod q) è q = 7.

Ïîëó÷àåì, ÷òî 7 | 2n + 1. Îäíàêî, ïåðåáðàâ âñå îñòàòêè n ïî ìîäóëþ 6, ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî
ýòî íåâîçìîæíî. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

Îòâåò: n = 3.

75. Ïóñòü b, m, n � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî b > 1 è m 6= n. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè bm − 1
è bn − 1 èìåþò îäèíàêîâûé íàáîð ïðîñòûõ äåëèòåëåé, òî b+ 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî, ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ñòåïåíåé, óñëîâèå
ìîæíî ïåðåïèñàòü òàê: ÷èñëà bm− 1 è b(n,m)− 1 èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Äàëåå, ñäåëàåì çàìåíó (n,m) = d, m = dk, bd = a. Òîãäà óñëîâèå ïåðåïèøåòñÿ â òàêîå âèäå:
ak − 1 è a− 1 èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû ïðîñòûõ äåëèòåëåé.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìû äîêàæåì, ÷òî a+1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, òî òîãäà ÷èñëî d äîëæíî
áûòü íå÷åòíûì (èíà÷å 4 - bd + 1 = a + 1), ïîýòîìó b + 1 | bd + 1 = a + 1 è b + 1 òàêæå áóäåò
ñòåïåíüþ äâîéêè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî k äåëèòñÿ íà íå÷åòíîå ïðîñòîå p è ‖k‖p = β. Òîãäà ó ÷èñëà X =

ap
β − 1

a− 1
è ó a−1 òàêæå îäèíàêîâûå íàáîðû ïðîñòûõ äåëèòåëåé (ò.ê. ap

β −1 | ak−1). Ïóñòü q | X
è q | a − 1. Òîãäà a ≡ 1 (mod q) è X ≡ pβ ≡ 0 (mod q). Çíà÷èò, q = p è X ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
÷èñëà p. Ïî LTE-1 èìååì ‖X‖p = ‖apβ − 1‖p − ‖a− 1‖p = ‖pβ‖p = β è X = pβ, ÷òî íåâîçìîæíî
ïðè a > 1.

Çíà÷èò, ÷èñëî k ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè. Íî òîãäà a2−1 è a−1 èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû
ïðîñòûõ äåëèòåëåé, à çíà÷èò, è a + 1 è a − 1 èìåþò îäèíàêîâûå íàáîðû ïðîñòûõ äåëèòåëåé.
Ò.ê. (a − 1, a + 1) = 2 (ýòè ÷èñëà íå ìîãóò áûòü âçàèìíî ïðîñòû), òî a + 1 ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ
äâîéêè. Êàê ìû óæå ïîíÿëè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b+ 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

76. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà

10001, 100010001, 1000100010001, . . .
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ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè.

Ðåøåíèå. Íåîáõîäèìî äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî an = 1 + 104 + 108 + . . .+ 104n = 104(n+1)−1
104−1

ÿâëÿåòñÿ
ñîñòàâíûì. Ïðè n = 0 èìååì 10001 = 137 · 73. Äàëåå, ÿñíî, ÷òî åñëè m + 1 | n + 1, òî am | an.
Ïîýòîì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå ïðè n+1 = p � ïðîñòîì. Â òàêîì ñëó÷àå ïî çàäà÷å 43
èìååì Φp(104) = Φp(10) · Φ4p(10), ò.å. ÷èñëî Φp(1−4) ñîñòàâíîå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

77. Íàéòè âñå òðîéêè (p, x, y), ñîñòîÿùèå èç ïðîñòîãî ÷èñëà p è äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y,
òàêèõ, ÷òî xp−1 + y è x+ yp−1 ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíÿìè ÷èñëà p.

Ðåøåíèå. Ïóñòü p = 2. Òîãäà x+y = pk äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî k, ïîýòîìó x ìîæåò áûòü
ëþáûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ìåíüøèì pk, à y = pk − x.

Ïóñòü òåïåðü p > 2. Çàìåòèì, ÷òî x 6= y, èíà÷å x+ xp−1 = x(1 + xp−2) íå ìîæåò áûòü òî÷íîé
ñòåïåíüþ, ïîñêîëüêó ìíîæèòåëè x è 1 + xp−2 âçàèìíî ïðîñòû. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî p - x, y
(â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòåïåíü âõîæäåíèÿ p â îäíî èç ñëàãàåìûõ ìåíüøå, ÷åì â äðóãîå). Áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî x < y. Òîãäà xp−1 + y = pa è x + yp−1 = pb, ïðè÷åì a < b. Äîìíîæàÿ ïåðâîå
ðàâåíñòâî íà x, âòîðîå íà y è âû÷èòàÿ èõ, ïîëó÷àåì, ÷òî pa‖yp − xp. Äàëåå, ïî ìàëîé òåîðåìå
Ôåðìà yp−xp ≡ y−x ≡ 0 (mod p), ïîýòîìó ïî LTE-1 a = ‖yp−xp‖p = ‖y−x‖p + ‖p‖p, à çíà÷èò,
pa−1‖y − x. Ïîëîæèì y − x = pa−1q.

Ïîäñòàâëÿÿ y = x + pa−1q â ðàâåíñòâî xp−1 + y = pa, ïîëó÷àåì xp−1 + x = pa(p − q), îòêóäà
x | p − q (ò.ê. p - x). Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ y = pa − xp−1 â ðàâåíñòâî x + yp−1 = pb, ïîëó÷àåì:
0 ≡ x+ (pa − xp−1)p−1 ≡ x+ x(p−1)2 ≡ x+ 1 (mod p), îòêóäà x ≡ −1 (mod p).

Èòîãî ñ îäíîé ñòîðîíû, x | p − q è x 6 p − q 6 p − 1, à ñ äðóãîé, p | x + 1 è x + 1 > p.
Çíà÷èò, x = p− 1, q = 1 è y = p− 1 + pa−1. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî â ðàâåíñòâî xp−1 + y = pa, ïîëó÷àåì
(p− 1)p−1 + (p− 1) + pa−1 = pa, îòêóäà (p− 1)p−2 + 1 = pa−1. Ïðèìåíÿÿ LTE-2 ê ýòîìó ðàâåíñòâó,
ïîëó÷àåì a − 1 = ‖(p − 1)p−2 + 1‖p = ‖(p − 1) + 1‖p + ‖p − 2‖p = 1, îòêóäà a = 2. Íàêîíåö, èç
ðàâåíñòâà (p− 1)p−2 + 1 = p ïîëó÷àåì, ÷òî p = 3.

Îòâåò: (3; 2; 5), (3; 5; 2), (2;n; 2k − n), ãäå 1 6 n 6 2k − 1.

78. Ïóñòü m � íå÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, m > 3. Íàéòè íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå n, òàêîå,
÷òî 22019 | mn − 1.

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà m− 1 è m+ 1 ÷åòíû è èìåþò ÍÎÄ, ðàâíûé 2, ïîýòîìó óñëîâèå
ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 22020 | m2n − 1. Òîãäà 4 | m2 − 1, è ïî LTE-3 èìååì 2020 6 ‖m2n − 1‖2 =
‖m2 − 1‖2 + ‖n‖2 = a+ ‖n‖2. Çíà÷èò, ‖n‖2 > 2020− a. Ïîýòîìó ïðè a 6 2020 íàèìåíüøåå ÷èñëî
n = 22020−a, è ïðè a > 2020 ìîæíî âçÿòü n = 1.

Îòâåò: åñëè a = ‖m2 − 1‖2, òî n = 22020−a ïðè a 6 2020 è n = 1 ïðè a > 2020.

79. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n, òàêèõ, ÷òî âñå ïðîñòûå äåëè-
òåëè ÷èñëà n2 + n+ 1 ìåíüøå

√
n.

Ðåøåíèå. Áóäåì èñêàòü n = 2k äëÿ ïîäõîäÿùèõ k. Çàìåòèì, ÷òî ïî çàäà÷å 43 èìååì

n2 + n+ 1 = Φ3(2k) =
∏
d|k

Φ3d(2).

Äàëåå, èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Çèãìîíäè Φ3d(2) < 3ϕ(3d). Òåïåðü áóäåì èñêàòü k = pα1
1 . . . pαmm ,

ãäå pi � ïðîñòûå, íå ðàâíûå 3. Áóäåì òåïåðü èñêàòü òàêèå k, ÷òî 3ϕ(3d) < 2
k
2 ïðè âñåõ d |

k. Â òàêîì ñëó÷àå êàæäûé ìíîæèòåëü Φ3d(2) áóäåò ìåíüøå 2k/2 =
√
n, à çíà÷èò, è ïðîñòûå

ìíîæèòåëè ÷èñåë Φ3d(2) òîæå áóäóò ìåíüøå
√
n. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî íàéòè òàêèå k, ÷òî

ϕ(d) < ck, ãäå c = 1
4
· log3 2 è d | k.

Áóäåì èñêàòü k â âèäå p1 . . . pm, ãäå ÷èñëà pi � ïîñëåäîâàòåëüíûå ïðîñòûå ÷èñëà, áîëüøèå
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c−1. Òîãäà ïðè d < k èìååì ϕ(d) < d < ck. Åñëè æå d = k, òî

ϕ(k)

k
=

m∏
i=1

(
1− 1

pi

)
.

Íî ïðè m → ∞ äàííîå ïðîèçâåäåíèå ñòðåìèòñÿ ê 0 (ò.ê. îáðàòíîå ê íåìó � ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ãàðìîíè÷åñêîãî ðÿäà, êîòîðûé ðàñõîäèòñÿ). Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì m áóäåò âûïîë-

íåíî íåðàâåíñòâî ϕ(k)
k

< c. Ñëåäîâàòåëüíî, âçÿâ n = 2k, ìû ïîëó÷èì áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî
èñêîìûõ íàòóðàëüíûõ n, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

80. Íàéòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è p, òàêèå, ÷òî p � ïðîñòîå, n 6 2p è np−1 | (p− 1)n + 1.

Ðåøåíèå. Ñíà÷àëà ðàçáåðåì òðèâèàëüíûå ñëó÷àè. Åñëè n = 1, òî p � ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Åñëè p = 2, òî n = 2. Åñëè p > 3, òî n íå÷åòíî. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > 3 �
íå÷åòíî è p > 3.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç q íàèìåíüøèé ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà n. Òîãäà

(p− 1)n ≡ −1 (mod q) è (p− 1)2n ≡ 1 (mod q).

Ïóñòü T � ïîðÿäîê ÷èñëà p − 1 ïî ìîäóëþ q. Òîãäà T | q − 1 è T | 2n. Ïîëó÷àåì, ÷òî T < q,
ïîýòîìó (T, n) = 1 è T | 2. Åñëè T = 1, òî −1 ≡ p − 1 ≡ 1 (mod q) è q = 2 � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîýòîìó T = 2 è (p− 1)2 ≡ 1 (mod q). Çíà÷èò, ëèáî p− 1 ≡ 1 (mod q), ëèáî p− 1 ≡ −1 (mod q).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî (p − 1)n ≡ 1n = 1 ≡ −1 (mod q) � ïðîòèâîðå÷èå. Çíà÷èò,
p− 1 ≡ −1 (mod q) è p = q.

Äàëåå, èç óñëîâèÿ n 6 2p ïîëó÷àåì, ÷òî n = p (ò.ê. n íå÷åòíî). Çíà÷èò, (p− 1)p + 1
...pp−1.

Ïðèìåíèì LTE-2:
‖(p− 1)p + 1‖p = ‖(p− 1) + 1‖p + ‖p‖p = 2.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ‖(p− 1)p + 1‖p > p− 1. Çíà÷èò, 2 > p− 1 è p 6 3. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì,
÷òî p = n = 3.

Îòâåò: n = 1, p � ëþáîå ïðîñòîå; n = p = 2; n = p = 3.

81. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî k îáîçíà÷èì ÷åðåç C(k) ñóììó âñåõ ïðîñòûõ ðàçëè÷íûõ äåëèòå-
ëåé ÷èñëà k. Íàïðèìåð C(1) = 0, C(2) = 2, C(45) = 8. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n äëÿ êîòîðûõ
C(2n + 1) = C(n).

Ðåøåíèå. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè p > 3 � ïðîñòîå, òî ó ÷èñëà 2p + 1 âñå ïðîñòûå
äåëèòåëè áîëüøå p. Â ñàìîì äåëå, ïóñòü 2p ≡ −1 (mod q), ãäå q ïðîñòîå. Òîãäà 22p ≡ 1 (mod q),
ïîýòîìó ïîêàçàòåëü 2 ïî ìîäóëþ q ðàâåí 2 èëè 2p. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì, ÷òî q = 3, à âî
âòîðîì � ÷òî q > 2p > p. Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ïóñòü n íå÷åòíî è p1 < . . . < pk � âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ.
Òîãäà ïî òåîðåìå Çèãìîíäè ó êàæäîãî èç ÷èñåë 2pi+1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü qi, êîòîðûé îòëè÷åí
îò 21 + 1 = 3 è êîòîðîãî íåò ó ÷èñåë 2pj + 1 ïðè pj < pi. Çíà÷èò, êàæäîå ÷èñëî 2pi + 1 ïîðîæäàåò
ïðîñòîé äåëèòåëü qi > pi, åñëè òîëüêî pi 6= 3. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî 2pi + 1 | 2n + 1, ïîýòîìó
åñëè n 6= 3, òî C(2n + 1) > C(n). Òàê ÷òî n = 3 � åäèíñòâåííûé îòâåò ïðè íå÷åòíîì n.

Òåïåðü ïóñòü n ÷åòíî. ßñíî, ÷òî ó ÷èñëà n äîëæåí áûòü õîòÿ áû îäèí íå÷åòíûé ïðîñòîé
äåëèòåëü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç 2 < p2 < . . . < pk âñå åãî ïðîñòûå äåëèòåëè. Äàëåå, ïîëîæèì a = 22α

è ïðèìåíèì òåîðåìó Çèãìîíäè ê ÷èñëàì api + 1. Òîãäà ó ÷èñëà api + 1 åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü
qi, êîòîðîãî íåò ó âñåõ a

pj + 1 ïðè pj < pi, à òàêæå ýòîãî äåëèòåëÿ íåò ó ÷èñëà a+ 1. Äîêàæåì,
÷òî qi > pi + 2. Â ñàìîì äåëå, a2pi ≡ 1 (mod qi). Ïîêàçàòåëü ÷èñëà a ïî ìîäóëþ q íå ìîæåò
áûòü ðàâåí 1 (ò.ê. òîãäà qi = 2, ÷òî íåâîçìîæíî), 2 (ò.ê. â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a ≡ −1 (mod qi)
è qi | a + 1, ÷òî òàêæå íåâîçìîæíî) è pi. Çíà÷èò, îí ðàâåí 2pi è qi > 2pi > pi + 2. Ïîñêîëüêó
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api+1 | 2n+1, òî ó ÷èñëà 2n+1 åñòü (k−1) ïðîñòîé äåëèòåëü q2, . . . , qk, ïðè÷åì èõ ñóììà áîëüøå
ñóììû p2 + . . .+ pk + 2. Çíà÷èò, C(2n + 1) > C(n), è â ñëó÷àå ÷åòíîãî n. ðåøåíèé íåò.

Îòâåò: n = 3.

82. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî ó ÷èñëà 22n + 22n−1
+ 1 åñòü íå

ìåíåå 2n íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé.

Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó ÷èñëà 22n + 22n−1
+ 1 åñòü õîòÿ áû n ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ

äåëèòåëåé (íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ). Çàìåòèì, ÷òî

22n + 22n−1

+ 1 = Φ3(22n−1

) = Φ3·2n−1(2) =
∏
d|2n−1

Φ3d(2),

ïðè÷åì |Φ3d(2)| > 1 ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ d. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè ÷èñëî 22n+22n−1
+1

â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n öåëûõ ìíîæèòåëåé, áîëüøèõ 1 ïî ìîäóëþ. Âçÿâ â êàæäîì ìíîæèòåëå
ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ïðåäûäóùèõ ìíîæèòåëåé (ýòî âîçìîæíî ïî òåîðåìå Çèãìîí-
äè), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

83. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå k òàêèå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå ïåðâûõ k ïðîñòûõ ÷èñåë, óìåíüøåííîå
íà 1, ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (áîëüøåé, ÷åì ïåðâàÿ).

Ðåøåíèå. Ïóñòü p1 . . . pk = an+1. Ïðè a = 1 ïîëó÷àåì k = 1. Ïóñòü òåïåðü a > 1 è k > 1. Òîãäà
a > pk, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ pi | a è ïðàâàÿ ÷àñòü íå ìîæåò áûòü êðàòíà pi.
Ïóñòü òåïåðü q | n � íåêîòîðûé ïðîñòîé äåëèòåëü. Òîãäà q > 2, ò.ê. a2 + 1 íå ìîæåò äåëèòüñÿ
íà p2 = 3. Äîêàæåì, ÷òî q > pk. Â ñàìîì äåëå, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà
0 ≡ (an/q)q + 1 ≡ an/q + 1 (mod q) è ïî LTE-2 èìååì

1 = ‖p1 . . . q . . . pk‖q = ‖an + 1‖q = ‖an/q + 1‖q + ‖q‖q > 2,

÷òî íåâîçìîæíî. Çíà÷èò, q > pk è n > pk, îòêóäà

an + 1 > ppkk > p1 . . . pk

� ïðîòèâîðå÷èå.
Îòâåò: k = 1.

84. Äàíî íàòóðàëüíîå k > 1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòóðàëüíûõ n òàêèõ,
÷òî n | 1n + 2n + 3n + . . .+ kn.

Ðåøåíèå. Â ñëó÷àå ÷åòíîãî k ïîëîæèì n = (k+ 1)a. Òîãäà åñëè p | n � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé
äåëèòåëü, òî ïî LTE-2 èìååì

‖an + (k + 1− a)n‖p = ‖a+ (k + 1− a)‖p + ‖n‖p > ‖n‖p + 1,

òàê ÷òî äåëèìîñòü âûïîëíåíà.
Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî k ïîëîæèì n = ka. Òîãäà åñëè p | n � ïðîèçâîëüíûé ïðîñòîé äåëèòåëü,

òî ïî LTE-2 èìååì

‖an + (k − a)n‖p = ‖a+ (k − a)‖p + ‖n‖p > ‖n‖p + 1,

òàê ÷òî äåëèìîñòü òàêæå âûïîëíåíà.

85. Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = 3n−2n íå ñîäåðæèò òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.
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Ðåøåíèå. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Çèãìîíäè ê ÷èñëó 3n+1−2n+1 è çàìåòèòü, ÷òî ó íåãî
åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü, êîòîðîãî íåò ó ÷èñëà 3n − 2n, à çíà÷èò, ðàâåíñòâî

(3n − 2n)2 = (3n−1 − 2n−1)(3n+1 − 2n+1)

íåâîçìîæíî.

86. Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå xn + yn = pn íå èìååò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé ïðè n > 3 è ïðîñòîì
p.

Ðåøåíèå. Åñëè n èìååò íå÷åòíûé ïðîñòîé äåëèòåëü q, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ó óðàâíåíèÿ
aq + bq = pn íåò íàòóðàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî p | a + b è ïðèìåíèì òåîðåìó
Çèãìîíäè ê ÷èñëó aq+bq. ïîëó÷àåì, ÷òî ó ýòîãî ÷èñëà äîëæåí áûòü ïðîñòîé äåëèòåëü, îòëè÷íûé
îò p, ÷òî íåâîçìîæíî.

Åñëè æå n = 2k è k > 2, òî, âî-ïåðâûõ, x è y âçàèìíî ïðîñòû, à âî-âòîðûõ, îäíî èç ÷èñåë x
èëè y äîëæíî áûòü ÷åòíûì. Ïóñòü y = 2z; ïîëîæèì x2k−2

= a è 22k−1
z2k−2

= b. Òîãäà

p2k = a4 + 4b4 = (a2 − 2ab+ 2b2)(a2 + 2ab+ 2b2).

Çíà÷èò, îáå ñêîáêè � ýòî ñòåïåíè p. Íî òîãäà èõ ðàçíîñòü, ðàâíàÿ 4ab, êðàòíà p. Ò.ê. p - ab,
ïîëó÷àåì, ÷òî p = 2. Íî òîãäà xn + yn > 2n � ïðîòèâîðå÷èå.

87. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî p ìíîãî÷ëåí x4 + 1 ïðèâîäèì íàä ïîëåì Zp.
Ðåøåíèå. Åñëè p = 1, òî âîçüìåì n = 1. Åñëè p ≡ 1 (mod 8), òî ðàññìîòðèì ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü g ïî ìîäóëþ p è ïîëîæèì n = g(p−1)/8. Òîãäà x − n | x4 + 1. Åñëè æå p 6≡ 1 (mod 8),
òî, êàê èçâåñòíî, 8 | p2 − 1, ïîýòîìó â ïîëå Fp2 åñëè ýëåìåíò ïîðÿäêà 8 ñîãëàñíî çàäà÷å 50. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, òàêîãî ýëåìåíòà íåò â ïîëå Zp. Çíà÷èò, ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýòîãî ýëåìåíòà
êâàäðàòè÷åí è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà Φ8(x) = x4 + 1.
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