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1. Ââåäåíèå

Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ íåðàâåíñòâàìè, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïîëè-

íîìèàëüíûõ è ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ, ò.å. íåðàâåíñòâ, ñîäåðæàùèõ â ñåáå ìíîãî÷ëåíû èëè
äðîáè. Ñóùåñòâóåò ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ïðèåì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïîäîáíûå çà-
äà÷è. Îí íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, è â ýòîì ïîñîáèè ìû äåòàëüíî îáñóäèì åãî ïðè-
ìåíåíèå. Ýòîò ìåòîä êðàéíå âàæåí, ïîñêîëüêó åãî ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè áóäóò âñòðå÷àòüñÿ
ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ äðóãèõ, áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷, ñîäåðæàùèõ, íàïðèìåð, ïîêàçàòåëüíûå è
ëîãàðèôìè÷åñêèå ôóíêöèè, à òàêæå ìîäóëè, êîðíè è òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âûðàæåíèÿ.

Äàæå ó òàêîãî, êàçàëîñü áû, ïðîñòîãî ïðèåìà, êàê ìåòîä èíòåðâàëîâ, ñóùåñòâóþò ñâîè
¾ôèøêè¿, ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü ðåøåíèå òîé èëè èíîé çàäà÷è, à òàêæå îáåñïå÷èâàþùèå
íàäåæíîñòü åãî ïðèìåíåíèÿ. Íà ýòèõ äâóõ ïðèíöèïàõ � óíèâåðñàëüíîñòè è íàäåæíîñòè � è
äîëæíû áûòü îñíîâàíû áàçîâûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷.

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : bibikov.pv@sch2.ru
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Ðàçäåë 2. Îïèñàíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ

2. Îïèñàíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ

Ìû ïîêàæåì. êàê ðàáîòàåò ìåòîä èíòåðâàëîâ, ðåøèâ íåñêîëüêî ìîäåëüíûõ çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
1

x
> 1.

Ïåðâàÿ îøèáêà, êîòîðóþ ÷àñòî äîïóñêàþò øêîëüíèêè, ðåøàÿ ðàöèîíàëüíûå íåðàâåíñòâà,
çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Îíè âûïèñûâàþò ÎÄÇ (â íàøåì ñëó÷àå x 6= 0), à çàòåì äîìíî-
æàþò îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü, ñâîäÿ çàäà÷ó ê íåðàâåíñòâó
ïîëèíîìèàëüíîìó (ò.å. ê ìíîãî÷ëåíó). Ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà{

1 > x

x 6= 0.

Ýòà ñèñòåìà è äàåò íàì îòâåò. Îäíàêî îí íåâåðåí. Ïî÷åìó? Âåäü ÎÄÇ ó÷òåíî!
Äåëî â òîì, ÷òî íåëüçÿ äîìíîæàòü íåðàâåíñòâî íà ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó. Ïîòîìó ÷òî íåðà-

âåíñòâî ñîõðàíÿåò çíàê ïðè óìíîæåíèè íà ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è ìåíÿåò çíàê ïðè óìíîæå-
íèè íà îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Íî ìû óìíîæàåì íåðàâåíñòâî íà ïåðåìåííóþ âåëè÷èíó x. È ïðè
êàêèõ-òî çíà÷åíèÿõ x (íàïðèìåð, ïðè x = 2) ýòà âåëè÷èíà áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, à ïðè äðóãèõ
x (íàïðèìåð, ïðè x = −1) îíà áóäåò îòðèöàòåëüíîé. Â ðåçóëüòàòå ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, ÷òî
äåëàòü ñî çíàêîì íàøåãî íåðàâåíñòâà: òî ëè ìåíÿòü, òî ëè íå ìåíÿòü. Ïîñêîëüêó ïðè äîìíî-
æåíèè íà çíàìåíàòåëü çíàê íåðàâåíñòâà íå èçìåíèëñÿ, òî ìû òåì ñàìûì íåÿâíî íàëîæèëè íà
x óñëîâèå x > 0, ïîëíîñòüþ ïðîèãíîðèðîâàâ ñëó÷àé x < 0, êîòîðûé èç íàøåãî ðàññìîòðåíèÿ
âûïàäàåò.

Ðàçóìååòñÿ, èíîãäà áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà äîìíîæåíèå äàæå íà ïåðåìåííûé çíàìåíàòåëü
âîçìîæíî. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà çíàê çíàìåíàòåëÿ ïîñòîÿíåí. Íàïðèìåð, ìîæíî óìíî-
æèòü íåðàâåíñòâî íà x2 + 1, ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå âñåãäà áîëüøå 0. Îäíàêî, êàê ïðàâèëî,
íà çíàìåíàòåëè äîìíîæàòü íåëüçÿ, ïîñêîëüêó îíè ìîãóò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. È ÷òî æå äåëàòü òîãäà?..

×àñòî øêîëüíèêè, íå çíàêîìûå ñ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïðåäëàãàþò ïðîñòî ðàçîáðàòü äâà
ñëó÷àÿ: êîãäà çíàìåíàòåëü áîëüøå íóëÿ è êîãäà îí ìåíüøå íóëÿ. Íî çäåñü âàæíî ïîíèìàòü, ÷òî
ïðè óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà äðîáåé â ïðèìåðå, à òàêæå ïðè óñëîæíåíèè ñàìèõ çíàìåíàòåëåé,
÷èñëî âàðèàíòîâ âîçðàñòàåò î÷åíü áûñòðî. Íàïðèìåð, ïåðåáîð çíàêîâ â ïðîèçâåäåíèè (x−1)(x+
1)(x− 2) ïîòðåáóåò ìèíèìóì ÷åòûðåõ ñëó÷àåâ! Ïîýòîìó ïåðåáîð âàðèàíòîâ (êàê è ïðàêòè÷åñêè
âî âñåõ àëãåáðàè÷åñêèõ çàäà÷àõ) íå äàåò íåîáõîäèìîé ñêîðîñòè è íàäåæíîñòè. Ìû ïîéäåì
äðóãèì ïóòåì.

Äëÿ íà÷àëà äàâàéòå ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü íåðàâåíñòâà, îñòàâèâ â äðóãîé
÷àñòè 0:

1

x
− 1 > 0.

Ïî÷åìó óäîáíî ñðàâíèâàòü âûðàæåíèå ñ íóëåì? Ïîòîìó, ÷òî íàì äîñòàòî÷íî ñëåäèòü ëèøü çà
çíàêîì âûðàæåíèÿ, à íå çà åãî ÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè! À èíôîðìàöèþ î çíàêå âûðàæåíèÿ
ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçëîæèâ åãî íà ìíîæèòåëè (ïîñêîëüêó, çíàÿ çíàêè ñîìíîæèòåëåé, ìû ñìîæåì
îäíîçíà÷íî óçíàòü çíàê âñåãî âûðàæåíèÿ).

Èòàê, ïëàí äåéñòâèé òàêîâ: ïåðåíîñèì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, ïðèâîäèì âñå ê îáùå-
ìó çíàìåíàòåëþ è ðàñêëàäûâàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè. Â ðåçóëüòàòå ìû
ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

1− x

x
> 0.
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Çàìåòèì, ÷òî â ÷èñëèòåëå çíàê ïåðåä ïåðåìåííîé x îòðèöàòåëüíûé. Ýòî íå î÷åíü-òî óäîáíî,
ïîýòîìó ïîïðàâèì çíàê ÷èñëèòåëÿ, óìíîæèâ âñå íåðàâåíñòâî íà −1:

x− 1

x
6 0.

Íó à òåïåðü íàñòàëî âðåìÿ ïðèìåíèòü ìåòîä èíòåðâàëîâ. Â ÷åì ýòîò ìåòîä ñîñòîèò? Îêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ñóòü åãî ñêîðåå â ãåîìåòðèè, à íå â àëãåáðå! Íàðèñóåì êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ
è îòìåòèì íà íåé íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Ïðè ýòîì çàêðàñèì ñîîòâåòñòâóþùèé íóëü
÷åðíûì öâåòîì, åñëè îí âõîäèò â îòâåò, è áåëûì, åñëè íå âõîäèò. Â ÷àñòíîñòè, âñå íóëè çíàìå-
íàòåëÿ âñåãäà áåëûå. (Âîò âàì è ó÷åò ÎÄÇ! Îêàçûâàåòñÿ, çàðàíåå åãî âûïèñûâàòü ñîâåðøåííî
íå íóæíî!)

Òåïåðü çàïóñòèì ïî íàøåé ïðÿìîé çìåéêó. Çìåéêà � ýòî êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ãðàôè÷åñêîé
èëëþñòðàöèåé çíàêà íàøåãî âûðàæåíèÿ, êîòîðîå ìû ñðàâíèâàåì ñ 0. À èìåííî, åñëè çìåéêà íà
êàêîì-òî èíòåðâàëå âûøå íàøåé êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà äàííîì èíòåðâàëå
çíàê âûðàæåíèÿ ïîëîæèòåëåí, à åñëè íèæå, òî îòðèöàòåëåí.

Çàïóñêàåòñÿ çìåéêà âñåãäà ñïðàâà íàëåâî. Ïî÷åìó? Äåëî â òîì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü íàøåé
êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé � ýòî áîëüøèå ïîëîæèòåëüíûå x. Ïðè òàêèõ x ëåãêî êîíòðîëèðîâàòü çíàê
âûðàæåíèÿ. À èìåííî, åñëè ñäåëàòü òàê, ÷òîáû çíàêè êîýôôèöèåíòîâ ïðè x âî âñåõ ñêîáêàõ
áûëè áû ïîëîæèòåëüíû (âîò ïî÷åìó ìû äîìíîæèëè íåðàâåíñòâî íà −1), òî î÷åâèäíî, ÷òî è
÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü ïðè áîëüøèõ x òàêæå áóäóò ïîëîæèòåëüíû. À ðàç òàê, òî è âñå
âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíî! Çíà÷èò, çìåéêà èäåò ñâåðõó.

Âåäÿ çìåéêó íàëåâî, ìû âñòðåòèì ïåðâûé íóëü, ò.å. îòìå÷åííóþ òî÷êó (â íàøåì ñëó÷àå ýòî
òî÷êà 1). ßñíî, ÷òî åñëè x > 1, òî è ÷èñëèòåëü, è çíàìåíàòåëü áóäóò ïîëîæèòåëüíû (ïîýòîìó
çìåéêà ïîäîøëà ê òî÷êå 1 ñâåðõó). Íî åñëè x áóäåò ÷óòü-÷óòü ìåíüøå 1, òî ÷èñëèòåëü ñòàíåò
îòðèöàòåëüíûì, â òî âðåìÿ êàê çíàìåíàòåëü âñå åùå áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Çíà÷èò, çíàê âñåãî
âûðàæåíèÿ ïîìåíÿåòñÿ, è çìåéêà äîëæíà óéòè âíèç, ïåðåéäÿ çà òî÷êó 1! Ìû áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî çìåéêà ãëîòàåò òî÷êó 1.

Ðèñ. 1.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî çìåéêà ïðîãëîòèò è òî÷êó 0. Íàì îñòàëîñü òîëüêî çàøòðèõîâàòü òó
îáëàñòü, íà êîòîðîé çìåéêà íèæå êîîðäèíàòíîé îñè, ïîñêîëüêó íàì íóæåí çíàê 6 ñîãëàñíî
íàøåìó íåðàâåíñòâó, è ïðîñòî çàïèñàòü îòâåò, ãëÿäÿ íà ðèñ. 1: 0 < x 6 1. Âîò è âñå!

Îòâåò: 0 < x 6 1.
Ðàçáåðåì áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
x

1− x
< x− 6.

Íà÷àëî ðåøåíèÿ ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò ðåøåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà: ìû íå äîìíîæàåì
íà çíàìåíàòåëü, ïîñêîëüêó îí ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíûì, à ïåðåíîñèì âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ
÷àñòü è ïðèâîäèì âûðàæåíèå ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ:

x2 − 6x+ 6

1− x
< 0.

×òî äåëàòü äàëüøå? Âî-ïåðâûõ, íóæíî íå çàáûòü ïîìåíÿòü çíàê â çíàìåíàòåëå, ïîòîìó ÷òî
íàì âàæíî, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïåðåä x áûë áû ïîëîæèòåëüíûì. Äîìíîæàÿ íåðàâåíñòâî íà
−1, ïîëó÷àåì

x2 − 6x+ 6

x− 1
> 0.

Äàëåå, íàì íóæíî ïîéìàòü òî÷êè, â êîòîðûõ ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ìåíÿþò çíàê.
Òî÷êè ñìåíû çíàêà � ýòî íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. Èìåííî ýòè òî÷êè ìû çàòåì îòìåòèì
íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé è çàïóñòèì ÷åðåç íèõ çìåéêó. Íî åñëè ñî çíàìåíàòåëåì âñå ïîíÿòíî
(îí îáðàùàåòñÿ â 0 â òî÷êå 1), òî ÷èñëèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí.

Â òàêèõ ñëó÷àÿõ î÷åíü âàæíî íå ïðîñòî íàéòè êîðíè êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà (èõ, êñòàòè ãî-
âîðÿ, èíîãäà ìîæíî è óãàäàòü), íî è îáÿçàòåëüíî ðàçëîæèòü âûðàæåíèå êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí

íà ìíîæèòåëè. Ïî÷åìó íàì âàæíî ðàçëîæåíèå? Äåëî â òîì, ÷òî èìåííî çà ëèíåéíûìè ñêîá-

êàìè ìû ñëåäèì ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Äðóãàÿ âàæíàÿ ìîòèâèðîâêà ðàçëîæåíèÿ
íà ìíîæèòåëè áóäåò äàíà íèæå.

Ïîñêîëüêó ó íàøåãî êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà ¾ïëîõèå¿ êîðíè, óäîáíî îôîðìèòü ðåøåíèå òàê.
Ñëåäóþùèé ïåðåõîä çàïèøåì òàêèì îáðàçîì:

(x− x1)(x− x2)

x− 1
> 0, ãäå x1 = 3−

√
32 − 6 = 3−

√
3 è x2 = 3 +

√
32 − 6 = 3 +

√
3.

Ò.å. ìû â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèÿ x1 è x2 äëÿ çàïèñè ãðîìîçäêèõ êîðíåé
3±
√
3.

Ïëîõèå êîðíè ïîðîæäàþò åùå îäíó ñëîæíîñòü ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Íàì
âàæíî â ïðàâèëüíîì ïîðÿäêå ðàñïîëîæèòü íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà êîîðäèíàòíîé
ïðÿìîé. Ïîíÿòíî, ÷òî x2 = 3 +

√
3 > 1. Òåïåðü äàâàéòå ñðàâíèì x1 = 3 −

√
3 è 1. Â òàêèõ

ñëó÷àÿõ íóæíî âñåãäà êðàòêî ïîÿñíÿòü, êàêîå èç ÷èñåë áîëüøå. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî òàê:
√
3 < 2 ⇒ x1 = 3−

√
3 > 3− 2 = 1.

Ïðèâåäåì åùå ðàç âñþ öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé ñ ñàìîãî íà÷àëà:

x

1− x
< x− 6⇔

x

1− x
− (x− 6) < 0⇔

x− (1− x)(x− 6)

1− x
< 0⇔

x2 − 6x+ 6

1− x
< 0⇔

x2 − 6x+ 6

x− 1
> 0⇔

(x− x1)(x− x2)

x− 1
> 0, ãäå x1 = 3−

√
32 − 6 = 3−

√
3 è x2 = 3 +

√
32 − 6 = 3 +

√
3.
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Ðàçäåë 2. Îïèñàíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ

Òåïåðü ìîæíî ðèñîâàòü êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ è çàïóñêàòü çìåéêó (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2.

Îòâåò: 1 < x < 3−
√
3, x > 3 +

√
3.

Ðàçóìååòñÿ, â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî äåëàòü áûñòðåå. Îäíàêî íà
ïåðâûõ ïîðàõ çíàêîìñòâà ñ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ëó÷øå íå ïåðåïðûãèâàòü ÷åðåç ëîãè÷åñêèå
øàãè, à âûïîëíÿòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíî è àêêóðàòíî.

Íà ñàìîì äåëå íå âñå òàê ïðîñòî. Â ìåòîäå èíòåðâàëîâ (êàê è â ëþáîé äðóãîé òåìå) åñòü
ñâîè ïîäâîäíûå êàìíè. Îòìåòèì äâà íàèáîëåå îïàñíûõ.

Ïåðâàÿ îïàñíîñòü. Ñ íåé ìû óæå âñòðå÷àëèñü. Î÷åíü âàæíî ïðè ïðèâåäåíèè äðîáåé ê
îáùåìó çíàìåíàòåëþ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåíÿòü çíàê ïåðåä ñòàðøèìè êîýôôèöèåíòàìè ïåðå-
ìåííîé, ÷òîáû ñäåëàòü èõ ïîëîæèòåëüíûìè. Äëÿ ýòîãî âñå íåðàâåíñòâî íóæíî óìíîæèòü íà
−1, ÷òî ïðèâåäåò ê èçìåíåíèþ çíàêà íåðàâåíñòâà. Ïîâòîðèì, ÷òî äåëàåòñÿ ýòî äëÿ òîãî, ÷òîáû
çìåéêà âñåãäà çàïóñêàëàñü ñâåðõó (ò.å. ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé êàæäàÿ ñêîáêà â
íàøåì âûðàæåíèè áûëà áû ïîëîæèòåëüíîé). Åñëè çàáûòü èçìåíèòü çíàê, òî çìåéêà äîëæíà
áóäåò ïîéòè ñíèçó, à îòñëåæèâàòü êàæäûé ðàç òàêèå ñèòóàöèè î÷åíü íåóäîáíî. Ïîýòîìó äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ íàäåæíîñòè âàæíî ïðèâîäèòü íàøå âûðàæåíèå ê òàêîìó ñòàíäàðòíîìó âèäó, ÷òî-
áû êîýôôèöèåíòû ïåðåä âñåìè ïåðåìåííûìè â ëèíåéíûõ ñêîáêàõ áûëè áû ïîëîæèòåëüíûìè.
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Ðàçäåë 2. Îïèñàíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ

Âòîðàÿ îïàñíîñòü. Âòîðàÿ îïàñíîñòü â ìåòîäå èíòåðâàëîâ íàìíîãî ñëîæíåå. Áîëåå òîãî,
çíàÿ îá ýòîé îïàñíîñòè, ñîñòàâèòåëè âàðèàíòîâ îëèìïèàä è ÅÃÝ ñïåöèàëüíî ïîäáèðàþò çàäà÷è
òàê, ÷òîáû îíà ïîÿâèëàñü. Ïîÿñíèì ýòó îïàñíîñòü íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

x 6 3− 1

x− 1
.

Äåéñòâóÿ ïî íàøåé ñõåìå, îïèñàííîé âûøå, ìû â êîíöå êîíöîâ ïðèâåäåì íåðàâåíñòâî ê âèäó

(x− 2)2

x− 1
6 0.

Ðèñ. 3.

Çàïóñòèâ çìåéêó êàê îáû÷íî (ñì. ðèñ. 3), ìû ïîëó÷èì îòâåò 1 < x 6 2, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ
íåâåðíûì (íàïðèìåð, òî÷êà x = 1,5 íå äîëæíà âõîäèòü â îòâåò, à òî÷êà x = 0, íàîáîðîò,
äîëæíà). Äàâàéòå ïîñìîòðèì, ÷åì îòëè÷àþòñÿ íåðàâåíñòâà

(x− 2)2

x− 1
6 0 è

(x− x1)(x− x2)

x− 1
> 0.

Âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå ñêîáêà ñîäåðæèò êâàäðàò. Âèäèìî, â ýòîì âñå äåëî. . .
Êàê âëèÿåò íàëè÷èå êâàäðàòà íà ïîâåäåíèå íàøåé çìåéêè? Âèäíî, ÷òî ïðè ïðîõîäå ÷åðåç

òî÷êó x = 2 çìåéêà íå äîëæíà ìåíÿòü çíàê, ïîòîìó ÷òî ñêîáêà, ñòîÿùàÿ â êâàäðàòå, íå ìåíÿåò
çíàêà! Ïîýòîìó òî÷êà x = 2 � îïàñíàÿ, è çìåéêå åå íåëüçÿ ãëîòàòü. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî çìåéêà êóñàåò îïàñíóþ òî÷êó.

×òîáû âñÿêèé ðàç íå äóìàòü, ãëîòàòü òî÷êó èëè êóñàòü, ïîëåçíî ïåðåä òåì, êàê ìû çàïóñêàåì
çìåéêó, îòìåòèòü âñå îïàñíûå òî÷êè, íàïðèìåð, âîñêëèöàòåëüíûì çíàêîì (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà
çìåéêà òî÷íî èõ íå ïðîãëîòèò, ïîñêîëüêó áóäåò âèäåòü, ÷òî òî÷êè ýòè îïàñíûå!

À êàêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ îïàñíûìè? Êîãäà çíàê âûðàæåíèÿ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïðîõîäå ÷åðåç
ýòó òî÷êó? Îòâåò òàêîé: òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îïàñíîé, åñëè ñêîáêà, êîòîðàÿ åå ñîäåðæèò, âõîäèò â
íàøå âûðàæåíèå â ÷åòíîé ñòåïåíè. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå çíàê òàêîé ñêîáêè íå áóäåò ìåíÿòüñÿ.
Íàïðèìåð, òî÷êà 2 â âûðàæåíèè

(x− 2)(x− 3)

x− 2
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Ðàçäåë 2. Îïèñàíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ

îïàñíàÿ, ïîñêîëüêó îíà âõîäèò â ñòåïåíè 1− 1 = 0. Õîòÿ, êîíå÷íî æå, ÷àùå âñåãî âñòðå÷àþòñÿ
îïàñíûå òî÷êè ñòåïåíè 2. Íàïðîòèâ, ñêîáêè, ñòîÿùèå â íå÷åòíûõ ñòåïåíÿõ 1, 3, . . . , îïàñíûìè
íå ÿâëÿþòñÿ, è ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè çìåéêîé ïðîãëàòûâàþòñÿ êàê îáû÷íî.

Âîò ïî÷åìó âàæíî ðàñêëàäûâàòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè, à íå ïðîñòî
èñêàòü èõ êîðíè! Åñëè íå íàïèñàòü âûðàæåíèå (x − 2)2, ìû íå óâèäèì ÷åòíîé ñòåïåíè è íå
ïîéìåì, ÷òî òî÷êà x = 2 � îïàñíàÿ! À èìåííî íà ýòîì ÷àñòî ëîâÿò øêîëüíèêîâ â îëèìïèàäíûõ
çàäà÷àõ è ïðèìåðàõ ÅÃÝ.

Òàêæå ïîä÷åðêíåì, ÷òî èìåííî ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé öåëüþ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷è ìåòîäîì èíòåðâàëîâ. Ïîýòîìó âàæíî ïðåæäå âñåãî èñêàòü èìåííî ðàçëîæåíèå
íà ìíîæèòåëè, â òîì ÷èñëå ñ ïîìîùüþ ôîðìóë ñîêðàùåííîãî óìíîæåíèÿ. ×àñòî ýòî ïîçâîëÿåò
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü ðåøåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíîé ñõåìîé ¾ïåðåíåñåì âñå â îäíó
÷àñòü è ïðèâåäåì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ¿.

Òåïåðü ìû ìîæåì íàðèñîâàòü ïðàâèëüíóþ êàðòèíêó (ñì. ðèñ. 4) äëÿ ìåòîäà èíòåðâàëîâ â
íàøåì íåðàâåíñòâå

(x− 2)2

x− 1
6 0.

Ðèñ. 4.

Îñòàåòñÿ òîëüêî ëèøü âûïèñàòü îòâåò. È âîò çäåñü íàñ ïîäñòåðåãàåò åùå îäíà îïàñíîñòü.
Õî÷åòñÿ âûïèñàòü îòâåò x < 1, ïîñêîëüêó èìåííî îí è çàêðàøåí íà ðèñóíêå. Íî ìû çàáûëè
îïàñíóþ òî÷êó x = 2. Âåäü îíà ÷åðíàÿ è ïîòîìó òîæå äîëæíà âõîäèòü â îòâåò! Îäíàêî ñòîèò ýòà
òî÷êà îäíà, ïîýòîìó çàìåòèòü åå, êîãäà ìû ñîáèðàåì îòâåò, íåïðîñòî! Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ
èçîëèðîâàííûìè, è ÷àùå âñåãî èìåííî î íèõ çàáûâàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷è. Ïîýòîìó íóæíî
ïîìíèòü, ÷òî òî÷êà îïàñíà íå òîëüêî ïîòîìó, ÷òî åå íóæíî óêóñèòü, íî åùå è ïîòîìó, ÷òî, åñëè
îíà ÷åðíàÿ, åå íóæíî íå çàáûòü âêëþ÷èòü â îòâåò! Íàïðîòèâ, åñëè îïàñíàÿ òî÷êà áåëàÿ, òî åå
â îòâåò âêëþ÷àòü íå íóæíî. Òàêèå òî÷êè íàçûâàþòñÿ âûêîëîòûìè.

Îòâåò: x < 1, x = 2.

Â çàêëþ÷åíèå îáðàòèì âíèìàíèå íà åùå îäíó òîíêîñòü, î êîòîðîé ÷àñòî íå ãîâîðÿò â øêîëå.
Óäîáíî çàïèñûâàòü îòâåò ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ; ïðè ýòîì â øêîëå ÷àñòî ó÷àò çàïèñûâàòü îòâåò
â òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì âèäå, íàïðèìåð, x ∈ (−∞; 1) ∪ {2}.

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, è òà, è äðóãàÿ çàïèñè êîððåêòíû è âåðíû. Òåì íå ìåíåå, óäîáíåå èñïîëü-
çîâàòü èìåííî çàïèñü â âèäå íåðàâåíñòâ. Ïî÷åìó, áóäåò ÿñíî èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. Ïîêà ÷òî
ñòîèò ëèøü ïðèâûêíóòü ê òàêîìó îôîðìëåíèþ.
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Ðàçäåë 3. Çàäà÷è íà ìåòîä èíòåðâàëîâ

Âîò, ïîæàëóé, è âñå òîíêîñòè ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Òåïåðü åùå ðàç äàäèì ÷åòêèé è êðàòêèé
àëãîðèòì äåéñòâèé è ïåðåéäåì ê ðåøåíèþ çàäà÷.

• Ïåðåíîñèì âñå â îäíó ÷àñòü, ïðèâîäèì ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ.

• Ðàñêëàäûâàåì ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íà ìíîæèòåëè, ñëåäèì, ÷òîáû âñå êîýôôèöèåíòû
ïðè x áûëè ïîëîæèòåëüíû.

• Ðèñóåì êîîðäèíàòíóþ îñü, îòìå÷àåì íà íåé íóëè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ: áåëûì, åñëè
îí íå âõîäèò â îòâåò, ÷åðíûì, åñëè âõîäèò â îòâåò, âîñêëèöàòåëüíûì çíàêîì ñâåðõó, åñëè
òî÷êà îïàñíàÿ (ò.å. âõîäèò â ÷åòíîé ñòåïåíè).

• Ðèñóåì çìåéêó ñïðàâà íàëåâî, ãëîòàÿ îáû÷íûå òî÷êè è êóñàÿ îïàñíûå. Øòðèõóåì îòâåò.

• Âûïèñûâàåì îòâåò ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ, íå çàáûâàåì âûêîëîòûå è èçîëèðîâàííûå òî÷-
êè.

3. Çàäà÷è íà ìåòîä èíòåðâàëîâ

Âî âñåõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî.

1.
x

x− 4
< 3.

2.
4

x+ 3
<

3

x− 1
.

3.
x2 − 5x+ 4

5− x
> 0.

4.
1

3− 2x
6 1.

5.
1

x− 96
6

x

x− 96
.

6.
x− 3

3x
>

1

2
.

7.
2x

x+ 1
< 1.

8.
3x− 1

2x+ 5
> 3.

9.
2x− 1

3 + 5
6 −2.

10.
7x+ 4

3− 2x
> 2.

11.
5− 6x

3x+ 4
< 1.

12.
x

2x− 1
<

1

3
.

13.
2− 3x

x+ 2
6 5.

14.
(x2 − 9)(1− x)

x2 + 2x+ 1
> 0.

15.
x2 + x− 6

(9− x)2
6 0.

16.
x2 + 6x+ 9

5 + 4x− x2
> 0.

17.
x2 + 8x+ 7

4x2 + 4x+ 1
< 0.

18.
x2(6− x)3(x+ 4)

(x+ 7)5
> 0.

19.
(1− 2x)3(3− 2x)4

(2x− 5)5
6 0.

20. x 6
2

x+ 1
.

21. 4x+ 7 6
2

x
.

22. x+ 3 +
4

x− 1
< 0.

23. (x2 − 4x)2 > 16.

24.
x+ 7

x− 2
> x− 1.
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Ðàçäåë 3. Çàäà÷è íà ìåòîä èíòåðâàëîâ

25. x 6
8x− 2

x+ 5
.

26.
30x− 9

x− 2
> 25(x+ 2).

27. 3− x >
1

2− x
.

28.
x

x− 1
> x+ 1.

29.
4x+ 1

4(2− x)
< x+ 2.

30.
x− 7

x+ 3
< x+ 1.

31.
x+ 7

x+ 2
> x− 1.

32. x+
1

x+ 1
6 −2.

33.
8− x

x− 10
6

2

2− x
.

34.
2x− 3

4x− 1
>

x− 2

x+ 2
.

35.
x+ 1

1− x
+

x− 1

x
< 2.

36.
2x− 7

x− 3
>

9

5− x
.

37.
x

x− 1
6

x− 2

x
.

38.
2x

x2 − 4
6

1

x+ 1
.

39.
2x− 3

x
>

3− 2x

2x2 − 4x
.

40.
3

x− 2
+ 2 <

3

x+ 4
.

41.
1

x+ 6
+

1

x− 2
>

1

x− 3
.

42.
1

x
+

1

x+ 1
>

1

x+ 2
.

43.
2

x+ 1
−

1

x− 1
>

3

x+ 2
.

44.
1

x− 2
+

2

x
>

3

x− 1
.

45.
6

x− 1
6

3

x+ 1
+

7

x+ 2
.

46.
21

x+ 1
<

16

x− 2
−

6

x
.

47.
7

x2 − 5x+ 6
+

9

x− 3
+ 1 6 0.

48.
1

x2 + 8x− 9
>

1

3x2 − 5x+ 2
.

49.
x+ 1

x2 + x+ 1
− 2 6

4

x− 1
.

50.
1

x2 − x
+ 1 >

1

x
−

1

x− 1
.

51.
4x− 1

x2 + x+ 1
< 1.

52.
1

x2 − 4x+ 3
>

1

x− 3
−

1

x− 2
.

53. x+
4x2 + 5x

x2 − x− 6
>

9

5x− 15
+

5x+ 1

5x+ 10
.

54.
x2 + x+ 1

x− 2
> 1− x.

55.
3x− 5

x2 + 4x− 5
6 0,5.

56.
2x+ 3

12− x− x2
+ 0,5 > 0.

57.
5− 2x

3x2 − 2x− 16
< 1.

58.
5− 4x

3x2 − x− 4
< 4.

59.
7x− 16

x2 − 7x+ 12
> −1.

60.
14x(2x+ 3)

x+ 1
<

(9x− 30)(2x+ 3)

x− 4
.

61.
(5x+ 4)(3x− 2)

x+ 3
6

(3x− 2)(x+ 2)

1− x
.

62.
(x+ 5)(3x2 − 3x+ 1)

x2 − 6x+ 9
>

>
(x+ 5)(x2 + 2x− 1)

x2 − 6x+ 9
.

63.
(x2 − 6x+ 9)(3x2 − 2x− 1)

5− x
6

6
(x2 − 6x+ 9)(2 + 2x− 4x2)

5− x
.
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Ðàçäåë 3. Çàäà÷è íà ìåòîä èíòåðâàëîâ

64.
4x2 − 1

x2 − 3x+ 2
> 1− 2x.

65.
x2 + x− 6

x2 + 2x+ 4
6 x+ 3.

66.
1

1 + 1/x
6 2.

67.

1

x− 1
− 1

1−
1

x− 7

> 0.

68.

(x2 − 2

x+ 1

)2
> 0.

69.
1

(x− 2)2
−

6

x− 2
+ 9 > 0.

70. (x− 3)2 +
1

x2 − 6x+ 9
> 2.

71.

(x
2
+

5

8
−

15

88− 32x

)2
> 1.

72.
x2 + 8x+ 15

x2 + 7x+ 14
6 0.

73.
x2 − 3x− 4

x+ 1
6 1.

74.
10 + 3x− x2

x2 − 3x+ 2
6 1.

75.
5x+ 1

(x+ 2)(x− 3)
> 1 +

16

x− 3
.

76.
(x− 2)(x− 5)(x− 8)

(x+ 2)(x+ 5)(x+ 8)
> −1.
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Ðàçäåë 4. Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

4. Ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

Ïðè ðåøåíèè áîëåå òðóäíûõ çàäà÷ (âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ìîäóëè, êîðíè, ëîãàðèôìû è ò.ä.)
÷àñòî âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøèòü íå îäíî ðàöèîíàëüíîå íåðàâåíñòâî, à ñðàçó íåñêîëü-
êî. Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíî ðåøèòü ñèñòåìó èëè ñîâîêóïíîñòü ðàöèîíàëüíûõ íåðàâåíñòâ. Çäåñü
ìû ïîêàæåì ïðèìåð îôîðìëåíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ, îáåñïå÷èâàþùèé íàèáîëüøóþ
íàäåæíîñòü íà ïðàêòèêå.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ{
x2 − 2x− 3 > 0

x2 − 11x+ 28 > 0.

Ìû ïðèâåäåì ñíà÷àëà êðàòêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, à ïîòîì íà åãî îñíîâå îáñóäèì îñíîâíûå
ïðèíöèïû ðåøåíèÿ ñèñòåì íåðàâåíñòâ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ.{

x2 − 2x− 3 > 0

x2 − 11x+ 28 > 0
⇔

{
(x+ 1)(x− 3) > 0

(x− 4)(x− 7) > 0.

Ðèñ. 5.

Îòâåò: x < −1, 3 < x 6 4, x > 7.

Òåïåðü ðàçáåðåìñÿ, ÷òî ìû ñäåëàëè è êàê ïîëó÷èëè ðåøåíèå.
Çàìåòèì, ÷òî ìû ðåøàåì èìåííî âñþ ñèñòåìó öåëèêîì, à íå îòäåëüíî âçÿòûå íåðàâåíñòâà.

Ýòî ñèëüíî ýêîíîìèò âðåìÿ, ïîñêîëüêó ìû ðàáîòàåì ñðàçó ñî âñåìè âûðàæåíèÿìè, ôèãóðèðó-
þùèìè â óñëîâèè çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ìû íå òîðîïèìñÿ âûïèñûâàòü îòâåò â îäíîì îòäåëüíîì
íåðàâåíñòâå, åñëè îíî îêàçàëîñü ïðîùå äðóãèõ. Ïðîñòî ïîòîìó, ÷òî âñå íåðàâåíñòâà ìû ðåøèì
îäíîâðåìåííî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ íà êàðòèíêàõ, à ÷èñëåííàÿ çàïèñü îòâåòà ëèøü â îäíîì èç
íèõ íèêàê íàì íå ïîìîæåò.
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Âñå àëãåáðàè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äëÿ íàñ óæå ñòàíäàðòíû: ìû ïðèâîäèì íåðàâåíñòâà ê
ñòàíäàðòíîìó âèäó, ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü (â íàøèõ íåðàâåíñòâàõ îíè è òàê â
îäíîé ÷àñòè) è ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ âûðàæåíèÿ íà ìíîæèòåëè.

À âîò ïðè çàïóñêå çìååê åñòü ðÿä õèòðîñòåé. Âî-ïåðâûõ, ó íàñ âîçíèêàåò íåñêîëüêî çìååê:
êàæäàÿ çìåéêà ñîîòâåòñòâóåò ñâîåìó íåðàâåíñòâó (èìåííî â òàêîì ïîðÿäêå èõ è íóæíî ðèñî-
âàòü). Âî-âòîðûõ, îòìå÷àÿ òî÷êè íà êàæäîé èç ïðÿìûõ, ìû äîëæíû ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê èõ
ðàñïîëîæåíèÿ. Èíà÷å ãîâîðÿ, òî÷êà −1 íà âåðõíåé çìåéêå äîëæíà ëåæàòü ëåâåå òî÷êè 4 íà
íèæíåé çìåéêå. Íàïîìíèì, ÷òî ïðè âîçíèêíîâåíèè èððàöèîíàëüíûõ îòâåòîâ íåîáõîäèìî êðàò-
êî ïîÿñíÿòü, ïî÷åìó Âû ðàñïîëàãàåòå òî÷êè èìåííî òàê, à íå èíà÷å.

Íó è íàêîíåö, ïîñëåäíèé øàã. Êàê ìû ïåðåñå÷åì îòâåòû, ïîëó÷åííûå íà êàæäîé çìåéêå?
Óäîáíåå âñåãî ñäåëàòü òàê. Ïðîâåäåì ÷åðåç âñå òî÷êè íà íàøåé êàðòèíêå âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå:
ïóíêòèðíûå, åñëè òî÷êà, ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâîäèòñÿ ïðÿìàÿ, áåëàÿ, è ñïëîøíóþ, åñëè òî÷êà ÷åð-
íàÿ (ñì. ðèñ. 5). Ýòè ïðÿìûå ðàçîáüþò îáëàñòü ìåæäó çìåéêàìè (ãîðèçîíòàëüíóþ ïîëîñêó) íà
íåñêîëüêî ÷àñòåé (â íàøåì ñëó÷àå ýòèõ ÷àñòåé ïÿòü). À òåïåðü áóäåì äâèãàòüñÿ ïî ýòèì ÷àñòÿì
ñëåâà íàïðàâî è çàêðàøèâàòü òå ÷àñòè, ó êîòîðûõ çàøòðèõîâàíû è âåðõ, è íèç (ò.å. ñîîòâåò-
ñòâóþùèå òî÷êè âõîäÿò â îòâåò îáîèõ íåðàâåíñòâ). Çàêðàøåííûå îáëàñòè � ýòî â òî÷íîñòè
îòâåò â íàøåé ñèñòåìå!

×òî äåëàòü, åñëè áû ìû ðåøàëè ñîâîêóïíîñòü? Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ íà ïî-
ñëåäíåì øàãå: êðàñèòü íóæíî òå ÷àñòè, ó êîòîðûõ çàøòðèõîâàíû èëè âåðõ, èëè íèç (ò.å. ñîîò-
âåòñòâóþùèå òî÷êè âõîäÿò â îòâåò õîòÿ áû îäíîãî íåðàâåíñòâà).

Ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà íåîáõîäèìî ðåøèòü è ñèñòåìó, è ñîâîêóïíîñòü (íèæå
òàêèå ïðèìåðû âîçíèêíóò). Â òàêîì ñëó÷àå íóæíî áûòü âíèìàòåëüíûì ïðè âûáîðå ðàñêðàñêè
è êðàñèòü ðåøåíèÿ ñèñòåìû è ñîâîêóïíîñòè ïî-ðàçíîìó (íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ øòðèõîâêó èëè
öâåòíûå êàðàíäàøè).

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàæåì åùå îäèí òèï çàäà÷ íà ìåòîä èíòåðâàëîâ, â êîòîðîì
âîçíèêàåò èìåííî ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ (õîòÿ ìîæåò âîçíèêíóòü è ñèñòåìà). Ýòîò òèï çà-
äà÷ òàêæå ïîêàæåò, ïî÷åìó îòâåò ïîëåçíî ïèñàòü èìåííî â âèäå íåðàâåíñòâ, à íå ñ ïîìîùüþ
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîãî ÿçûêà.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

(2x2 + 3x− 1)2 − 10x2 − 15x+ 9 > 0.

Âèäíî, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ïåðåä òåì, êàê ðàñêëàäûâàòü ÷òî-ëèáî íà ìíîæèòåëè, íåîáõîäèìî
ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííîé, ÷òîáû ñâåñòè çàäà÷ó ê êâàäðàòíîìó íåðàâåíñòâó.

(2x2 + 3x− 1)2 − 10x2 − 15x+ 9 > 0⇔
t2 − 5t+ 4 > 0 (ãäå t = 2x2 + 3x− 2)⇔

(t− 1)(t− 4) > 0.
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Ðèñ. 6.

Ïîëó÷àåì, ÷òî ëèáî t 6 1, ëèáî t > 4. Âåðíåìñÿ ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì.[
t 6 1

t > 4
⇔

[
2x2 + 3x− 2 6 0

2x2 + 3x− 5 > 0
⇔

(x+ 2)
(
x− 1

2

)
6 0

(x− 1)
(
x+

5

2

)
> 0.

Ðèñ. 7.

Îòâåò: x 6 −5
2
, −2 6 x 6 1

2
, x > 1.

Â ÷åì îêàçàëîñü ïðåèìóùåñòâî çàïèñè îòâåòà â âèäå íåðàâåíñòâ ïî ñðàâíåíèþ ñ òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííûì ÿçûêîì? À â òîì, ÷òî ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðîìåæóòî÷íîãî îòâåòà äëÿ íîâîé
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ïåðåìåííîé t çàäà÷à åùå íå ðåøåíà! Íåðàâåíñòâî îñòàëîñü (è äàæå íå îäíî, à öåëàÿ ñîâîêóï-
íîñòü), îíî ëèøü óïðîñòèëîñü äî áîëåå óäîáíîãî âèäà. Ó íàñ áûëî íåðàâåíñòâî, è îñòàëîñü
íåðàâåíñòâî. À âîò åñëè çàïèñàòü ïðîìåæóòî÷íûé îòâåò â âèäå t ∈ (−∞; 1] ∪ [4; +∞), òî ÷òî
òîãäà äåëàòü ñî ñëåäóþùèì øàãîì, êîãäà ìû âîçâðàùàåìñÿ ê ñòàðîé ïåðåìåííîé x? Êàê âîîáùå
ðàáîòàòü ñ çàïèñüþ âèäà

2x2 + 3x− 1 ∈ (−∞; 1] ∪ [4; +∞)?

Ïðèõîäèòñÿ âîçâðàùàòüñÿ èìåííî ê íåðàâåíñòâàì. Ñïðàøèâàåòñÿ, çà÷åì æå áûëî îò íèõ óõî-
äèòü?!

Â çàêëþ÷åíèå åùå ðàç ïðèâåäåì ñõåìó äåéñòâèé äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì èëè ñîâîêóïíîñòåé
íåðàâåíñòâ.

• Ðåøàåì âñþ ñèñòåìó öåëèêîì, à íå êàæäîå íåðàâåíñòâî îòäåëüíî;

• êàæäîå èç íåðàâåíñòâ ïðèâîäèì ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, ïåðåíîñÿ âñå ñëàãàåìûå â îäíó
ñòîðîíó, ïðèâîäÿ ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è ðàñêëàäûâàÿ íà ìíîæèòåëè;

• íå âûïèñûâàåì îòâåò äëÿ êàæäîãî íåðàâåíñòâà îòäåëüíî;

• äëÿ êàæäîãî íåðàâåíñòâà ðèñóåì ñâîþ çìåéêó, ïðè ýòîì ïîëîæåíèÿ ÷èñåë íà ðàçíûõ çìåé-
êàõ äîëæíû áûòü ñîãëàñîâàíû;

• ïðîâîäèì âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå ÷åðåç îòìå÷åííûå íà çìåéêàõ òî÷êè; ïóíêòèðíûå ïðÿìûå,
åñëè òî÷êè áåëûå, ñïëîøíûå � åñëè ÷åðíûå;

• øòðèõóåì îáëàñòè ìåæäó çìåéêàìè, êîòîðûå çàøòðèõîâàíû íà âñåõ çìåéêàõ ñèñòåìû (åñ-
ëè ðåøàåì ñèñòåìó) èëè õîòÿ áû íà îäíîé çìåéêå (åñëè ðåøàåì ñîâîêóïíîñòü).

77.


2(x− 1)− 3(x− 4) > x+ 5

3x− 4

x2 + 4x+ 4
> 0.

78.

x2 + 3x+ 2 > 0
x

x+ 1
6 0.

79.

{
4x2 > 1

−2x2 + 5x− 3 > 0.

80.

{
x2 − x− 6 > 0

x2 − 4x < 0.

81.

{
3x2 − 4x+ 1 > 0

3x2 − 5x+ 2 6 0.

82.


2− x

x+ 1
> 1

2− x

x+ 1
6 2.

83.


3x2 − 7x+ 8

x2 + 1
> 1

3x2 − 7x+ 8

x2 + 1
6 2.

84.

{
x2 6 4

x2 − x− 6 > 0.

85.

{
x2 + 2x− 3 > 0

x2 + x− 6 6 0.

86.


x2 − 14x+ 45 < 0

x2 − 11 + 30 > 0

2x− 3

x2 − x+ 2
> 0.

87.


3x2 − 5x− 2 > 0

3x2 − 7x− 6 < 0

6x2 − 11x− 10 6 0.
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88.

[
3x2 − 7x+ 4 < 0

x2 − 4 6 0.

89.

[
4x2 + 7x− 15 6 0

20x2 − 23x− 21 < 0.

90.

[
x2 − 6x− 27 > 0

4x2 + 31x+ 60 6 0.

91.

x2 + 16x+ 15 > 0

2x− 1

x+ 1
> 3.

92.

9x2 − 4x− 5 < 0

5x− 2

3− 2x
6 1.

93.


x2

x− 1
< 0

x2

x+ 1
6 0.

94.

 3

3− 2x− x2
6 1

11x− x2 > 28.

95. x2 + 1 >
x2 − 5

x2 + 2
.

96.
1

x2 − 5x+ 7
6 5x− x2 − 5.

97.
x2 + 2x+ 1

x2 + 2x+ 2
+

x2 + 2x+ 2

x2 + 2x+ 3
>

7

6
.

98. (x2 + 2x)2 − 3(x+ 1)2 6 −3.
99. (x2 − 5x+ 7)2 − (x− 3)(x− 2) 6 1.

100.
16

(x+ 6)(x− 1)
−

20

(x+ 2)(x+ 3)
> 1.

101. (x+ 1)(x+ 2)(x+ 3)(x+ 4) > 120.

102. 3
(
x−

1

x

)
+ 2
(
x2 +

1

x2

)
6 4.

103.

(
x2 +

16

x2

)
− x−

4

x
> 12.

5. Ìåòîä îáëàñòåé

Âàæíîé ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà èíòåðâàëîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ìåòîä îáëàñòåé. Ïî
ñóòè îí çàêëþ÷àåòñÿ â îáîáùåíèè ìåòîäà èíòåðâàëîâ íà ñëó÷àé ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ.
Èíà÷å ãîâîðÿ, âìåñòî âûðàæåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé x ìû ðàññìàòðèâàåì âûðàæåíèå, çà-
âèñÿùåå îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y, êîòîðûå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êîîðäèíàòû òî÷åê
íà ïëîñêîñòè. Íåðàâåíñòâî âèäà f(x, y) > 0 çàäàåò íà ïëîñêîñòè íåêîòîðóþ îáëàñòü èëè íàáîð

îáëàñòåé, êîòîðûé ÷àñòî áûâàåò ïîëåçåí ïðè èçó÷åíèè èñõîäíîãî àëãåáðàè÷åñêîãî íåðàâåíñòâà.
Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà îáëàñòåé ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ ïîâòîðÿåò èäåîëîãèþ îáû÷íîãî ìåòîäà

èíòåðâàëîâ. Íàì íåîáõîäèìî ëèøü íàó÷èòüñÿ ïîâûøàòü ðàçìåðíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ îáúåê-
òîâ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 6. Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó

(x− y)(x2 + y) > 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ýòîé çàäà÷å îò íàñ íå òðåáóþò âûïèñûâàòü îòâåò â ÷èñëåííîì
âèäå: ýòî ïðîñòî íåâîçìîæíî. Âìåñòî ýòîãî äîñòàòî÷íî êàðòèíêè, íà êîòîðîé áóäóò âûäåëåíû
âñå òî÷êè, óäîâëåòâîðÿþùèå íàøåìó íåðàâåíñòâó. Ïî ñóòè, íàì íóæíà êàðòèíêà, àíàëîãè÷íàÿ
çìåéêå.

Êàêèì îáðàçîì ýòó êàðòèíêó ïîëó÷èòü? Äëÿ íà÷àëà íàì íóæíî ïðèâåñòè íàøå íåðàâåíñòâî
ê ñòàíäàðòíîìó âèäó, ò.å. ïåðåíåñòè âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòü è ðàçëîæèòü ïîëó÷åííîå
âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè. Íàì ïîâåçëî: íàøå âûðàæåíèå óæå ïðèâåäåíî ê ñòàíäàðòíîìó âèäó,
òàê ÷òî ýòîò øàã ñåé÷àñ äåëàòü íå íóæíî. Äàëåå, íóæíî îòìåòèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
íóëè âñåõ ñêîáîê (ïîëíàÿ àíàëîãèÿ ñ ìåòîäîì èíòåðâàëîâ!). Íî òîëüêî åñëè â ìåòîäå èíòåðâàëîâ
íóëü êàæäîé ñêîáêè � ýòî òî÷êà, òî â ìåòîäå îáëàñòåé ýòî êðèâàÿ, ò.å. öåëîå ìíîæåñòâî òî÷åê.
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Êàê ïðàâèëî � ýòî ñòàíäàðòíûå êðèâûå, çíàêîìûå íàì èç êóðñà àëãåáðû: ïðÿìûå, ïàðàáîëû,
ãèïåðáîëû è îêðóæíîñòè.

Â íàøåì ñëó÷àå íàì íóæíî íàðèñîâàòü ìíîæåñòâà {x − y = 0} è {x2 + y = 0}. ßñíî, ÷òî
ïåðâîå ìíîæåñòâî � ýòî ïðÿìàÿ (áèññåêòðèñà ïåðâîãî êâàäðàíòà), à âòîðîå � ïàðàáîëà ðîãàìè
âíèç ñ âåðøèíîé â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Äîãîâîðèìñÿ ðèñîâàòü ïîäîáíûå ìíîæåñòâà íóëåé ïóíêòèðíîé ëèíèåé, åñëè òî÷êè ýòèõ ìíî-
æåñòâ íå âõîäÿò â îòâåò, è ñïëîøíîé ëèíèåé, åñëè âõîäÿò. Ïî ñóòè ýòî àíàëîãè áåëûõ è ÷åðíûõ
òî÷åê ñîîòâåòñòâåííî. Â íàøåì ñëó÷àå è ïðÿìàÿ, è ïàðàáîëà äîëæíû áûòü íàðèñîâàíû ñïëîø-
íûìè ëèíèÿìè (ñì. ðèñ. 8). Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè èçîáðàæåíèè íåñêîëüêèõ êðèâûõ ìû
îáÿçàíû óêàçàòü òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ � ýòî òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ðåøåíèÿ. Â íàøåì ñëó÷àå
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåãêî óãàäûâàþòñÿ � ýòî òî÷êè (0; 0) è (−1;−1).

Ðèñ. 8.

À òåïåðü íà÷èíàåòñÿ ñàìîå èíòåðåñíîå. Íàì íóæíî çàïóñòèòü çìåéêó, ò.å. íàéòè çíàêè, êî-
òîðûå ïðèíèìàåò âûðàæåíèå (x− y)(x2 + y) â êàæäîé èç îáëàñòåé, íà êîòîðûå ðàçáèëè êîîð-
äèíàòíóþ ïëîñêîñòü ìíîæåñòâà íóëåé íàøèõ ñêîáîê. È çäåñü, â îòëè÷èå îò ìåòîäà èíòåðâàëîâ,
åñòü ñðàçó äâà ñóùåñòâåííûõ îòëè÷èÿ.

Ïðåæäå âñåãî, â ìåòîäå èíòåðâàëîâ ìû ìîãëè ïðèâåñòè âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè ê ñòàí-
äàðòíîìó âèäó, êîãäà êîýôôèöèåíòû ïðè ïåðåìåííîé x âî âñåõ ñêîáêàõ áûëè ïîëîæèòåëüíûìè,
÷òî ïîçâîëÿëî çàïóñêàòü çìåéêó âñåãäà ñïðàâà íàëåâî, âåäÿ åå ñâåðõó. Íà ïëîñêîñòè ïîäîáíîãî
ñòàíäàðòíîãî âèäà íå ñóùåñòâóåò. Êàê æå îïðåäåëèòü çíàê âûðàæåíèÿ â êàæäîé èç îáëàñòåé?

Îêàçûâàåòñÿ, äîñòàòî÷íî óçíàòü çíàê òîëüêî â îäíîé òî÷êå èç äàííîé îáëàñòè! Â ñàìîì
äåëå, ñìåíà çíàêà êàêîé-ëèáî ñêîáêè ïðîèñõîäèò òîëüêî ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ìíîæåñòâî íóëåé

ýòîé ñêîáêè. Ïîýòîìó, îñòàâàÿñü â äàííîé îáëàñòè è íå ïåðåñòóïàÿ ÷åðåç ìíîæåñòâà íóëåé,
êîòîðûå ìû îòìåòèëè, çíàê âûðàæåíèÿ ìåíÿòüñÿ íå áóäåò.

Ïîäñòàâèì, íàïðèìåð, òî÷êó (1; 0). ßñíî, ÷òî òîãäà (1− 0)(12 + 0) = 1 > 0, òàê ÷òî çíàê âû-
ðàæåíèÿ (x−y)(x2+y) áóäåò ïîëîæèòåëåí âî âñåé îáëàñòè, ñîäåðæàùåé òî÷êó (1; 0). Ïîýòîìó
ìû ìîæåì çàêðàñèòü âñþ îáëàñòü, ñîäåðæàùóþ òî÷êó (1; 0), è äàæå äëÿ íàäåæíîñòè ïîñòàâèòü
â íåé çíàê +, ðàâíûé çíàêó âûðàæåíèÿ (x− y)(x2 + y) â ýòîé îáëàñòè (äåëàåòñÿ ýòî äëÿ òîãî,
÷òîáû, ïîïàâ íà ïåðâîì øàãå â îòðèöàòåëüíóþ îáëàñòü, êîòîðàÿ íå âîéäåò â îòâåò, ìû áû íå
çàáûëè çíàê â ýòîé îáëàñòè).

Íî êàê áûòü ñ äðóãèìè îáëàñòÿìè? Åñëè èõ ìíîãî (â íàøåì ñëó÷àå èõ ïÿòü), òî íå ïðîâåðÿòü
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æå ïÿòü ðàçíûõ òî÷åê � ýòî î÷åíü íåóäîáíî! È çäåñü âîçíèêàåò âòîðîå îòëè÷èå ìåòîäà îáëàñòåé
îò ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óçíàòü çíàê âûðàæåíèÿ (x − y)(x2 + y) â îñòàâøèõñÿ
îáëàñòÿõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòî íà÷àòü õîäèòü ïî íèì, ïåðåøàãèâàÿ ÷åðåç ìíîæåñòâà íóëåé, îãðà-
íè÷èâàþùèõ íàøè îáëàñòè! Çäåñü ñàìîé çìåéêè ìû íå âèäèì, ïîýòîìó áóäåì ïðîñòî ïåðåõîäèòü
â ñîñåäíèå îáëàñòè, ìåíÿÿ ïðè ýòîì çíàê íàøåãî âûðàæåíèÿ. Ïî÷åìó âûðàæåíèå ìåíÿåò çíàê
ïðè ïðîõîäå ÷åðåç ãðàíèöó? Ïî òîé æå ïðè÷èíå, ïî êîòîðîé çìåéêà â ìåòîäå èíòåðâàëîâ ìåíÿëà
çíàê ïðè ïðîõîäå ÷åðåç íóëü ñêîáêè! Çíà÷èò, ìîæíî ïðîéòè ïî âñåì îáëàñòÿì, ìåíÿÿ çíàêè ïðè
êàæäîì ïåðåøàãèâàíèè ÷åðåç ãðàíèöó. Â èòîãå, çàêðàøèâàÿ îáëàñòè ñ ïîëîæèòåëüíûì çíàêîì,
ìû ïîëó÷àåì ðèñ. 9.

Ðèñ. 9.

Ðàçóìååòñÿ, ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà îáëàñòåé òàêæå åñòü ñâîè òîíêîñòè. Âî-ïåðâûõ, ïåðå-
øàãèâàòü ÷åðåç ãðàíèöû íåîáõîäèìî ñ îñòîðîæíîñòüþ, ïîñêîëüêó, êàê è â ìåòîäå èíòåðâàëîâ,
áûâàþò îïàñíûå ãðàíèöû, ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç êîòîðûå çíàê íå ìåíÿåòñÿ. Îáû÷íî îíè ñîîòâåò-
ñòâóþò âûðàæåíèÿì âèäà x2 èëè |x|. Âî-âòîðûõ, ìîæåò âîçíèêíóòü òàêîé âîïðîñ. ×òî áûëî
áû, åñëè áû ìû îáîøëè íàøè îáëàñòè â äðóãîì ïîðÿäêå? Ò.å. çàâèñèò ëè êîíå÷íàÿ êàðòèíêà
îò ïîðÿäêà îáõîäà îáëàñòåé? Íåñëîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî íå çàâèñèò: çíàê â êàæäîé îáëàñòè
îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî, ïîýòîìó ñïîñîá åãî ïîëó÷åíèÿ íå âëèÿåò íà ñàì çíàê.
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Ñóììèðóåì íàøè íàáëþäåíèÿ.

• Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì îáëàñòåé ñíà÷àëà ìû ïåðåíîñèì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ñòî-
ðîíó è ðàñêëàäûâàåì ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå íà ìíîæèòåëè;

• íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè èçîáðàæàåì ìíîæåñòâà íóëåé êàæäîé èç ñêîáîê, êîòîðûå ïî-
ëó÷àþòñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè; îòìå÷àåì íà ðèñóíêå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ýòèõ ìíîæåñòâ;

• êðèâàÿ ðèñóåòñÿ ñïëîøíîé ëèíèåé, åñëè åå òî÷êè âõîäÿò â îòâåò, è ïóíêòèðíîé, åñëè íå
âõîäÿò; îïàñíóþ êðèâóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñêîáêàì ïîñòîÿííîãî çíàêà (íàïðèìåð, x2 èëè
|x|) âûäåëÿåì äîïîëíèòåëüíî (íàïðèìåð, áîëåå æèðíî èëè øòðèõóÿ ìàëóþ îêðåñòíîñòü
âîêðóã íåå);

• äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà âûðàæåíèÿ â îäíîé îáëàñòè âûáèðàåì ïðîáíóþ òî÷êó è ñ÷èòàåì
çíàê âûðàæåíèÿ â íåé;

• äëÿ îïðåäåëåíèÿ çíàêà â îñòàëüíûõ îáëàñòÿõ îáõîäèì èõ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïåðåøàãèâàÿ
÷åðåç ãðàíèöû è ëèáî ìåíÿÿ çíàê, åñëè ìû ïåðåøàãíóëè ÷åðåç îáû÷íóþ êðèâóþ, ëèáî
ñîõðàíÿÿ çíàê, åñëè ïåðåøàãíóëè ÷åðåç îïàñíóþ êðèâóþ;

• çàêðàøèâàåì òå îáëàñòè, çíàê âûðàæåíèÿ â êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî çíàêîì èç óñëîâèÿ
çàäà÷è.

104. y − x2 − x > 0.

105. x2 − 5xy + 6y2 > 0.

106. xy + 1 6 0.

107. (x+ 1)2 > y2.

108. y −
x+ 1

x
6 0.

109. (xy − 2)(2x+ y − 1) > 0.

110. x4 − 2x2 > y2 + 2y.

111.
(x2 − y2)(x2 + y2 − 4)

x2 + y2
6 0.

112.
(x− y)(xy + 2)

x+ y
> 0.

113.
2x− 2y + 1

x2 + y2 − 1
> 1.
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6. Ïðèìåðû êîíòðîëüíûõ ðàáîò

Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ïðîâåðî÷íûõ ðàáîò ïî òåìàì, ñâÿçàííûì ñ ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ.

ÂÀÐÈÀÍÒ I

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
3x2 + 10x+ 3

(3− x)2(4− x2)
> 0.

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî x2 +
x2 − 8x+ 16

x2 − 2x+ 1
>

8x− 2x2

x− 1
.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
x2 + x− 2

x
+

2x

x2 + x− 2
> 3.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ


x2 − x− 20 < 0

x2 − 2x− 8 > 0

2x2 + x− 45 < 0

.

5. Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

(x− 1)(y − x2 + 3)

y − 1
> 0.

ÂÀÐÈÀÍÒ II

1. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
(x− 1)2

(5x+ 10)2(−1− 3x)
< 0.

2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
1

2x2 + 3x
6

1

3x− 2x3
.

3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
x2 + x− 5

x
+

3x

x2 + x− 5
6 −4.

4. Ðåøèòü ñèñòåìó íåðàâåíñòâ


42 − 4x− 3 6 0

1

x2
> 1

3x2 − 20x− 7 < 0

.

5. Èçîáðàçèòü íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè ìíîæåñòâî òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

(x+ 2)(y2 − x)

y2 − 1
< 0.
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