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1. Ââåäåíèå

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè íà÷èíàþò èçó÷àòüñÿ åùå â 7-8 êëàñ-
ñàõ, çàäà÷è òàêîãî òèïà òðàäèöèîííî ÿâëÿþòñÿ êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ äëÿ ìíîãèõ øêîëüíèêîâ.
Ïðè÷èíà òîìó ïðîñòà: óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ñàìûõ ñëîæíûõ

òåì øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû. Çàäà÷è, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò ìîäóëè, ñëîæíû è ðàçíîîáðàç-
íû, ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñóùåñòâóåò î÷åíü ìíîãî (â äàííîì ïîñîáèè ìû âûäåëÿåì
øåñòü òàêèõ ìåòîäîâ), à âûáðàòü íóæíûé ìåòîä çà÷àñòóþ íåëåãêî. Ïðè ýòîì øêîëüíèêè çà÷à-
ñòóþ ïîìíÿò òîëüêî ðàñêðûòèå ìîäóëåé ïî ñëó÷àÿì, ÷òî îáû÷íî êðàéíå íåóäîáíî ïðè ðåøåíèè
êîìáèíèðîâàííûõ çàäà÷ ñ òðèãîíîìåòðèåé, ëîãàðèôìàìè è ò.ä. Êðîìå òîãî, î ïîäîáíûõ ñëîæíî-
ñòÿõ ïðåêðàñíî çíàþò ñîñòàâèòåëè ïåðå÷íåâûõ îëèìïèàä, ïîýòîìó, ïðåäëàãàÿ çàäà÷ó ñ ìîäóëåì
íà îëèìïèàäå, îíè êàê ðàç è ðàññ÷èòûâàþò íà òî, ÷òî øêîëüíèêè áóäóò ïðîñòî ðàçáèðàòü ñëó-
÷àè ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé (õîòÿ ïðîñòîå ðåøåíèå èíîãäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñîâñåì ïî-äðóãîìó
è ãîðàçäî áûñòðåå). Ó øêîëüíèêîâ íà ýòî óõîäèò ìíîãî ñèë è âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíè,
äàæå ðåøèâ çàäà÷ó ïðàâèëüíî, óæå ïðîñòî íå óñïåâàþò ñïðàâèòüñÿ ñî ìíîãèìè îñòàâøèìèñÿ
íîìåðàìè.

Öåëü äàííîãî ïîñîáèÿ � ÷åòêî çàôèêñèðîâàòü íàáîð ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòü-
ñÿ ïðè ðåøåíèè ïðîñòåéøèõ çàäà÷ ñ ìîäóëÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîãðàììå 7�8 êëàññà (äî
èçó÷åíèÿ êâàäðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ è ìåòîäà èíòåðâàëîâ). Ýòè ìåòîäû ïðåäñòàâëåíû â òðåõ ðàç-
äåëàõ: ¾Ïðîñòåéøèå çàäà÷è¿, ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿ è ¾Ëèíåéíûå ìîäóëè¿. Â òî æå âðåìÿ ïîëåçíî
ðåãóëÿðíî ïðåäëàãàòü øêîëüíèêàì ïîäîáíûå çàäà÷è, ÷òîáû îñâåæàòü â ïàìÿòè òåõíèêó ðåøå-
íèÿ ýòèõ äîâîëüíî íåïðîñòûõ ïðèìåðîâ.

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : bibikov.pv@sch2.ru
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Ðàçäåë 2. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ è ïðîñòåéøèå çàäà÷è

2. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ è ïðîñòåéøèå çàäà÷è

Ìû íà÷íåì ñ àêêóðàòíîãî îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ìîäóëÿ ÷èñëà è ðàçëè÷íûõ åãî ïðåäñòàâëå-
íèé. Äëÿ íà÷àëà ñôîðìóëèðóåì ÷åòêîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìîäóëåì ÷èñëà a íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà |a|, ðàâíàÿ a, åñëè a > 0, è −a, åñëè
a 6 0.

Ýòî æå îïðåäåëåíèå ÷àñòî çàïèñûâàþò â âèäå ôîðìóëû

|a| =

{
a, åñëè a > 0

−a, åñëè a 6 0.

Ïîëåçíî òàêæå ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ìîäóëÿ. À èìåííî, ðàñ-
ñìîòðèì êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ è îòìåòèì íà íåé òî÷êó 0 è òî÷êó a. Òîãäà ìîäóëü ÷èñëà a �
ýòî äëèíà îòðåçêà ñ êîíöàìè â òî÷êàõ 0 è a. Àíàëîãè÷íî, ìîäóëü |b− c| � ýòî äëèíà îòðåçêà ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ b è c (ñì. ðèñ. 1).

Ðèñ. 1.

Âðîäå áû ïîíÿòèå ìîäóëÿ íå âûçûâàåò ñåðüåçíûõ ïðîáëåì. Âåäü ñîâåðøåííî ÿñíî, êàê ïî-
ñ÷èòàòü ìîäóëü òîãî èëè èíîãî êîíêðåòíîãî ÷èñëà: |3| = 3, | − 5| = 5, |0| = 0, è ò.ä. Êàêèå æå
ìîãóò áûòü ïðîáëåìû ïðè èçó÷åíèè òàêîãî ïðîñòîãî ïîíÿòèÿ?

Íà ñàìîì äåëå ïðîáëåìû åñòü, è î÷åíü ñåðüåçíûå. Îñíîâíóþ ïðîáëåìó ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü òàê. Äà, ìû çíàåì, ÷åìó ðàâåí ìîäóëü êîíêðåòíîãî ÷èñëà. Íî ìû íå çíàåì, ÷åìó ðàâåí
ìîäóëü íåèçâåñòíîãî ÷èñëà x! Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ìû ðåøàåì óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå âûðàæå-
íèÿ âèäà |x| (ò.å. ïîä ìîäóëåì ñòîèò íåèçâåñòíîå ÷èñëî), òî ìû íå ìîæåì ñðàçó ñêàçàòü, ÷åìó
ðàâíî ýòî âûðàæåíèå! Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ãëàâíàÿ ñëîæíîñòü ïðè ðàáîòå ñ ìîäóëÿìè.

Êàê ýòó ñëîæíîñòü ïðåîäîëåòü? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñïîñîáîâ ñäåëàòü ýòî äîâîëüíî ìíîãî.
Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì òðè íàèáîëåå ïðîñòûõ ñïîñîáà (ñîîòâåòñòâóþùèõ èìåííî ïðîãðàììå 7-
ãî êëàññà), à â äàëüíåéøåì ïîãîâîðèì åùå î íåñêîëüêèõ. Ïðè ýòîì íàäî ñêàçàòü, ÷òî âûáðàòü
ïîäõîäÿùèé ñïîñîá äëÿ èçáàâëåíèÿ îò ìîäóëåé íå òàê ëåãêî (ïîñêîëüêó èõ ìíîãî). Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, âûáðàâ íåðàöèîíàëüíûé ñïîñîá, ìîæíî î÷åíü ñèëüíî óñëîæíèòü ñåáå æèçíü, ïîñêîëüêó
îáúåì âû÷èñëåíèé ìíîãîêðàòíî óâåëè÷èòñÿ. Èìåííî ïîýòîìó ìîäóëè òðàäèöèîííî ñ÷èòàþòñÿ
òðóäíîé òåìîé, òðåáóþùåé äëÿ ñâîåãî îñâîåíèÿ áîëüøîãî êîëè÷åñòâà âðåìåíè è ñèë.
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Ðàçäåë 2. Îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ è ïðîñòåéøèå çàäà÷è

Ïåðâûé ñïîñîá èçáàâëåíèÿ îò ìîäóëåé ñâÿçàí ñ íàèáîëåå ïðîñòûìè çàäà÷àìè è óðàâíåíèÿìè.
Äëÿ ãðàìîòíîãî èõ ðåøåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ íå ñòîëüêî ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ, ñêîëüêî
åãî ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Íàïîìíèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ìîäóëü ÷èñëà �
ýòî ðàññòîÿíèå îò ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé äî 0.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå |x| = 1.

Ýòî ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå ñ ìîäóëåì, è î÷åíü ÷àñòî çàäà÷è óäàåòñÿ ñâåñòè ê ðåøåíèþ
íåñêîëüêèõ òàêèõ óðàâíåíèé (èëè íåðàâåíñòâ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå). Ýòî óðàâíå-
íèå ìîæíî ðåøèòü, ðàññóæäàÿ äâóìÿ ñïîñîáàìè: àëãåáðàè÷åñêè è ãåîìåòðè÷åñêè. Ìû ïîêàæåì
îáà ñïîñîáà, ÷òîáû Âû ìîãëè âûáðàòü òîò, êîòîðûé óäîáåí Âàì. Îäíàêî ñòîèò èìåòü â âèäó,
÷òî ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ óäîáíî èñïîëüçîâàòü òîëüêî ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá !

Ñïîñîá 1 (àëãåáðàè÷åñêèé). Âñïîìíèì, ÷òî ìîäóëü ÷èñëà � ýòî ÷èñëî áåç çíàêà, ò.å.
ìîäóëü ïðîñòî óáèðàåò ïåðåä ÷èñëîì çíàê −. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû âçÿëè íåèçâåñòíîå ÷èñëî x,
óáðàëè ïåðåä íèì çíàê − (åñëè îí áûë), è ïîëó÷èëè 1. ×åìó ìîãëî áûòü ðàâíî x? Î÷åâèäíî, ÷òî
1 èëè −1! Èáî ìîäóëü ÷èñëà íå âèäèò ëèøü åãî çíàê, ïîýòîìó òîëüêî èíôîðìàöèþ î çíàêå ìû
äîëæíû âîññòàíîâèòü. Íî çíàêà òîëüêî äâà � ïëþñ è ìèíóñ, ñîîòâåòñòâåííî îáà îíè ïîäõîäÿò.

Ñïîñîá 2 (ãåîìåòðè÷åñêèé). Âñïîìíèì, ÷òî |x| � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî 0. Íàì
èçâåñòíî, ÷òî |x| = 1, ò.å. òî÷êà x óäàëåíà îò 0 íà ðàññòîÿíèå 1. ×òî æå ýòî çà òî÷êà? Î÷åâèäíî,
÷òî ëèáî 1, ëèáî −1 â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêóþ ñòîðîíó (ïîëîæèòåëüíóþ èëè îòðèöàòåëü-
íóþ) ìû îòêëàäûâàåì îòðåçîê äëèíû 1. Âàæíî íå çàáûòü, ÷òî îòðåçîê ìîæíî îòêëàäûâàòü îò
òî÷êè 0 â äâå ñòîðîíû, è íå òåðÿòü âòîðîãî îòâåòà ñî çíàêîì −.

Îòâåò: x = ±1.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñëîæíåå.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x| < 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ òàêîãî íåðàâåíñòâà î÷åíü âàæíî õîðîøî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå ãåîìåòðè÷åñêèé
ñìûñë ìîäóëÿ, ïîñêîëüêó èìåííî îí ëó÷øå âñåãî ïîçâîëÿåò ñïðàâèòüñÿ ñ ýòèì ïðèìåðîì. Åùå
ðàç íàïîìíèì, ÷òî |x| � ýòî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè x äî 0. Íàì èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå
ìåíüøå 1. Âîïðîñ: ãäå ìîãóò ðàñïîëàãàòüñÿ òî÷êè, óäàëåííûå îò 0 íà ðàññòîÿíèå, ìåíüøåå, ÷åì
1? Îòâåò: íà èíòåðâàëå (−1; 1) (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 2.

Íè÷åãî áîëüøåãî çäåñü ïîÿñíÿòü íå íóæíî, êàðòèíêà ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì è ñîâåðøåííî ñòðîãèì
îáîñíîâàíèåì îòâåòà. Áîëåå òîãî, èìåííî ýòà êàðòèíêà è äîëæíà âîçíèêàòü â ãîëîâå âñÿêèé ðàç,
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Ðàçäåë 3. Òî÷êè è êóñî÷êè

êîãäà çàäà÷à ñ ìîäóëÿìè ñâîäèòñÿ ê ïðîñòåéøèì íåðàâåíñòâàì íàïîäîáèå òîãî, ÷òî ó íàñ òîëüêî
÷òî âîçíèêëî.

Îòâåò: −1 < x < 1.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x| > 1.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è êàðòèíêà òðåáóåòñÿ íåìíîãî äðóãîé: íàì íóæíû òî÷êè, äàëåêî
ðàñïîëîæåííûå îò 0 (ò.å. ðàñïîëîæåííûå äàëüøå, ÷åì òî÷êè ±1). Ïîýòîìó çäåñü îòâåòîì áóäóò
äâà ëó÷à (ñì. ðèñ. 3).

Ðèñ. 3.

Âàæíî ñëåäèòü çà âêëþ÷åíèåì èëè íåâêëþ÷åíèåì êîíöîâ ëó÷åé èëè ïðîìåæóòêîâ â îòâåò:
ýòî çàâèñèò îò òîãî, ñòðîãîå èëè íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî ó íàñ ðàññìàòðèâàåòñÿ. Íà êàðòèíêå
ýòî ëåã÷å âñåãî îòîáðàæàòü òàê: ðèñîâàòü áåëóþ òî÷êó, åñëè îíà íå âõîäèò â îòâåò (ýòî îáû÷íî
ñîîòâåòñòâóåò ñòðîãîìó íåðàâåíñòâó < èëè >), è ÷åðíóþ òî÷êó, åñëè îíà âõîäèò â îòâåò (çäåñü
îáû÷íî âîçíèêàþò íåñòðîãèå íåðàâåíñòâà 6 èëè >).

Îòâåò: x 6 −1, x > 1.

1. |2x− 4| = 1.

2. |3− |x− 2|| < 1.

3. |x− 7| = 4.

4. ||x| − 2| = 1.

5. 1 < |2x− 5| 6 3.

6. ||4− x| − x| = 1.

3. Òî÷êè è êóñî÷êè

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñïîñîá ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ðàçîáðàííûé â ïðåäûäóùåì ðàçäå-
ëå, áåçóñëîâíî, õîðîøî ñïðàâëÿåòñÿ ñ ïðîñòåéøèìè óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè âèäà |x| = a,
|x| < a èëè |x| > a. Íî ÷òî äåëàòü, åñëè â çàäà÷å ñðàçó íåñêîëüêî ìîäóëåé? Âåäü, ðåøàÿ ïðî-
ñòåéøèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ìû ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëè òîò ôàêò, ÷òî ìîäóëü îäèí, à
â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò êîíñòàíòà. Êàê áûòü, åñëè íàøà çàäà÷à áîëåå ñëîæíàÿ?

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà. Ïåðâûé ïðèìåð ñîäåðæèò îäèí ìîäóëü è ìîæåò áûòü
ðåøåí ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãåáðàè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ. Âî âòîðîì ïðèìåðå ìîäóëåé
áóäåò áîëüøå, ïîýòîìó íàøè ðàññóæäåíèÿ íóæíî áóäåò ìîäèôèöèðîâàòü.
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Ðàçäåë 3. Òî÷êè è êóñî÷êè

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x− 1| >
3

2
− 2x.

Ïî ñâîåìó âíåøíåìó âèäó ýòîò ïðèìåð ïîõîæ íà ïðîñòåéøåå íåðàâåíñòâî |x− 1| >
3

2
, êîòî-

ðîå ìû ìîæåì ðåøèòü, ïîëüçóÿñü ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ìîäóëÿ (ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë).
Îäíàêî ñïðàâà ñòîèò íå ÷èñëî, à âûðàæåíèå, ñîäåðæàùåå x. È õîòÿ ìîæíî îáîáùèòü ñíÿòèå
ìîäóëÿ â ïðîñòåéøåì íåðàâåíñòâå |x| > a íà ñëó÷àé, êîãäà ñïðàâà âìåñòî a ñòîèò ïåðåìåííàÿ
âåëè÷èíà, ëîãè÷åñêè ýòî òðåáóåò îïðåäåëåííûõ óñèëèé. Ìû âåðíåìñÿ ê ýòîé èäåå ïîçäíåå, êî-
ãäà óæå îñâîèì ðàáîòó ñ ìîäóëÿìè, à ïîêà ÷òî ïîïðîáóåì ðåøèòü íàøå íåðàâåíñòâî, èñïîëüçóÿ
îïðåäåëåíèå ìîäóëÿ.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè âûøå, ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìû íå çíàåì, ÷åìó ðàâíî
âûðàæåíèå |x− 1|: îíî ìîæåò ðàâíÿòüñÿ x− 1 (íàïðèìåð, ïðè x = 2) èëè −(x− 1) (íàïðèìåð,
ïðè x = 0). Êàêîé èç ýòèõ äâóõ ñëó÷àåâ âûáðàòü? Íàâåðíîå, ïîñêîëüêó âîçìîæíû îáà ñëó÷àÿ,
íóæíî ðàññìîòðåòü è òîò, è äðóãîé. Â êàêîì èç ñëó÷àåâ |x − 1| = x − 1 (èíà÷å ãîâîðÿ, êîãäà
ìîäóëü áóäåò ðàñêðûò ñî çíàêîì +)? Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìîäóëÿ, ýòî ïðîèçîéäåò, êîãäà
ïîäìîäóëüíîå âûðàæåíèå x− 1 íåîòðèöàòåëüíî, ò.å. êîãäà x− 1 > 0. Çíà÷èò, åñëè x− 1 > 0, òî

íàøå íåðàâåíñòâî ïðèîáðåòàåò ñëåäóþùèé âèä: x − 1 >
3

2
− 2x. Îôîðìëÿåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

1.


x− 1 > 0

x− 1 >
3

2
− 2x

Ïîëåçíî íóìåðîâàòü ñëó÷àè, êîòîðûå ìû ðàçáèðàåì, ÷òîáû âïîñëåäñòâèè íå çàáûòü ñîáðàòü
îòâåòû âî âñåõ ñëó÷àÿõ âîåäèíî. Ðåøèòü ýòó ñèñòåìó íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Åäèíñòâåííîå, ÷òî
ñòîèò ïîìíèòü � ýòî òî, ÷òî ìû ðåøàåì èìåííî ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, ò.å. âàæíî ðåøàòü èìåííî
äâà íåðàâåíñòâà âìåñòå, à íå ïî îòäåëüíîñòè. Ïî÷åìó � áóäåò îáúÿñíåíî ÷óòü íèæå.

x− 1 > 0

x− 1 >
3

2
− 2x

⇔


x > 1

x >
5

6

⇔ x > 1 .

Îñòàëîñü ðàçîáðàòü âòîðîé ñëó÷àé, êîãäà ìîäóëü |x− 1| ðàñêðûâàåòñÿ ñî çíàêîì −.

2.


x− 1 6 0

−(x− 1) >
3

2
− 2x

⇔


x 6 1

x >
1

2

⇔
1

2
< x 6 1 .

Ïîëåçíî îáâîäèòü â ðàìî÷êó îòâåòû, ïîëó÷åííûå ïðè ðàçáîðå ðàçíûõ ñëó÷àåâ: ýòî ïîìîæåò
íå ïîòåðÿòü èõ, êîãäà ìû áóäåì âûïèñûâàòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ¾ãðàíè÷íàÿ òî÷êà¿ x = 1 âêëþ÷àåòñÿ â îáà ñëó÷àÿ. Ýòî íå ÿâëÿåòñÿ
ëîãè÷åñêîé îøèáêîé, à ñêîðåå íàîáîðîò, ÿâëÿåòñÿ êîñâåííîé ïðîâåðêîé ïðàâèëüíîñòè ïîëó÷åí-
íûõ îòâåòîâ. À èìåííî, åñëè òî÷êà x = 1 âîøëà â îòâåò â ïåðâîì ñëó÷àå, òî îíà îáÿçàíà âîéòè
â îòâåò è âî âòîðîì ñëó÷àå (âåäü ïðè x = 1 çíàê ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ |x− 1| íå âàæåí, ïîñêîëüêó
â ýòîé òî÷êå |x− 1| = 0). Êàê âèäíî, â íàøåì ðåøåíèè èìåííî ýòî è ïðîèçîøëî; åñëè áû òàêîãî
íå ñëó÷èëîñü, òî ìîæíî áûëî áû ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî â ðåøåíèè åñòü îøèáêà.

Òàêèì îáðàçîì, èç ðåøåíèÿ ñèñòåì, âîçíèêàþùèõ â ïåðâîì è âî âòîðîì ñëó÷àÿõ, ìû ïîëó÷à-

åì, ÷òî ëèáî x > 1, ëèáî
1

2
< x 6 1. Îñòàëîñü íå çàáûòü ¾ñêëåèòü¿ ýòè îòâåòû â îäèí (èíà÷å

ãîâîðÿ, îáúåäèíèòü ïîëó÷åííûå ïðîìåæóòêè äëÿ ïåðåìåííîé x). Çàìåòüòå, ÷òî ÷àñòî ñêëåé-
êà ïðîèñõîäèò ïî òî÷êå, â êîòîðîé ìîäóëü îáðàùàåòñÿ â 0,÷òî åùå ðàç ïîêàçûâàåò âàæíîñòü
âêëþ÷åíèÿ ýòîé òî÷êè â ðàññìîòðåíèå îáîèõ ñëó÷àåâ.
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Îòâåò: x >
1

2
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü ñëåäóþùóþ îøèáêó, êîòîðàÿ ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ó øêîëüíèêîâ, íà÷èíà-
þùèõ èçó÷àòü ìîäóëè. Ãîâîðÿò ñëåäóþùåå: ðàñêðîåì ìîäóëü |x − 1| èëè ñî çíàêîì +, èëè ñî
çíàêîì −, âåäü âîçìîæíû îáà ñëó÷àÿ ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé. Òàêèì îáðàçîì, ïèøåòñÿ ñëåäóþùèé
ïåðåõîä:

|x− 1| >
3

2
− 2x ⇔

 x− 1 >
3

2
− 2x

−(x− 1) >
3

2
− 2x

⇔

x >
5

6

x >
1

2

⇔ x >
1

2
.

Âðîäå áû âñå õîðîøî, îòâåò òàêæå ïîëó÷àåòñÿ âåðíûì. Îäíàêî ïåðâûé ïåðåõîä â ýòîì ðå-
øåíèè (îáâåäåííûé â ðàìî÷êó, êîãäà ìû ïåðåõîäèì îò íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëåì ê ñîâîêóïíîñòè
íåðàâåíñòâ) ëîãè÷åñêè íåâåðåí. ×òîáû ïîíÿòü ýòî, ðàññìîòðèì äðóãîé ïðèìåð.

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x− 1| <
3

2
− 2x.

Âíà÷àëå ïðèâåäåì àêêóðàòíîå è ñòðîãîå ðåøåíèå ñ ðàñêðûòèåì ìîäóëåé ïî ñëó÷àÿì.

1.


x− 1 > 0

x− 1 <
3

2
− 2x

⇔


x > 1

x <
5

6

⇔ x ∈ ∅.

2.


x− 1 6 0

−(x− 1) <
3

2
− 2x

⇔


x 6 1

x <
1

2

⇔ x <
1

2
.

Îòâåò: x <
1

2
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïåðâûé ñëó÷àé ïðèâåë ê ïóñòîìó ìíîæåñòâó ðåøåíèé. Íàïðîòèâ,
áûâàþò ñèòóàöèè, êîãäà îäèí èç ñëó÷àåâ äàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Òàêèå ñèòóàöèè,
íåïðèâû÷íûå ïðè ðåøåíèè îáû÷íûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ, ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè
ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ñ ìîäóëÿìè, òàê ÷òî ñòîèò ìîðàëüíî áûòü ê íèì ãîòîâûì è íå ïåðåæèâàòü,
÷òî ãäå-òî äîïóùåíà îøèáêà.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ñîâåðøèòü òîò (íåâåðíûé!) ïåðåõîä, êîòîðûé âðîäå ïðèâåë íàñ ê âåðíîìó
îòâåòó â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå.

|x− 1| <
3

2
− 2x ⇔

 x− 1 <
3

2
− 2x

−(x− 1) <
3

2
− 2x

⇔

x <
5

6

x <
1

2

⇔ x <
5

6
.

Îòâåò ïîëó÷èëñÿ íåâåðíûì! Â ÷åì æå äåëî? À â òîì, ÷òî ìû íå ó÷ëè, ÷òî ðàñêðûòèå ìîäóëÿ
ñî çíàêîì + èëè − âîçìîæíî ëèøü ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x (à íå ïðè âñåõ, êàê
ìû ìîë÷àëèâî ïðåäïîëîæèëè ñåé÷àñ). Èìåííî äëÿ ýòîãî ìû ÷åòêî ïðîïèñûâàëè óñëîâèÿ íà x,
ïðè êîòîðûõ ìîäóëü |x − 1| ðàñêðûâàëñÿ ñ òåì èëè èíûì çíàêîì. Èãíîðèðîâàíèå ýòèõ óñëî-
âèé ìîæåò ïðèâåñòè ê íåâåðíîìó îòâåòó, ïðè÷åì, êàê âèäíî, íåâîçìîæíî çàðàíåå ïðåäóãàäàòü,
ïîëó÷èòñÿ ëè îòâåò âåðíûì èëè íåâåðíûì. À ðàç òàê, òî òàêîé ïåðåõîä íåëüçÿ ñîâåðøàòü íè-

êîãäà; ñëåäóåò àêêóðàòíî âûïèñûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà x è ëèøü ïîñëå ýòîãî ðàñêðûâàòü ìîäóëü
(ïîñêîëüêó èìåííî ïîñëå ÿâíî âûïèñàííûõ îãðàíè÷åíèé ìû ïîëó÷àåì íóæíóþ èíôîðìàöèþ
äëÿ ðàñêðûòèÿ ìîäóëÿ ñ òåì èëè èíûì çíàêîì).
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Èòàê, åñëè ìîäóëü îäèí, òî ñïðàâèòüñÿ ñ íèì ìû ìîæåì, ïðè÷åì ñäåëàòü ýòî íå î÷åíü ñëîæíî:
äîñòàòî÷íî ðàçîáðàòü âñåãî ëèøü äâà ñëó÷àÿ. Îäíàêî åñëè ìîäóëåé óæå äâà, òî êàæåòñÿ, ÷òî
íóæíî ðàçáèðàòü óæå ÷åòûðå ñëó÷àÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäûé ìîäóëü ìîæåò áûòü ðàñêðûò ñ
äâóìÿ çíàêàìè + è −, ñîîòâåòñòâåííî, âñåãî ñïîñîáîâ ðàñêðûòü ìîäóëè 22 = 4. À åñëè ìîäóëåé
òðè, òî 23 = 8. . . Ýòî óæå ñëèøêîì ìíîãî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷. . .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ñïîñîá îãðàíè÷èòü ýòè ñëó÷àè è óïîðÿäî÷èòü ïåðåáîð òàê,
÷òîáû îí ñòàë îáîçðèìûì è ðåàëüíûì. Íàïðèìåð, äëÿ òðåõ ìîäóëåé îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì
ðàçîáðàòü âñåãî ëèøü ÷åòûðå ñëó÷àÿ, à íå âîñåìü. Ñäåëàòü ýòî óäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ, âîçìîæíî, ñàìûì óíèâåðñàëüíûì ñïîñîáîì áîðüáû ñ ìîäóëÿìè, è íàçûâàåòñÿ
îí ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿. Ðàçáåðåì åãî íà ïðèìåðå ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |3− x|+ |2x− 4| − |x+ 1| > 2x+ 4.

Ïðåæäå âñåãî ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü, à âíóòðè âñåõ ìîäóëåé ñäåëàåì ñòàðøèå
êîýôôèöèåíòû ïåðåä ïåðåìåííîé x ïîëîæèòåëüíûìè. Ýòîãî ëåãêî äîáèòüñÿ, ïðîñòî ïîìåíÿâ
çíàêè âíóòðè ìîäóëÿ ó âñåõ ñëàãàåìûõ (ïî ñóòè óìíîæèòü ïîäìîäóëüíîå âûðàæåíèå íà −1):
ïîñêîëüêó ìîäóëü íå çàìå÷àåò çíàêà ÷èñëà, ýòîò çíàê ìîæíî ìåíÿòü ïî ñâîåìó óñìîòðåíèþ.
Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ïîëåçíî âûïîëíÿòü òàêóþ ñìåíó çíàêà, ïðèâîäÿ âûðàæåíèå ê ïðèâû÷íîìó
âèäó, êîãäà ïåðåä ñòàðøåé ñòåïåíüþ ïåðåìåííîé ñòîèò èìåííî ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò.
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ âîò òàêîå íåðàâåíñòâî:

|x− 3|+ |2x− 4| − |x+ 1| − 2x− 4 > 0.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëåé. Êàê ìû óæå çíàåì, ÷òîáû ñäåëàòü ýòî,
íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü çíàêè âñåõ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé, ïðèñóòñòâóþùèõ â äàííîì íåðà-
âåíñòâå. Íà ðàçíûõ ïðîìåæóòêàõ ÷èñëîâîé ïðÿìîé ýòè çíàêè áóäóò ðàçíûìè, ïîýòîìó íàì
íóæíî ÷åòêî ïîíÿòü, íà êàêèõ ïðîìåæóòêàõ êàêîé çíàê èìååò êàæäîå èç ïîäìîäóëüíûõ âûðà-
æåíèé.

Äëÿ ýòîãî ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âîçüìåì êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ è îòìåòèì íà íåé
íóëè êàæäîãî ìîäóëÿ. Ó íàñ ïîëó÷èòñÿ òðè òî÷êè, êîòîðûå ðàçáèâàþò ïðÿìóþ íà ÷åòûðå ÷àñòè.
À òåïåðü çàìåòèì, ÷òî åñëè x ëåæèò âíóòðè îäíîé ôèêñèðîâàííîé ÷àñòè è íå ïåðåïðûãèâàåò
÷åðåç åå ãðàíèöû (ò.å. ÷åðåç íóëü îäíîãî èç ìîäóëåé), òî çíàêè âñåõ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé
íå ìåíÿþòñÿ! Â ñàìîì äåëå, çíàê ìîæåò èçìåíèòüñÿ, òîëüêî åñëè x ïåðåéäåò ÷åðåç íóëü îä-
íîãî èç ìîäóëåé! À ðàç òàê, òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü âñåãî ëèøü ÷åòûðå ñëó÷àÿ ïîëîæåíèÿ
ïåðåìåííîé x, à íå âîñåìü, êàê áûëî áû ïðè ïðÿìîì ïåðåáîðå ñëó÷àåâ.

Â ýòîì è çàêëþ÷àåòñÿ ñóòü ìåòîäà ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿. Òî÷êè (ò.å. íóëè ïîäìîäóëüíûõ âûðà-
æåíèé) ðàçáèâàþò êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ íà êóñî÷êè, è íà êàæäîì òàêîì êóñî÷êå ìîäóëè ìîãóò
áûòü ðàñêðûòû ñ ôèêñèðîâàííûì çíàêîì. Îñòàëîñü ëèøü àêêóðàòíî ïåðåáðàòü âñå ñëó÷àè.
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×òîáû óïðîñòèòü ïåðåáîð, ïîñòóïèì òàê. Íàä êàæäûì êóñî÷êîì íàïèøåì çíàêè ïîäìîäóëü-
íûõ âûðàæåíèé (â òîì ïîðÿäêå, â êîòîðîì îíè çàïèñàíû â íàøåì íåðàâåíñòâå), êîòîðûå ïîëó-
÷àþòñÿ, åñëè x ëåæèò íà äàííîì êóñî÷êå (ñì. ðèñ. 4). Ýòî ëåãêî ñäåëàòü, äâèãàÿñü ñïðàâà íàëå-
âî, ïîñêîëüêó ïðè áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííîé x çíàêè âñåõ ïîäìîäóëüíûõ
âûðàæåíèé áóäóò ïîëîæèòåëüíû. Çäåñü ìû äîâîëüíî áëèçêî ïîäõîäèì ê åùå îäíîìó ìåòîäó
ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåðàâåíñòâàìè � ìåòîäó èíòåðâàëîâ, êîòîðûé èäåéíî âî ìíîãîì ïîâòîðÿåò
ìåòîä ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿, íî ïðèìåíÿåòñÿ ê áîëåå ñëîæíûì íåðàâåíñòâàì. Çàòåì, äâèãàÿñü ê
êàæäîìó ñëåäóþùåìó êóñî÷êó, íóæíî ïðîñòî ìåíÿòü çíàê ó òîãî ìîäóëÿ, ÷åðåç íóëü êîòîðîãî
ìû ïåðåøàãíóëè. Íàïðèìåð, ïðè ïåðåõîäå ñ ïðîìåæóòêà [3; +∞) íà ïðîìåæóòîê [2; 3], ìû èç-
ìåíèëè çíàê ó ïåðâîãî ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ x− 3, ïîòîìó ÷òî èìåííî ÷åðåç òî÷êó 3 ìû
ïåðåøàãíóëè.

Ðèñ. 4.

Îòìåòèì, ÷òî òî÷êè-ãðàíèöû âõîäÿò â îáà êóñî÷êà òî÷íî òàê æå, êàê è ïðè ðàñêðûòèè
îäíîãî ìîäóëÿ ïî ñëó÷àÿì. Îñòàëîñü ïðîâåñòè ïåðåáîð âñåõ ñëó÷àåâ (íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýòîãî
íåîáõîäèìî âûïèñàòü ñèñòåìû íåðàâåíñòâ).

1.

{
x > 3

(x− 3) + (2x− 4)− (x+ 1)− 2x− 4 > 0
⇔

{
x > 3

−12 > 0
⇔ x ∈ ∅.

2.

{
2 6 x 6 3

−(x− 3) + (2x− 4)− (x+ 1)− 2x− 4 > 0
⇔

{
2 6 x 6 3

x < −3
⇔ x ∈ ∅.

3.

{
−1 6 x 6 2

−(x− 3)− (2x− 4)− (x+ 1)− 2x− 4 > 0
⇔


−1 6 x 6 2

x <
1

3

⇔ −1 6 x <
1

3
.

4.

{
x 6 −1

−(x− 3) + (2x− 4) + (x+ 1)− 2x− 4 > 0
⇔

{
x 6 −1
x < 1

⇔ x 6 −1 .

Îòâåò: x <
1

3
.
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Ðàçäåë 4. Ëèíåéíûå ìîäóëè

Ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ýòîò ñïîñîá äåéñòâèòåëüíî ñàìûé óíèâåðñàëüíûé, ò.å. îí ìîæåò áûòü

ïðèìåíåí â íàèáîëüøåì êîëè÷åñòâå çàäà÷ (ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ìåòîäàìè). Íî ïðîñòî òàê
íè÷åãî íå äàåòñÿ, è çà âñå â ýòîé æèçíè íàäî ïëàòèòü. Â äàííîì ñëó÷àå çà óíèâåðñàëüíîñòü
ìåòîäà ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿ ìû ïëàòèì, âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòüþ ðåøåíèÿ, à âî-âòîðûõ, åãî íàäåæ-
íîñòüþ. Èíà÷å ãîâîðÿ, âî ìíîãèõ çàäà÷àõ ýòîò ìåòîä ðàáîòàåò ìåäëåííåå, ÷åì äðóãèå ñîîáðà-
æåíèÿ, êîòîðûå ïóñòü è íå òàê óíèâåðñàëüíû, íî çàòî â äàííîé êîíêðåòíîé ñèòóàöèè èìåþò
ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî. Êðîìå òîãî, áûâàþò çàäà÷è (â äàëüíåéøåì ìû ñ íèìè ñòîëêíåì-
ñÿ), êîòîðûå â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü ðåøåíû ìåòîäîì ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿! Ïîýòîìó èçó÷àòü
è îòðàáàòûâàòü äðóãèå ìåòîäû ðàáîòû ñ ìîäóëÿìè îáÿçàòåëüíî íóæíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî-
ëåçíî òàêæå ïîíèìàòü, â êàêîé ñèòóàöèè óäîáíî ïðîñòî ðàñêðûòü ìîäóëü ïî ñëó÷àÿì.

7. 2|x+ 1| = 2− 3x.

8. |4x− 6| = 2(3x− 4).

9. |x+ 1| =
− 2x+ 3

2
.

10. |4x− |x− 2|+ 3| = 16.

11. |x+ |1− x|| > 3.

12. 3|x− 1| > x+ 3.

13. 2x− 5 6 |x− 1|.

4. Ëèíåéíûå ìîäóëè

Â ðàìêàõ 7 êëàññà ðàññìàòðèâàþòñÿ â îñíîâíîì ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ò.å.
óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííóþ x â ïåðâîé ñòåïåíè. Âûøå ìû ðàññìîòðå-
ëè ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàáîòû ñ ëèíåéíûìè âûðàæåíèÿìè, ñîäåðæàùèìè ìîäóëè. Êàê âèäíî,
íåêîòîðûå èç íèõ ðàáîòàþò áûñòðåå, íåêîòîðûå ìåäëåííåå. Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì, íàâåðíîå,
îäèí èç ñàìûõ áûñòðûõ è êðàñèâûõ ñïîñîáîâ ðàáîòû ñ ëèíåéíûìè ìîäóëÿìè, êîòîðûé îñíîâàí
íà ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ ìîäóëè.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü óðàâíåíèå

|x+ 1| − |x|+ 3|x− 1| − 2|x− 2| = |x+ 2|.

Ïîñêîëüêó ìîäóëåé â äàííîì óðàâíåíèè àæ ïÿòü øòóê, ðàñêðûâàòü èõ ïî ñëó÷àÿì, èñïîëü-
çóÿ òî÷êè è êóñî÷êè, î÷åíü íåóäîáíî: ýòî ïðèâåäåò ê ðàçáîðó øåñòè (!) ñëó÷àåâ, ïðè ðàáîòå ñ
êîòîðûìè ëåãêî îøèáèòüñÿ (íå ãîâîðÿ óæå î âðåìåíè, íåîáõîäèìîì äëÿ ïðîâåäåíèÿ âñåõ âû-
÷èñëåíèé). Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå.

Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ïåðåíåñåì âñå ñëàãàåìûå â îäíó ÷àñòü è îáîçíà÷èì ýòó ÷àñòü ÷åðåç f(x):

f(x) = |x+ 1| − |x|+ 3|x− 1| − 2|x− 2| − |x+ 2| = 0.

Òåïåðü ìû ñäåëàåì íåîæèäàííûé õîä: ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè f . Êàçàëîñü áû,
çà÷åì? Íàì æå óðàâíåíèå íóæíî ðåøàòü! Êàê â ýòîì ìîæåò ïîìî÷ü êàêàÿ-òî êàðòèíêà?

Îêàçûâàåòñÿ, ìîæåò. Äëÿ íà÷àëà ïîéìåì, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò ãðàôèê ôóíêöèè f . Â
óðàâíåíèè äëÿ ýòîé ôóíêöèè åñòü ìîäóëè. Åñëè áû ìû ðàñêðûëè ýòè ìîäóëè ïî òî÷êàì è
êóñî÷êàì, òî íà êàæäîì êóñî÷êå ìû ïîëó÷èëè áû ëèíåéíîå óðàâíåíèå, íå ñîäåðæàùåå ìîäóëåé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, íà êàæäîì êóñî÷êå ãðàôèêîì ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ÷àñòü ïðÿìîé (îòðåçîê èëè
ëó÷). Íî òîãäà ãðàôèêîì ôóíêöèè f íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ ëîìàíàÿ!

Êàê ìîæíî áûñòðåå âñåãî íàðèñîâàòü ëîìàíóþ? Íàâåðíÿêà â äåòñòâå âû èãðàëè â òàêóþ
èãðó: íà ðèñóíêå áûëè îòìå÷åíû ïðîíóìåðîâàííûå òî÷êè, è èõ íóæíî áûëî ïîñëåäîâàòåëüíî
ñîåäèíèòü îòðåçêàìè � ñíà÷àëà ïðîâåñòè îòðåçîê ìåæäó òî÷êàìè 1 è 2, çàòåì � ìåæäó òî÷-
êàìè 2 è 3, è ò.ä. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àëñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ðèñóíîê, õîòÿ ñàì ïðîöåññ åãî
ïîñòðîåíèÿ áûë ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèì.
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Ðàçäåë 4. Ëèíåéíûå ìîäóëè

Ïîõîæàÿ òåõíèêà íàì ïîíàäîáèòñÿ è ñåé÷àñ. Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ëîìàíóþ ìîæíî çà-
äàòü âåðøèíàìè, ò.å. òî÷êàìè èçëîìà: èìåííî ýòè òî÷êè ïîòîì íàäî áóäåò ñîåäèíèòü, ÷òîáû
ïîëó÷èòü ãîòîâóþ êàðòèíêó. À â êàêèõ òî÷êàõ âîçíèêàåò èçëîì ìîäóëÿ? Â åãî íóëå (ò.å. â íóëå
ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ). Ïîýòîìó ïåðâûì äåëîì äàâàéòå âû÷èñëèì âñå òî÷êè, â êîòîðûõ
îäèí èç ìîäóëåé îáðàùàåòñÿ â íóëü, è îòìåòèì èõ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè (äëÿ ýòîãî íàäî
íå çàáûòü âû÷èñëèòü åùå è çíà÷åíèå ôóíêöèè f). Ïîéäåì ïî ïîðÿäêó ðàñïîëîæåíèÿ ìîäóëåé
â íàøåì óðàâíåíèè:

• x = −1 ⇒ f(−1) = 0− | − 1|+ 3| − 1− 1| − 2| − 1− 2| − | − 1 + 2| = −1 + 6− 6− 1 = −2;

• x = 0 ⇒ f(0) = |0 + 1| − 0 + 3|0− 1| − 2|0− 2| − |0 + 2| = 1 + 3− 4− 2 = −2;

• x = 1 ⇒ f(1) = |1 + 1| − |1|+ 0− 2|1− 2| − |1 + 2| = 2− 1− 2− 3 = −4;

• x = 2 ⇒ f(2) = |2 + 1| − |2|+ 3|2− 1| − 0− |2 + 2| = 3− 2 + 3− 4 = 0;

• x = −2 ⇒ f(−2) = | − 2 + 1| − | − 2|+ 3| − 2− 1| − 2| − 2− 2| − 0 = 1− 2 + 9− 8 = 0.

Òåïåðü îòìåòèì ýòè òî÷êè íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè è ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíèì èõ îò-
ðåçêàìè, äâèãàÿñü ñëåâà íàïðàâî (ñì. ðèñ. 5).

Ðèñ. 5.

Ãðàôèê ôóíêöèè f ïî÷òè ãîòîâ! Íåïîíÿòíî òîëüêî, ÷òî äåëàòü íà äâóõ ëó÷àõ, èäóùèõ îò
êðàéíèõ òî÷åê íàïðàâî è íàëåâî. . . ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, äîñòàòî÷íî ïîñ÷èòàòü çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèè f åùå â äâóõ òî÷êàõ (îíè íàçûâàþòñÿ ïðîáíûìè òî÷êàìè), ëåæàùèìè ïðàâåå è
ëåâåå óæå îòìå÷åííûõ íàìè íóëåé. Íàïðèìåð, ïîñ÷èòàåì ôóíêöèþ f â òî÷êàõ x = 3 è x = −3:

• x = 3 ⇒ f(3) = |3 + 1| − |3|+ 3|3− 1| − 2|3− 2| − |3 + 2| = 4− 3 + 6− 2− 5 = 0;

• x = −3⇒ f(−3) = |−3+1|−|−3|+3|−3−1|−2|−3−2|−|−3+2| = 2−3+12−10−1 = 0.

Îñòàëîñü ïðîâåñòè íåäîñòàþùèå äâà ëó÷à, è ìû ïîëó÷àåì ãîòîâûé ãðàôèê ôóíêöèè f (ñì.
ðèñ. 6).
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Ðèñ. 6.

Êàçàëîñü áû, íó è ÷òî? Íó ïîñòðîèëè ìû ãðàôèê, à óðàâíåíèå-òî êàê ðåøèòü? À âîò êàê!
Ìû õîòèì íàéòè òàêèå x, ÷òî f(x) = 0. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû õîòèì íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ãðàôèêà ôóíêöèè f ñ îñüþ àáñöèññ! Åùå ðàç âçãëÿíåì íà êàðòèíêó. . . Òî÷êè óæå íàðèñîâàíû!
Îòâåò ãîòîâ!

Îòâåò: x 6 −2, x > 2.

Îáðàòèòå âíèìàíèå: ìû ñîâåðøåííî ñòðîãî è îáîñíîâàííî ïîëó÷èëè âåðíûé îòâåò, íå ïðîâå-
äÿ íèêàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé! Ìû íå ðàñêðûâàëè ìîäóëè (âîîáùå íè îäèí), äàæå
íå ðåøàëè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé! Ãðàôèê ñðàçó ïîêàçàë íàì íóæíûé îòâåò. Êàê îêàçûâàåòñÿ,
òàêîå áûâàåò äîâîëüíî ÷àñòî.

Ðàññìîòðèì áîëåå òðóäíûé ïðèìåð, ãäå âû÷èñëÿòü êîðíè âñå-òàêè ïðèõîäèòñÿ âðó÷íóþ. Íî
è çäåñü ãðàôèê íàì ïîìîæåò èçáåæàòü ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé ïî ñëó÷àÿì. . .

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
2|x− 4|+ |3x+ 5| 6 16.

Òåõíè÷åñêóþ ÷àñòü ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ìû óæå íå áóäåì êîììåíòèðîâàòü, à ïðî-
ñòî çàïèøåì êðàòêóþ öåïî÷êó ïðåîáðàçîâàíèé è âû÷èñëåíèé (èìåííî òàêîå îôîðìëåíèå äîëæ-
íî ïðîâîäèòüñÿ â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ).

2|x− 4|+ |3x+ 5| 6 16⇔
(f(x) =)2|x− 4|+ |3x+ 5| − 16 6 0.

Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè f .
1. Íóëè ìîäóëåé:

• x = 4 ⇒ f(4) = 0 + |3 · 4 + 5| − 16 = 1;

• x = −
5

3
⇒ f

(
−

5

3

)
= 2
∣∣− 5

3
− 4
∣∣− 16 =

34

3
− 16 = −

14

3
.

2. Ïðîáíûå òî÷êè:

• x = 5 ⇒ f(5) = 2|5− 4|+ |3 · 5 + 5| − 16 = 2 + 20− 16 = 6;
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• x = −2 ⇒ f(−2) = 2| − 2− 4|+ |3 · (−2) + 5| − 16 = 12 + 1− 16 = −3.

Çàìåòèì, ÷òî îòâåòîì â èñõîäíîì íåðàâåíñòâå áóäóò òå è òîëüêî òå x, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f â
êîòîðûõ íåïîëîæèòåëüíû. Èíà÷å ãîâîðÿ, íàì íóæíû òå x, â êîòîðûõ ãðàôèê ôóíêöèè f ëåæèò
íèæå îñè àáñöèññ. Âûäåëÿÿ ýòó ÷àñòî ãðàôèêà, ïîëó÷àåì, ÷òî íàì ïîäõîäÿò òî÷êè x, òàêèå, ÷òî
x1 6 x 6 x2 (ñì. ðèñ. 7). Íî êàê íàéòè x1 è x2?

Ðèñ. 7.

Çäåñü íàì âñå-òàêè ïðèäåòñÿ èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëåé. Íî ìû íå áóäåì ðàçáèðàòü ñëó÷àè äëÿ
òîãî, ÷òîáû íàéòè x1 è x2. Âñïîìíèì, ïî÷åìó óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè òðåáóþò
ðàçáîðà ñëó÷àåâ: îíè òðåáóþò ðàçáîðà ñëó÷àåâ ïîòîìó, ÷òî íåïîíÿòíî, êàêîé çíàê èìåþò ïîä-
ìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ. Íå çíàÿ, ïîëîæèòåëüíû îíè èëè îòðèöàòåëüíû, ìû âûíóæäåíû ïðåäïî-
ëàãàòü íåñêîëüêî ñëó÷àåâ, îòáðàñûâàÿ çàòåì òå, êîòîðûå íàì íå ïîäõîäÿò (â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ
ìåòîä ¾òî÷êè è êóñî÷êè¿).

Íî òåïåðü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü êàðòèíêà! È îíà ñîâåðøåííî òî÷íî ïîêàçûâàåò ðàñ-
ïîëîæåíèå èíòåðåñóþùèõ íàñ òî÷åê x1 è x2 îòíîñèòåëüíî íóëåé ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.
Èíà÷å ãîâîðÿ, íàðèñîâàâ ãðàôèê ôóíêöèè f , ìû çíàåì, êàê äîëæíû áûòü ðàñêðûòû ìîäóëè
ïðè x = x1 è ïðè x = x2: ýòî â òî÷íîñòè íàøè òî÷êè è êóñî÷êè! Íî åñëè áåç ãðàôèêà ìû íå
çíàëè, íà êàêèå êóñî÷êè ïîïàäàþò êîðíè ôóíêöèè f , òî òåïåðü â íàøåì ðàñïîðÿæåíèè åñòü
ðèñ. 7, íà êîòîðîì ýòà èíôîðìàöèÿ îòîáðàæåíà!

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîðåíü x1. Âèäíî, ÷òî îí ðàñïîëàãàåòñÿ ëåâåå íóëåé îáîèõ ìîäóëåé.
Çíà÷èò, îáà ìîäóëÿ â òî÷êå x1 äîëæíû áûòü ðàñêðûòû ñî çíàêîì −:

−2(x1 − 4)− (3x1 + 5)− 16 = 0⇔
−5x1 − 13 = 0⇔

x1 = −
13

5
.
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Àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ âòîðîé êîðåíü x2:

−2(x2 − 4) + (3x2 + 5)− 16 = 0⇔
x2 − 3 = 0⇔

x2 = 3.

Êñòàòè ãîâîðÿ, âûïîëíèâ àêêóðàòíóþ êàðòèíêó, ñîâåðøåííî äîïóñòèìî óãàäàòü êîðåíü x2

(ðàçóìååòñÿ, çàïèñàâ â ðåøåíèè ïðîâåðêó òîãî, ÷òî ýòîò êîðåíü äåéñòâèòåëüíî ïîäõîäèò). Îä-
íàêî íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî êîðíè íàïîäîáèå x1 = −13

5
âîçíèêàþò äîâîëüíî ÷àñòî, è óãàäàòü

èõ óæå íå ïîëó÷èòñÿ.

Îòâåò: −
13

5
6 x 6 3.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàæåì ñïîñîá ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ëè-
íåéíûå ìîäóëè.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé{
y − 2|x|+ 3 = 0

|y|+ x− 3 = 0.

Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî âûðàçèòü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ y ÷åðåç ïåðåìåííóþ x, ïîä-
ñòàâèòü åå âî âòîðîå óðàâíåíèå è ðåøèòü ïîëó÷èâøååñÿ óðàâíåíèå ñ ëèíåéíûìè ìîäóëÿìè îò x.
Íî óðàâíåíèå ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ãðîìîçäêîå, è õîòÿ ðåøèòü åãî íå î÷åíü ñëîæíî, íà ýòî âñå
æå òðåáóåòñÿ ñóùåñòâåííîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè. Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî ïîñòóïèòü ïî-äðóãîìó.

Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ íàøåé ñèñòåìû ïî-ïðåæíåìó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê óðàâíåíèÿ
íåêîòîðûõ ëîìàíûõ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. È åñëè íàì óäàñòñÿ íàðèñîâàòü ýòè ëîìà-
íûå è îòìåòèòü òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òî ýòî ïîçâîëèò íàì ñíÿòü ìîäóëè áåç ðàçáîðà ñëó÷àåâ,
ïîñêîëüêó êàðòèíêà çàäàñò íàì èõ ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî íóëåé ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.

Íàðèñîâàòü ëîìàíóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâîìó óðàâíåíèþ, íå ñîñòàâëÿåò òðóäà, òàê ÷òî
ìû íå áóäåì íà ýòîì îñòàíàâëèâàòüñÿ. Ïîñìîòðèì, êàê ìîæíî íàðèñîâàòü âòîðóþ ëîìàíóþ,
çàäàííóþ óðàâíåíèåì |y| + x − 3 = 0. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî çäåñü äåéñòâóåò ðîâíî òà æå ñàìàÿ
èäåîëîãèÿ, ÷òî è ïðè èçîáðàæåíèè ïðèâû÷íûõ íàì ëèíåéíûõ ìîäóëåé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ
x.

Âî-ïåðâûõ, âû÷èñëèì âåðøèíó ëîìàíîé, ò.å. òî÷êó, â êîòîðîé ìîäóëü |y| îáðàùàåòñÿ â 0.
ßñíî, ÷òî òåïåðü y = 0, à x ëåãêî íàõîäèòñÿ: x = 3. Òåïåðü íàì íóæíû ïðîáíûå òî÷êè. Ïîäñòà-
âèì x = 0 è ïîëó÷èì ïðîñòåéøåå óðàâíåíèå |y| = 3, ðåøàÿ êîòîðîå, ïîëó÷àåì y = ±3 è ñðàçó
äâå ïðîáíûå òî÷êè (0; 3) è (0;−3). Îñòàëîñü ïðîâåñòè ëó÷è è ïîëó÷èòü ãîòîâóþ êàðòèíêó (ñì.
ðèñ. 8).
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Ðàçäåë 4. Ëèíåéíûå ìîäóëè

Ðèñ. 8.

Òåïåðü ïîäóìàåì, ÷òî îçíà÷àåò ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãðàôèêîâ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî íàì íóæíî íàéòè êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äâóõ ãðàôèêîâ (íà ðèñóíêå
ýòè òî÷êè îòìå÷åíû ÷åðíûì öâåòîì). Îáðàòèòå âíèìàíèå: îïÿòü îäíà èç òî÷åê ïîëó÷àåòñÿ
áåñïëàòíî, ïðîñòî èç êàðòèíêè � ýòî òî÷êà (0;−3). Ýòî è åñòü îäíî èç ðåøåíèé íàøåé ñèñòåìû!

Òåïåðü áîëåå òðóäíàÿ çàäà÷à: êàê íàéòè îñòàâøèåñÿ äâå òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ? Íà÷íåì ñ òî÷êè
(x1; y1). È ñíîâà êàðòèíêà ïðèõîäèò íàì íà ïîìîùü: çíàÿ, ãäå íàõîäèòñÿ ýòà òî÷êà, ìû ìî-
æåì ñíÿòü ìîäóëè, íå ðàçáèðàÿ ñëó÷àåâ! Âèäíî, ÷òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ (x1; y1) âûïîëíåíû
íåðàâåíñòâà x1 < 0 è y1 > 0. À ðàç òàê, ñèñòåìà â òî÷êå (x1; y1) ïåðåïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:{

y1 + 2x1 + 3 = 0

y1 + x1 − 3 = 0
⇔

{
(y1 + 2x1 + 3)− (y1 + x1 − 3) = 0

(y1 + 2x1 + 3)− 2(y1 + x1 − 3) = 0
⇔

{
x1 = −6
y1 = 9.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî íàõîäèòñÿ òî÷êà (x2; y2): â íåé x2 > 0 è y2 > 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
ñèñòåìó {

y2 − 2x2 + 3 = 0

y2 + x2 − 3 = 0
⇔

{
(y2 − 2x2 + 3)− (y2 + x2 − 3) = 0

(y2 − 2x2 + 3) + 2(y2 + x2 − 3) = 0
⇔

{
x2 = 2

y2 = 1.

Îòìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå, âûïîëíèâ àêêóðàòíûé ÷åðòåæ íà êëåò÷àòîé áóìàãå, íåñëîæíî
óãàäàòü ýòó òî÷êó (ðàçóìååòñÿ, ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çàïèñàòü â ðåøåíèè ïðîâåðêó òîãî, ÷òî
ýòà òî÷êî äåéñòâèòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò íàøåé ñèñòåìå).

Îòâåò: (0;−3), (−6; 9), (2; 1).
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14. |x+ 1|+ |x+ 2| = 2.

15. |x− 1|+ |x+ 2| − 2x = 1.

16. |x2 − 4|+ |9− x2| = 5.

17. |5x− 13| − |6− 5x| = 7.

18. 2|x− 4|+ |3x+ 5| > 16.

19. |5x− 3| − |7x− 4| = |2x− 1|.

20. |x+ 1 + | − x− 3|| − 6 = x.

21.

{
y + |x+ 1| = 1

|y − x| = 5.

22. ×èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì
|3a− 2b| 6 1 è |2a− 3b| 6 1. Êàêîå íàèáîëüøåå
çíà÷åíèå ìîæåò ïðèíèìàòü |a|?
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