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1. Ââåäåíèå

Äàííûé òåêñò ïðîäîëæàåò ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå ¾Óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè �
1¿ è ïîñâÿùåí áîëåå ñëîæíûì è ãëóáîêèì òåõíèêàì ðàáîòû ñ ìîäóëÿìè, ðàññ÷èòàííûì íà 8-9
êëàññû. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè íà÷èíàþò èçó÷àòüñÿ åùå â 7-8
êëàññàõ, çàäà÷è òàêîãî òèïà òðàäèöèîííî ÿâëÿþòñÿ êàìíåì ïðåòêíîâåíèÿ äëÿ ìíîãèõ øêîëü-
íèêîâ. Ïðè÷èíà òîìó ïðîñòà: óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà ñ ìîäóëÿìè ÿâëÿþòñÿ îäíîé èç ñàìûõ

ñëîæíûõ òåì øêîëüíîãî êóðñà àëãåáðû. Çàäà÷è, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò ìîäóëè, ñëîæíû è
ðàçíîîáðàçíû, ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ ñóùåñòâóåò î÷åíü ìíîãî, à âûáðàòü íóæíûé ìåòîä
çà÷àñòóþ íåëåãêî. Ïðè ýòîì øêîëüíèêè îáû÷íî ïîìíÿò òîëüêî ðàñêðûòèå ìîäóëåé ïî ñëó÷àÿì
(ýòîò ìåòîä, êîòîðûé åùå íàçûâàåòñÿ ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿, ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîé ÷àñòè ïîñîáèÿ),
÷òî îáû÷íî êðàéíå íåóäîáíî ïðè ðåøåíèè êîìáèíèðîâàííûõ çàäà÷ ñ òðèãîíîìåòðèåé, ëîãà-
ðèôìàìè è ò.ä. Êðîìå òîãî, î ïîäîáíûõ ñëîæíîñòÿõ ïðåêðàñíî çíàþò ñîñòàâèòåëè ïåðå÷íåâûõ
îëèìïèàä, ïîýòîìó, ïðåäëàãàÿ çàäà÷ó ñ ìîäóëåì íà îëèìïèàäå, îíè êàê ðàç è ðàññ÷èòûâàþò íà
òî, ÷òî øêîëüíèêè áóäóò ïðîñòî ðàçáèðàòü ñëó÷àè ðàñêðûòèÿ ìîäóëåé (õîòÿ ïðîñòîå ðåøåíèå
èíîãäà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñîâñåì ïî-äðóãîìó è ãîðàçäî áûñòðåå). Ó øêîëüíèêîâ íà ýòî óõî-
äèò ìíîãî ñèë è âðåìåíè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îíè, äàæå ðåøèâ çàäà÷ó ïðàâèëüíî, óæå ïðîñòî íå
óñïåâàþò ñïðàâèòüñÿ ñ îñòàâøèìèñÿ íîìåðàìè.

Öåëü äàííîãî ïîñîáèÿ � ÷åòêî çàôèêñèðîâàòü íàáîð ìåòîäîâ, êîòîðûå ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ñ ìîäóëÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîãðàììå 8�9 êëàññà (ïîñëå èçó÷åíèÿ êâàä-
ðàòíûõ òðåõ÷ëåíîâ è ìåòîäà èíòåðâàëîâ). Ýòè ìåòîäû ïðåäñòàâëåíû â òðåõ ðàçäåëàõ: ¾Ñíÿòèå
ìîäóëåé¿, ¾Äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå¿ è ¾Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà¿. Â òî æå âðåìÿ ïî-
ëåçíî ðåãóëÿðíî ïðåäëàãàòü øêîëüíèêàì ïîäîáíûå çàäà÷è, ÷òîáû îñâåæàòü â ïàìÿòè òåõíèêó
ðåøåíèÿ ýòèõ äîâîëüíî íåïðîñòûõ ïðèìåðîâ.

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail : bibikov.pv@sch2.ru
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Ïðåæäå âñåãî ìû äîëæíû íàó÷èòüñÿ èçáàâëÿòüñÿ îò îäíîãî-åäèíñòâåííîãî ìîäóëÿ. Ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî åñëè ìîäóëü îäèí, òî ðàñêðûòü åãî ïî ñëó÷àÿì, ïîëüçóÿñü ìåòîäîì ¾Òî÷êè è êó-
ñî÷êè¿, ñîâñåì ïðîñòî. Îäíàêî òàêîå óòâåðæäåíèå âåñüìà ñïîðíî: ïîä ìîäóëåì ìîæåò ñòîÿòü
äîâîëüíî ñëîæíîå âûðàæåíèå, íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåí âòîðîé è äàæå òðåòüåé ñòåïåíè, ðàöèîíàëü-
íàÿ äðîáü, è ò.ä. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå íóëåé ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â
äîâîëüíî òðóäíóþ çàäà÷ó. À åñëè ìû ðåøàåì íåðàâåíñòâî è äîëæíû åùå ïåðåñåêàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èíòåðâàëû, òî âåðîÿòíîñòü îøèáèòüñÿ â âû÷èñëåíèÿõ âîçðàñòàåò åùå áîëüøå. . .

Êîíå÷íî, ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿ ñîâñåì íå ïðèìåíÿþòñÿ â òàêèõ ñèòóàöèÿõ.
Íî îáû÷íî èõ ïîëåçíî èñïîëüçîâàòü, òîëüêî åñëè íóëè ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé ¾õîðîøèå¿,
ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ öåëûìè èëè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàçóìíî ïîñòó-
ïèòü ïî-äðóãîìó.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì îáùèé âèä óðàâíåíèÿ ñ îäíèì ìîäóëåì. Òîãäà ïîëåçíî óåäèíèòü ìî-

äóëü, ò.å. ïåðåíåñòè åãî â îäíó ÷àñòü, à âñå îñòàëüíûå âûðàæåíèÿ � â äðóãóþ. Â ðåçóëüòàòå
íàø ïðèìåð çàïèøåòñÿ òàê: |f(x)| = g(x), ãäå f è g � íåêîòîðûå ôóíêöèè îò ïåðåìåííîé x
(íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû). Êàê ñïðàâèòüñÿ ñ ìîäóëåì â òàêîé ñèòóàöèè?

Ìû çíàåì, ÷òî åñëè â ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò íåîòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà (ò.å. åñëè g(x) = c ≥ 0),
òî ñíÿòü ìîäóëü ìîæíî, ïîëüçóÿñü åãî ãåîìåòðè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì: f(x) = ±c, è òåì-ñàìûì
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ïàðû óðàâíåíèé óæå áåç ìîäóëÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè â ïðàâîé
÷àñòè ñòîèò îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, ò.ê. ìîäóëü ïî îïðåäåëåíèþ
íåîòðèöàòåëåí. Êàê îáîáùèòü ýòè ñîîáðàæåíèÿ íà ñëó÷àé ïåðåìåííîé ïðàâîé ÷àñòè?..

Äà òî÷íî òàê æå! Âåäü ìîæíî ïîñìîòðåòü íà óðàâíåíèå |f(x)| = g(x) êàê íà ðàâåíñòâî äâóõ
÷èñåë ïðè ôèêñèðîâàííîì x. Íàïðèìåð, åñëè ìû ïîäñòàâèì x = 0, òî ðàâåíñòâî |f(0)| = g(0)
âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(0) > 0 è f(0) = ±g(0). Íî àíàëîãè÷íîå ìîæíî ñêàçàòü
è â ñëó÷àå ëþáîãî äðóãîãî ÷èñëà x! Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî óðàâíåíèå |f(x)| = g(x) ðàâíîñèëüíî
ñëåäóþùåé ñèñòåìå: {

f = ±g
g > 0

.

Ýòî è åñòü íàøà öåëü � èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëÿ! Çà ýòî íàì ïðèøëîñü çàïëàòèòü, âî-ïåðâûõ,
íåîáõîäèìîñòüþ ðåøèòü äâà óðàâíåíèÿ âìåñòî îäíîãî (îäíî óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóåò çíàêó ¾+¿
â ïðàâîé ÷àñòè, à äðóãîå � çíàêó ¾−¿), à âî-âòîðûõ, äîïîëíèòåëüíûì íåðàâåíñòâîì g(x) > 0.
Íî ýòî òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ïðè èçáàâëåíèè îò ñëîæíûõ âûðàæåíèé; àíàëîãè÷íûå ñèñòåìû áóäóò
ó íàñ ïîÿâëÿòüñÿ è ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ñ êîðíÿìè, ëîãàðèôìàìè. . .

Çàïîìíèòü ýòîò ïðèåì î÷åíü ïðîñòî: äîñòàòî÷íî îñîçíàòü, ÷òî ñíÿòèå ìîäóëÿ â óðàâíåíèè
|f(x)| = g(x) ñ ïåðåìåííîé ïðàâîé ÷àñòüþ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî÷òè òàê æå, êàê è â àíàëîãè÷íîì
óðàâíåíèè ñ ïîñòîÿííîé ïðàâîé ÷àñòüþ! Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå � íåîáõîäèìîå îãðàíè÷åíèå
g(x) > 0, êîòîðîå âàæíî íå çàáûâàòü, ïîñêîëüêó ïðîòèâíîì ñëó÷àå â îòâåò ïîïàäóò ïîñòîðîííèå
êîðíè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåâåðíûì ðàâåíñòâàì â äóõå |1| = −1.

Äàííûé ïðèåì è íàçûâàåòñÿ ñíÿòèå ìîäóëÿ: ìû íå èññëåäóåì çíàêè ïîäìîäóëüíîãî âûðà-
æåíèÿ, à èçáàâëÿåìñÿ îò ìîäóëÿ ñðàçó. Ïîñìîòðèì, êàê îí ðàáîòàåò íà ïðàêòèêå, è ñðàâíèì åãî
ñ îáû÷íûì ìåòîäîì ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòü óðàâíåíèå
|2x2 − 3x− 4| = 6x− 1.

Ðåøåíèå. Ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó äâóìÿ ìåòîäàìè. Ñíà÷àëà ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü ñëó÷àè, ïîëü-
çóÿñü ¾Òî÷êàìè è êñî÷êàìè¿, à ïîòîì ïîñìîòðèì íà íàø íîâûé ïðèåì ñíÿòèÿ ìîäóëÿ.
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Ñïîñîá 1 (Òî÷êè è êóñî÷êè) Ïåðâîå, ÷òî íàì íóæíî ñäåëàòü � ýòî íàéòè íóëè ïîäìîäóëüíîãî
âûðàæåíèÿ è îïðåäåëèòü åãî çíàêè â ÷àñòÿõ, íà êîòîðûå ýòè íóëè äåëÿò êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ.
Ðåøèì óðàâíåíèå 2x2 − 3x − 4 = 0 è ïîëó÷èì äâà êîðíÿ: a1,2 = 3±

√
32+4·4·2
4

= 3±
√
41

4
. Îòìåòèì

çíàêè ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé.
Òàêèì îáðàçîì, íàì íóæíî ðàçîáðàòü äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1. {

x ∈ (−∞; a1] ∪ [a2; +∞)]

2x2 − 3x− 4 = 6x− 1
⇔

{
x ∈ (−∞; a1] ∪ [a2; +∞)]

2x2 − 9x− 3 = 0
⇔

x ∈ (−∞; a1] ∪ [a2; +∞)]

x1,2 =
9±
√
105

4
.

Òåïåðü íàì íóæíî ñðàâíèòü êîðíè, ÷òîáû ïîíÿòü, êàêîé èç îòâåòîâ íóæíî âûáðàòü. ßñíî,
÷òî

x2 =
9 +
√
105

4
>

3 +
√
41

4
= a2,

ïîýòîìó êîðåíü x2 ïîäõîäèò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, x1 =
9−
√
105

4
< 0 < a2 è

x1 =
9−
√
105

4
∨ 3−

√
41

4
= a1 ⇔ 9−

√
105 ∨ 3−

√
41 ⇔ 6 +

√
41 ∨

√
105.

Íî 6 +
√
41 > 6 + 6 > 11 >

√
105, ïîýòîìó x1 > a1. Òàêèì îáðàçîì, êîðåíü x1 íàì íå ïîäõîäèò.

Ñëó÷àé 2.{
x ∈ [a1; a2]

− (2x2 − 3x− 4) = 6x− 1
⇔

{
x ∈ [a1; a2]

2x2 + 3x− 5 = 0
⇔

 x ∈ [a1; a2]

x3,4 = −
5

2
; 1.

Íàì ñíîâà òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè îòáîð êîðíåé. Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîãî êîðíÿ x4 = 1. ßñíî,
÷òî x4 > 0 > a1 è x4 <

3
2
= 3+3

4
< 3+

√
41

4
, ïîýòîìó êîðåíü x4 íàì ïîäõîäèò. Íàêîíåö,

x3 = −
5

2
∨ 3−

√
41

4
= a1 ⇔

√
41 ∨ 13.

Ò.ê.
√
41 < 13, òî x3 < a1, ïîýòîìó ýòîò êîðåíü íàì íå íóæåí.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò òàêîâ: x = 1; 9+
√
105

4
.

Ñïîñîá 2 (Ñíÿòèå ìîäóëÿ) Ñäåëàåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

|2x2 − 3x− 4| = 6x− 1 ⇔


[
2x2 − 3x− 4 = 6x− 1

2x2 − 3x− 4 = −(6x− 1)

6x− 1 > 0

⇔


[
2x2 − 9x− 3 = 0

2x2 + 3x− 5 = 0

x >
1

6

⇔



x1,2 =
9±
√
105

4

x3,4 = −
5

2
; 1

x >
1

6
.
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî íàì ïî-ïðåæíåìó íåîáõîäèìî îòáèðàòü êîðíè, íî òåïåðü ñðàâíèâàòü
âîçìîæíûå êîðíè íàì íóæíî ñ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì! Äëÿ êîðíåé x3, x4 ýòî ñîâñåì ïðîñòî:
âèäíî, ÷òî ïîäõîäèò òîëüêî êîðåíü x4 = 1. Äëÿ êîðíåé x1 è x2 íóæíî òîëüêî ÷óòü âíèìàòåëüíåå
ïðèñìîòðåòüñÿ ê íèì: ÿñíî, ÷òî x2 =

9+
√
105

4
> 1

6
, à x1 =

9−
√
105

4
< 0 < 1

6
. Ïîýòîìó êîðåíü x2 íàì

ïîäõîäèò, à êîðåíü x1 � íåò. Âîò è âñå! Íàì äàæå íå ïðèøëîñü íè÷åãî âîçâîäèòü â êâàäðàò!
Îòâåò: 1, 9+

√
105

4
.

Êàê âèäíî, â ñèòóàöèè, êîãäà íóëè ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ èððàöèîíàëüíû, ñíÿòèå ìîäó-
ëÿ äàåò îùóòèìûé âûèãðûø â ïðîñòîòå ðåøåíèÿ: íàì íå ïðèõîäèòñÿ ñðàâíèâàòü äðóã ñ äðóãîì
ãðîìîçäêèå êîðíè.

Òåïåðü ïîïðîáóåì ñíÿòü ìîäóëè â íåðàâåíñòâàõ. Íà÷íåì ñ íåðàâåíñòâà âèäà |f(x)| < g(x)
(ñëó÷àé íåñòðîãîãî íåðàâåíñòâà |f(x)| 6 g(x), êàê ëåãêî âèäåòü, ïîëíîñòüþ åìó àíàëîãè÷åí).
Êàê ìû ïîìíèì, åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü g(x) ðàâíà ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå c, òî íàøå íåðàâåíñòâî
ðàâíîñèëüíî äâîéíîìó íåðàâåíñòâó −c < f(x) < c, à åñëè êîíñòàíòà c íåïîëîæèòåëüíà, òî
ðåøåíèé ó íàøåãî íåðàâåíñòâà íåò. Âñïîìíèì, îäíàêî, ÷òî ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ìû ðàíåå
íèêîãäà íå ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîé êîíñòàíòû. Ïî÷åìó?

Äàâàéòå âíèìàòåëüíî ïîñìîòðèì íà äâîéíîå íåðàâåíñòâî −c < f(x) < c. Óáåðåì èç íåãî
öåíòðàëüíóþ ôóíêöèþ f(x) è îñòàâèì òîëüêî êîíñòàíòû −c è c. Ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî −c < c,
èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî c > 0! Âîò â ÷åì äåëî! Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè òàêîì ñíÿòèè
ìîäóëÿ çíàê ïðàâîé ÷àñòè ó÷èòûâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè! Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè áû ñïðàâà ñòîÿëà
îòðèöàòåëüíàÿ êîíñòàíòà, òî ñèñòåìà −c < f(x) < c íå èìåëà áû ðåøåíèé! Âîò ïî÷åìó ìû íå
çàáîòèëèñü î çíàêå êîíñòàíòû.

Òåïåðü ïîíÿòíî, êàê ñíÿòü ìîäóëü äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïðàâîé ÷àñòè g(x): íóæíî ïðîñòî íà-
ïèñàòü äâîéíîå íåðàâåíñòâî −g(x) < f(x) < g(x)! Äàëåå óäîáíî ïåðåïèñàòü ýòî äâîéíîå íåðà-

âåíñòâî â âèäå ñèñòåìû

{
f(x) > −g(x)
f(x) < g(x)

. Çäåñü (â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ óðàâíåíèÿ!) íå òðåáóåòñÿ

äîïîëíèòåëüíî âûïèñûâàòü íåðàâåíñòâî g(x) > 0, ïîñêîëüêó îíî ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì íàøåé
ñèñòåìû (ò.å. íåÿâíî â íåé ñîäåðæèòñÿ).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 + 2x− 7| < 2x.

Ðåøåíèå. Ìû óæå íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè, ïîëüçóÿñü ¾Òî÷êàìè è êóñî÷êàìè¿, à ñðàçó
èçáàâèìñÿ îò ìîäóëÿ. Èìååì:

|x2 + 2x− 7| < 2x ⇔

{
x2 + 2x− 7 < 2x

x2 + 2x− 7 > −2x
⇔

{
x2 − 7 < 0

x2 + 4x− 7 > 0
⇔{

(x−
√
7)(x+

√
7) < 0

(x− x1)(x− x2) > 0, ãäå x1,2 = −2±
√
22 + 7 = −2±

√
11.
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Çàìåòèì, ÷òî x1 = −2−
√
11 < −2− 3 = −5 < −

√
−7 è x2 = −2 +

√
11 < −2 + 4 = 2 <

√
7,

ïîýòîìó çìåéêè äëÿ ìåòîäà èíòåðâàëîâ áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

Ðèñ. 1.

Îòâåò: −2 +
√
11 < x <

√
7.

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî ìîæíî ñíÿòü ìîäóëü â îáðàòíîì íåðàâåíñòâå |f(x)| > g(x). Âñïîì-
íèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü g(x) ðàâíà êîíñòàíòå c, ìîäóëü ñíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

[
f(x) > c

f(x) < −c
(ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ). Îïÿòü-òàêè, ìû ðàíåå íå çàäóìûâàëèñü î çíà-

êå êîíñòàíòû c. Ïîíÿòíî, ÷òî åñëè c < 0, òî ëþáîé x, âõîäÿùèé â ÎÄÇ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà
|f(x)| > c, áóäåò åãî ðåøåíèåì. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîñìîòðåòü íà ñîâîêóïíîñòü, òî â íåé
ðåøåíèÿìè áóäóò òå x, äëÿ êîòîðûõ ÷èñëî f(x) ëèáî áîëüøå îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà c, ëèáî
ìåíüøå ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà −c. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîå x èç ÎÄÇ íàì ïîäõîäèò! Ò.å.
è çäåñü â ñîâîêóïíîñòè ïðè ñíÿòèè ìîäóëÿ íåÿâíî ó÷èòûâàåòñÿ ñëó÷àé îòðèöàòåëüíîé ïðàâîé
÷àñòè, à ïîòîìó íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü åå îòäåëüíî.

Ïîýòîìó â îáùåì íåðàâåíñòâå |f(x)| > g(x) ìîäóëü ñíèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåõîäà ê ñî-

âîêóïíîñòè

[
f(x) > g(x)

f(x) < −g(x)
. È ñíîâà íåò íåîáõîäèìîñòè òðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé îò

ïðàâîé ÷àñòè g(x); âñå íåîáõîäèìîå óæå ó÷òåíî â ñàìîé ñîâîêóïíîñòè.
Îòìåòèì, ÷òî â ðåçóëüòàòå ñëîæíåå âñåãî ñíÿòü ìîäóëü â óðàâíåíèè |f(x)| = g(x): çäåñü (è

òîëüêî çäåñü!) íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü áûëà áû íåîòðèöà-
òåëüíîé; âî âñåõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâ çíàê ïðàâîé ÷àñòè áóäåò ó÷òåí ïðè ïåðåõîäå ê ñèñòåìå èëè
ñîâîêóïíîñòè áåç ìîäóëÿ.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 − 3|+ 2x+ 1 > 0.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

|x2 − 3|+ 2x+ 1 > 0 ⇔ |x2 − 3| > −2x− 1 ⇔

[
x2 − 3 > −2x− 1

x2 − 3 6 2x+ 1
⇔[

x2 + 2x− 2 > 0

x2 − 2x− 4 6 0
⇔

[
(x− x1)(x− x2) > 0, ãäå x1,2 = −1±

√
1 + 2 = −1±

√
3

(x− x3)(x− x4) 6 0, ãäå x3,4 = 1±
√
1 + 4 = 1±

√
5.
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Ïîñêîëüêó x1 = −1−
√
3 < −2 = 1− 3 < 1−

√
5 = x3 è x2 = 1 +

√
3 < 1 +

√
5 = x4, çìåéêè

äëÿ ìåòîäà èíòåðâàëîâ áóäóò âûãëÿäåòü òàê:

Ðèñ. 2.

Îòâåò: x 6 −1−
√
3, x > 1−

√
5.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äîâîëüíî òðóäíûé ïðèìåð, ðåøèòü êîòîðûé áåç ñíÿòèÿ ìîäóëåé ñêîðåå
âñåãî, íå ïîëó÷èòñÿ.

Ïðèìåð 4. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ∣∣|x2 − 8x+ 2| − x2
∣∣ > 2x+ 2.

Ìû äàæå íå ñòàíåì ïûòàòüñÿ ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ìåòîäîì ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿: íàëè÷èå äâóõ
ìîäóëåé, âëîæåííûõ äðóã â äðóãà, è èððàöèîíàëüíûå êîðíè íóëåé ýòèõ ìîäóëåé âðÿä ëè ïîç-
âîëÿò íàì äîâåñòè òàêîå ðåøåíèå äî êîíöà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñìîòðèì, íàñêîëüêî áûñòðî
íàì ïîìîæåò ñíÿòèå ìîäóëåé.

Ñäåëàåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

∣∣|x2 − 8x+ 2| − x2
∣∣ > 2x+ 2 ⇔

[
|x2 − 8x+ 2| − x2 > 2x+ 2

|x2 − 8x+ 2| − x2 6 −(2x+ 2)
⇔

[
|x2 − 8x+ 2| > x2 + 2x+ 2

|x2 − 8x+ 2| 6 x2 − 2x− 2
⇔


x2 − 8x+ 2 > x2 + 2x+ 2

x2 − 8x+ 2 6 −(x2 + 2x+ 2){
x2 − 8x+ 2 6 x2 − 2x− 2

x2 − 8x+ 2 > −(x2 − 2x− 2)

⇔


x 6 0

x2 − 3x+ 2 6 0 x >
2

3
x2 − 5x > 0

⇔


x 6 0

(x− 1)(x− 2) 6 0 x >
2

3
x(x− 5) > 0
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Âîçíèêøóþ ñèñòåìó ñîâñåì ëåãêî ðåøèòü ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåðâàëîâ. Íóæíî ëèøü âíè-
ìàòåëüíî ñëåäèòü çà òåì, êàêèå îáëàñòè ìû äîëæíû ïåðåñå÷ü, à êàêèå îáúåäèíèòü. Ðàçóìíî
îòäåëüíî íàðèñîâàòü ñîâîêóïíîñòü èç ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ, è îòäåëüíî � ñèñòåìó èç ïî-
ñëåäíèõ äâóõ, à çàòåì îáúåäèíèòü ïîëó÷åííûå îáëàñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
êàðòèíêè.

Ðèñ. 3.

Ðèñ. 4.

Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíûé îòâåò òàêîâ: x 6 0, 1 6 x 6 2, x > 5.
Îòâåò: x 6 0, 1 6 x 6 2, x > 5.

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâåäåì åùå îäíî ñîîáðàæåíèå â ïîëüçó ñíÿòèÿ ìîäóëåé.
Íåêîòîðûå øêîëüíèêè ðàññóæäàþò òàê. ¾Äà, ñíÿòèå ìîäóëåé òåõíè÷åñêè ïðîùå, ÷åì ðàñ-

êðûòèå ìîäóëåé ïî ñëó÷àÿì. Íî çàòî ðàçáîð ñëó÷àåâ óíèâåðñàëåí: ýòèì ìåòîäîì ÿ ñìîãó ðåøèòü
ëþáóþ çàäà÷ó ñ ìîäóëÿìè, à òåõíè÷åñêèå ñëîæíîñòè â âû÷èñëåíèÿõ ìåíÿ íå ïóãàþò: ñ÷èòàþ ÿ
õîðîøî.¿ Ñëåäóåò ïðèçíàòü îïðåäåëåííóþ äîëþ èñòèíû â ýòîì âûñêàçûâàíèè: äåéñòâèòåëüíî,
ñíÿòèå ìîäóëåé ìåíåå óíèâåðñàëüíî è ðàáîòàåò ïëîõî, åñëè ìîäóëåé äâà èëè áîëüøå (è îíè
íå âëîæåíû äðóã â äðóãà). Îäíàêî êëþ÷åâûì ìîìåíòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ îøèáî÷íîå óòâåðæäå-
íèå î òîì, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à ñ ìîäóëÿìè ìîæåò áûòü ðåøåíà ðàçáîðîì çíàêîâ ïîäìîäóëüíîãî
âûðàæåíèÿ! È çäåñü íåëüçÿ íå ïðèâåñòè ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ðàçäåë 2. Ñíÿòèå ìîäóëåé

Ïðèìåð 5. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
|x3 − 2x2 + 2| > 2− 3x.

Ñðàçó ñòàíîâèòñÿ âèäà ñëîæíîñòü ýòîé çàäà÷è: ïîä ìîäóëåì ñòîèò íå êâàäðàòíûé ìíîãî÷ëåí,
à êóáè÷åñêèé! Áîëåå òîãî, êîðíè ýòîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íåâîçìîæíî íàéòè ìåòîäàìè
àëãåáðû 8 êëàññà (à äàæå åñëè áû ýòî è ïîëó÷èëîñü, ðàáîòàòü ñ âîçíèêøèìè âûðàæåíèÿìè âñå
ðàâíî áûëî áû ïî÷òè íåâîçìîæíî). Ïîýòîìó â äàííîé çàäà÷å ¾Òî÷êè è êóñî÷êè¿ íåïðèìåíèìû
â ïðèíöèïå! Íåâîçìîæíî ó÷åñòü êîðíè äàííîãî êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ïðè ðåøåíèè âîçíèêà-
þùèõ íåðàâåíñòâ áåç ìîäóëÿ. Âîò ïî÷åìó âàæíî çíàòü è äðóãèå ìåòîäû èçáàâëåíèÿ îò ìîäóëåé:
îíè ìîãóò îêàçàòü íå òîëüêî áîëåå áûñòðûìè, íî è åäèíñòâåííî âîçìîæíûìè!

Ïîïðîáóåì òåïåðü ñíÿòü ìîäóëü òàê, êàê ìû óìååì. Âîçíèêíåò ñëåäóþùàÿ ñîâîêóïíîñòü:

|x3 − 2x2 + 2| > 2− 3x ⇔

[
x3 − 2x2 + 2 > 2− 3x

x3 − 2x2 + 2 6 −(2− 3x)
⇔

[
x3 − 2x2 + 3x > 0

x3 − 2x2 − 3x+ 4 6 0
.

Äà, êóáè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû îñòàëèñü (íó à êóäà áû îíè äåëèñü?..), íî çàòî ìîäóëè ïðîïàëè!
Áîëåå òîãî, âèäíî, ÷òî ïåðâûé ìíîãî÷ëåí, õîòü è êóáè÷åñêèé, íî çàòî ëåãêî ðàñêëàäûâàåò-
ñÿ íà ìíîæèòåëè: äîñòàòî÷íî ïðîñòî âûíåñòè x çà ñêîáêó. Ñî âòîðûì ìíîãî÷ëåíîì ïðèäåòñÿ
ïîâîçèòüñÿ, íî ÷óâñòâóåòñÿ. ÷òî ìû íà âåðíîì ïóòè!

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî âèäíî êàê ðåøàòü, ðàçáåðåì äâà íåðàâåíñòâà ïî-îòäåëüíîñòè.
Ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Èìååì:

x3 − 2x2 − 3x > 0 ⇔ x(x2 − 2x+ 3) > 0 ⇔ x > 0,

ò.ê. x2−2x+3 = (x−1)2+2 > 0. Ïîýòîìó ðåøåíèå ïåðâîãî íåðàâåíñòâà âûãëÿäèò î÷åíü ïðîñòî:
x > 0.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî. Çäåñü íàì ïðèäåòñÿ ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè êóáè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí.
Ëåã÷å âñåãî ýòî ñäåëàòü, óãàäàâ åãî êîðåíü è âîñïîëüçîâàâøèñü òåîðåìîé Áåçó: åñëè f � ìíî-
ãî÷ëåí è f(a) = 0, òî f(x) = (x− a)f1(x) äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f1(x). Ïîïðîáóåì óãàäàòü
êîðåíü ó íàøåãî ìíîãî÷ëåíà x3 − 2x2 − 3x+ 4. Ïåðåáîð êîðíåé ïîëåçíî, âî-ïåðâûõ, íà÷èíàòü ñ
x = ±1, à âî-âòîðûõ, èñêàòü êîðíè ñðåäè äåëèòåëåé ñâîáîäíîãî ÷ëåíà (êîòîðûé â íàøåì ñëó÷àå
ðàâåí 4). Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî x = 1 ÿâëÿåòñÿ êîðíåì, ïîýòîìó

x3 − 2x2 − 3x+ 4 = (x− 1)(. . .).

Íî ÷òî äîëæíî áûòü íàïèñàíî â ñêîáêàõ?
Ïîíÿòü ýòî ìîæíî äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïðåæäå âñåãî, ìîæíî ÷åñòíî ïîäåëèòü ìíîãî÷ëåí

x3− 2x2− 3x+4 íà x− 1 â ñòîëáèê, êàæäûé ðàç óáèâàÿ ñòàðøóþ ñòåïåíü ñ îñòàòêå. Íî ìû ïî-
ñòóïèì õèòðåå. Âî-ïåðâûõ, ÿñíî, ÷òî â ñêîáêàõ ñòîèò êâàäðàòíûé òðåõ÷ëåí, ò.ê. ñóììà ñòåïåíåé
ìíîæèòåëåé â ïðàâîé ÷àñòè ðàâíà 3. Êðîìå òîãî, ÿñíî, ÷òî ñòàðøèé ÷ëåí ýòîãî êâàäðàòíîãî
òðåõ÷ëåíà ðàâåí 1 (ïîñêîëüêó ñòàðøèé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ � ýòî ïðîèçâåäåíèÿ ñòàðøèõ ÷ëåíîâ).
Äàëåå, ìîæíî òàêæå íàéòè ñâîáîäíûé ÷ëåí: îí ðàâåí −4 (èáî ñâîáîäíûé ÷ëåí ïðîèçâåäåíèÿ
ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ).

Â èòîãå ìû, íè÷åãî íå ñäåëàâ, óæå ïî÷òè íàøëè âòîðóþ ñêîáêó:

x3 − 2x2 − 3x+ 4 = (x− 1)(x2 + . . . x− 4).

Îñòàëîñü ïîéìàòü êîýôôèöèåíò ïðè x. Íó à çäåñü óæå íóæíî íåìíîãî ïîñ÷èòàòü. Äàâàéòå
ïîïðîáóåì ìûñëåííî ðàñêðûòü ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè è ïîñìîòðåòü íà êîýôôèöèåíò ïðè x2.
Îí áóäåò ðàâåí (−1) + . . .. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí æå ðàâåí −2. Çíà÷èò, êîýôôèöèåíò ïðè x
âî âòîðîé ñêîáêå ðàâåí −2− (−1) = −1, è íàøå ðàçëîæåíèå âûãëÿäèò òàê:

x3 − 2x2 − 3x+ 4 = (x− 1)(x2 − x− 4).
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Ðàçäåë 3. Çàäà÷è íà ñíÿòèå ìîäóëåé

Òåïåðü ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà íå ïðåäñòàâëÿåò ïðîáëåì:

(x− 1)(x2 + . . . x− 4 6 0 ⇔ (x− 1)(x− x1)(x− x2) 6 0,

ãäå x1,2 =
1±
√

(−1)2−4·(−4)
2

= 1±
√
17

2
. Çàìåòèì, ÷òî

x1 =
1−
√
17

2
< 0 < 1 <

1 + 4

2
<

1 +
√
17

2
= x2,

ïîýòîìó çìåéêà áóäåò âûãëÿäåòü òàê:

Ðèñ. 5.

Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âòîðîãî íåðàâåíñòâà âûãëÿäèò òàê: x 6 x1, 1 6 x 6 x2.
Îñòàëîñü îáúåäèíèòü äâå äèàïàçîíà ðåøåíèé è ïîëó÷èòü îêîí÷àòåëüíûé îòâåò.
Îòâåò: x 6 1−

√
17

2
, x > 0.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷, ñîáåðåì âñå ñïîñîáû ñíÿòèÿ ìîäóëÿ âîåäèíî.

• |f | < g ⇔ −g < f < g • |f | = g ⇔

{
f = ±g
g > 0

• |f | > g ⇔

[
f > g

f < −g

3. Çàäà÷è íà ñíÿòèå ìîäóëåé

Âî âñåõ çàäà÷àõ òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå èëè íåðàâåíñòâî.

1. |x2 − 1|+ x+ 1 = 0.

2. |x2 − 3x| = 2x− 4.

3. |x2 − 2x− 1| − x+ 1 = 0.

4.

{
|x2 − 4y + 3|+ y = 1

2x+ 2y = 1

5. 3|x− 1| > x+ 3.

6. |2x− 1| > 1
x−2 .

7. |x2 − 2x− 3| < 3x− 3.

8. |x2 − 3x+ 1| < x− 2.

9. |x2 + 3x|+ x2 − 2 > 0.

10.
∣∣|x2 + 3x− 8| − x2

∣∣ > 8− x.

11.
∣∣|x3 − x− 1| − 5

∣∣ > x3 + x+ 8.

9



Ðàçäåë 4. Äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå

4. Äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå

Â ïðîøëîì ðàçäåëå ìû íàó÷èëèñü ðàáîòàòü ñ óðàâíåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè âèäà |f | = g,
|f | < g è |f | > g. Âîçíèêàåò âîïðîñ: ÷òî äåëàòü, åñëè ìû íàâåñèì ìîäóëü åùå è íà ïðàâóþ
÷àñòü? Ò.å. ðàññìîòðèì òåïåðü óðàâíåíèå |f | = |g| è íåðàâåíñòâà |f | < |g|, |f | > |g|? Êîíå÷íî,
ìîæíî áûëî áû ñíÿòü ñíà÷àëà ìîäóëü ñëåâà, à çàòåì � ñïðàâà. Íî âèäíî, ÷òî ýòî óæå äîâîëüíî
òðóäíî ðåàëèçîâàòü òåõíè÷åñêè: ñëèøêîì ìíîãî âîçíèêàåò óðàâíåíèé è íåðàâåíñòâ. Õîòåëîñü
áû ïîñòóïèòü ïðîùå. . .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêîé áîëåå ïðîñòîé ñïîñîá äåéñòâèòåëüíî åñòü! Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà
òî, êàê îí ðàáîòàåò, ñíà÷àëà íà ïðèìåðå óðàâíåíèÿ |f | = |g|. ×òîáû ðåøèòü åãî, äîñòàòî÷íî
ëèøü ãåîìåòðè÷åñêîãî ñìûñëà ìîäóëÿ! Â ñàìîì äåëå, íàïîìíèì, ÷òî |a| � ýòî ðàññòîÿíèå îò
òî÷êè a äî òî÷êè 0 íà êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Óðàâíåíèå |f | = |g| ãîâîðèò, ÷òî íàì íóæíî íàéòè
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ÷èñëà f è g ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè 0. Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî
â äâóõ ñëó÷àÿõ: ëèáî ýòè ÷èñëà ñîâïàäàþò, ò.å. f = g, ëèáî îíè îòëè÷àþòñÿ çíàêîì, ò.å. f = −g.
Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå |f | = |g| ðàâíîñèëüíî ïàðå óðàâíåíèé f = ±g. Âîò è âñå!

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ íåðàâåíñòâàìè äåëî îáñòîèò çíà÷èòåëüíî õèòðåå, è çäåñü ïðîñòî ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ñìûñë ìîäóëÿ íàì íå ïîìîæåò. òî÷íåå ãîâîðÿ, èñïîëüçóÿ åãî, ìîæíî âñå-òàêè
èçáàâèòüñÿ îò ìîäóëåé, íî ýòî áóäåò î÷åíü äîëãî è ãðîìîçäêî. Ïîýòîìó çäåñü ìû ïðèìåíèì
ïðèíöèïèàëüíî äðóãóþ èäåþ (êîòîðàÿ. êñòàòè, ïîìîãàåò ðåøèòü è óðàâíåíèå |f | = |g|) � äî-

ìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå.
Ïîïðîáóåì ðåøèòü íåðàâåíñòâî |f | < |g| (íåðàâåíñòâî ¾>¿ ðåøàåòñÿ àáñîëþòíî àíàëîãè÷-

íî). Ïåðåíåñåì |g| íàëåâî, ÷òîáû â ëåâîé ÷àñòè ó íàñ âîçíèêëà ðàçíîñòü ìîäóëåé. Ïîëó÷èòñÿ
íåðàâåíñòâî |f |−|g| < 0. À òåïåðü óìíîæèì îáå ÷àñòè íàøåãî íåðàâåíñòâà íà âåëè÷èíó |f |+|g|!
Òàêîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ê |f | − |g|, è, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ïåðåìíîæàòü
ñîïðÿæåííûå âûðàæåíèÿ î÷åíü ïîëåçíî.

Âî-ïåðâûõ, äàâàéòå ïîéìåì, êàêîå íåðàâåíñòâî ìû ïîëó÷èì. Â ïðàâîé ÷àñòè ó íàñ îñòàíåòñÿ
0 (ýòà èäåÿ õîðîøî íàì çíàêîìà ïî ìåòîäó èíòåðâàëîâ: ìû õîòèì ñëåäèòü òîëüêî çà çíàêàìè
âûðàæåíèÿ, ïîýòîìó îñòàâëÿåì ñïðàâà 0), à â ëåâîé âîçíèêíåò ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Íî ïîíÿòíî,
÷òî |f |f = f 2 è |g|2 = g2, ïîýòîìó â ëåâîé ÷àñòè âîçíèêíåò ïðîñòî ðàçíîñòü êâàäðàòîâ f 2 − g2.
Â èòîãå íàøå íåðàâåíñòâî çàïèøåòñÿ â âèäå f 2 − g2 < 0, à åãî óæå ëåãêî ðåøèòü ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ: ëåâàÿ ÷àñòü î÷åíü ëåãêî ðàñêëàäûâàåòñÿ íà ìíîæèòåëè � (f − g)(f + g) < 0.

Òåïåðü äàâàéòå ïîéìåì, ÿâëÿåòñÿ ëè òàêîé ïåðåõîä ñ äîìíîæåíèåì íà ñîïðÿæåííîå ðàâíî-
ñèëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì (ò.å. íå èçìåíèòñÿ ëè â ðåçóëüòàòå òàêîãî äåéñòâèÿ ìíîæåñòâî ðåøå-
íèé). Çàìåòèì, ÷òî |f | > 0 è |g| > 0, ïîýòîìó |f |+|g| > 0, è ìû âðîäå áû äîìíîæàåì íåðàâåíñòâî
íà ïîëîæèòåëüíóþ âåëè÷èíó, à çíà÷èò, ñîâåðøàåì ðàâíîñèëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå. . .

Íà ñàìîì äåëå òàê áóäåò ïðàêòè÷åñêè âñåãäà. Íî âñå æå åñòü èñêëþ÷åíèÿ. Äåëî â òîì,
÷òî ñóììà |f | + |g| èíîãäà ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 0: êîãäà f = g = 0. Ýòî ñêîðåå âñåãî ïðîèçîéäåò â
êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê, êîòîðûå ëåãêî âûêèíóòü èç îòâåòà, íî òåì íå ìåíåå ïîëåçíî ïîìíèòü, ÷òî
èíîãäà ìîäóëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ â 0, è òàêèå ñëó÷àè íóæíî êîíòðîëèðîâàòü îòäåëüíî. Ïîýòîìó
íà ïðàêòèêå ïåðåä òåì, êàê äîìíîæàòü íà ñîïðÿæåííîå, ïîëåçíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ó ñëàãàåìûõ
|f | è |g| íåò îáùèõ íóëåé. Îáû÷íî f è g � ìíîãî÷ëåíû, ïîýòîìó, åñëè ó íèõ åñòü îáùèé êîðåíü,
åãî ìîæíî ïðîñòî âûíåñòè çà ñêîáêó è íå äîìíîæàòü íà íåãî.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåíî ïîçâîëÿåò åäèíîîáðàçíî ñïðàâèòüñÿ ñ
ìîäóëÿìè âî âñåõ òðåõ ñëó÷àÿõ: |f | = |g|, |f | < |g| è |f | > |g|. Ñâÿçàíî ýòî ñ òåì, ÷òî ìû áîðåìñÿ
íå ñòîëüêî ñ ñàìèì íåðàâåíñòâîì, ñêîëüêî ñ âûðàæåíèåì |f | − |g|, êîòîðîå ïðåâðàùàåòñÿ â
ðàçíîñòü êâàäðàòîâ f 2 − g2 â ðåçóëüòàòå äîìíîæåíèÿ íà ñîïðÿæåííîå. Èíîãäà â çàäà÷àõ ìîãóò
âñòðå÷àòüñÿ òàêèå ðàçíîñòè ìîäóëåé, ñêîìáèíèðîâàííûå ñ êàêèìè-òî äðóãèìè âûðàæåíèÿìè.
Â òàêîì ñëó÷àå äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü íåðàâåíñòâî, à
èíîãäà è ïðèâåäåò ê ïîëíîìó åãî ðåøåíèþ.
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Ðàçäåë 4. Äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå

Çàìå÷àíèå 1. Åñòü è åùå îäèí ïîäõîä ê èçáàâëåíèþ îò ìîäóëåé â íåðàâåíñòâàõ âèäà |f | ∨ |g|.
Çàêëþ÷àåòñÿ îí â îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò. Ò.å. ìû ïðîñòî âîçâîäèì â êâàäðàò èñõîäíîå
íåðàâåíñòâî è ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå åìó íåðàâåíñòâî f 2 ∨ g2. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî îïåðà-
öèÿ âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò äåéñòâèòåëüíî ïðèâîäèò ê ðàâíîñèëüíîìó íåðàâåíñòâó, ïîñêîëüêó è
ëåâàÿ, è ïðàâàÿ ÷àñòè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà áûëè íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî âàæíîå îãðàíè÷åíèå,
ïîñêîëüêó â ñëó÷àå íàëè÷èÿ â íåðàâåíñòâå îòðèöàòåëüíûõ âåëè÷èí âîçâåäåíèå â êâàäðàò ìîæåò
ïðèâåñòè ê ïðîòèâîðå÷èþ: 1 > −2, íî 12 < (−2)2. Ïîýòîìó âîçâîäèòü â êâàäðàò íåðàâåíñòâà
âèäà |f | > g íåëüçÿ!

Ïðèìåð 6. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 − 8x+ 15| 6 |15− x2|.
Ïåðåíåñåì âñå ìîäóëè â ëåâóþ ÷àñòü, äîìíîæèì íà ñîïðÿæåííîå (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî

äëÿ íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâ òàêîé ïåðåõîä ïðîñòî ðàâíîñèëåí è íå òðåáóåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé,
ò.ê. åñëè f = g = 0, òî òàêèå òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà) è ïðèìåíèì
ìåòîä èíòåðâàëîâ:

|x2 − 8x+ 15| 6 |15− x2| ⇔ |x2 − 8x+ 15| − |x2 − 15| 6 0
∣∣∣ · (|x2 − 8x+ 15|+ |x2 − 15|) ⇔(

(x2 − 8x+ 15)− (x2 − 15)
)(
(x2 − 8x+ 15) + (x2 − 15)

)
6 0 ⇔ (−8x+ 30)(x2 − 4x) 6 0 ⇔

(4x− 15)x(x− 4) > 0.

Ðèñ. 6.

Îòâåò: 0 6 x 6 15
4
, x > 4.

Ïðèìåð 7. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî

|x− 4| − |x− 1|
|x− 3| − |x− 2|

<
|x− 3|+ |x− 2|

|x− 4|
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî çäåñü âûðàæåíèå |f | − |g| âîçíèêàåò ñðàçó íåñêîëüêî ðàç, ïðè÷åì â
ñîñòàâå ñëîæíîé äðîáè. Ïîýòîìó áåç äîìíîæåíèÿ íà ñîïðÿæåííûå íàì íå îáîéòèñü. Çàìåòèì,
÷òî íàì íóæíî óáèòü ìîäóëè â äâóõ ðàçíîñòÿõ, à çíà÷èò, íàì íóæíî äâà ñîïðÿæåííûõ âûðàæå-
íèÿ. Óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíóþ äðîáü x−4|+|x−1||

|x−3|+|x−2| (îáðàòèòå âíèìàíèå

÷òî ýòà äðîáü ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà, ïîñêîëüêó ó ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé íåò îáùèõ íóëåé).
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Ðàçäåë 5. Çàäà÷è íà äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

|x− 4| − |x− 1|
|x− 3| − |x− 2|

<
|x− 3|+ |x− 2|

|x− 4|
⇔ (x− 4)2 − (x− 1)2

(x− 3)2 − (x− 2)2
<
|x− 4|+ |x− 1|

|x− 4|
⇔

−6x+ 15

−2x+ 5
<
|x− 4|+ |x− 1|

|x− 4|
⇔


|x− 4|+ |x− 1|

|x− 4|
> 3

x 6= 5

2

⇔

|x− 1| > 2|x− 4|

x 6= 5

2
, 4

⇔


2|x− 4| − |x− 1| < 0

∣∣∣ · (2|x− 4|+ |x− 1|)

x 6= 5

2
, 4

⇔


(
2(x− 4)− (x− 1)

)(
2(x− 4) + (x− 1)

)
< 0

x 6= 5

2
, 4

⇔

(x− 7)(x− 3)
)
< 0

x 6= 5

2
, 4

⇔

3 < x < 4, 4 < x < 7.

Îòâåò: 3 < x < 4, 4 < x < 7.

Ïåðåä òåì, êàê ïåðåõîäèòü ê ðåøåíèþ çàäà÷, çàôèêñèðóåì åùå ðàç íàøå äåéñòâèå:

|f | ∨ |g| ⇔ |f | − |g| ∨ 0
∣∣∣ · (|f |+ |g|) ⇔ f 2 − g2 ∨ 0.

5. Çàäà÷è íà äîìíîæåíèå íà ñîïðÿæåííîå

12. |x2 − 13x+ 35| = |35− x2|.

13. |x2 + x− 3| = |5x− 4|.

14. |x2 + 10x+ 16| > |x2 − 16|.

15.

∣∣∣x−1x−2

∣∣∣ = ∣∣∣x+1
x+2

∣∣∣.
16.

∣∣∣ x10 − 1
5

∣∣∣ > ∣∣∣x4 − 1
2

∣∣∣.
17.

|x−5|−|x+4|
|x−2|−|x+1| <

|x−2|+|x+1|
|x+4| .

6. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Â çàêëþ÷èòåëüíîì äëÿ ýòîãî ïîñîáèÿ ìåòîäå ìû ïîïðîáóåì ðàçîáðàòüñÿ ñ íåêîòîðûìè óðàâ-
íåíèÿìè è íåðàâåíñòâàìè, ñîäåðæàùèìè â ñåáå ñðàçó òðè ìîäóëÿ! Íåîáõîäèìî ñðàçó îãîâîðèòü-
ñÿ, ÷òî äàííûé ìåòîä íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿåòñÿ íå î÷åíü ÷àñòî, îäíàêî òàê, ãäå åãî ìîæíî
èñïîëüçîâàòü, îí î÷åíü ýôôåêòèâåí è áûñòð. Íàçûâàåòñÿ ýòîò ìåòîä ¾Íåðàâåíñòâî òðåóãîëü-
íèêà¿.

Îòêóäà òðåóãîëüíèêè áåðóòñÿ â çàäà÷àõ ñ ìîäóëÿìè? Äàâàéòå âñïîìíèì ïîíÿòèå âåêòîðà èç
êóðñà ãåîìåòðèè è ïîíÿòèå ìîäóëü âåêòîðà êàê åãî äëèíû. Äà, îäíî è òî æå ñëîâî ¾ìîäóëü¿ â
àëãåáðå è ãåîìåòðèè îáîçíà÷àþò, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî ðàçíûå âåùè, íî ìåæäó íèìè ìîæíî
ïðîâåñòè ïîëåçíóþ ïàðàëëåëü.

Â ãåîìåòðèè õîðîøî èçâåñòíî íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà: â òðåóãîëüíèêå ñóììà äâóõ ñòîðîí
áîëüøå òðåòüåé. Âñïîìèíàÿ ïðî ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà ñëîæåíèÿ âåêòîðîâ è îáîçíà÷åíèå |x|
ìîäóëÿ (èëè äëèíû) âåêòîðà x, ìîæíî íàïèñàòü òàêîå íåðàâåíñòâî: äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ
a è b âåðíî íåðàâåíñòâî |a| + |b| > |a + b|. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ðàâåíñòâî çäåñü ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ â ñëó÷àå, êîãäà âåêòîðû a è b êîëëèíåàðíû (ò.å. ïàðàëëåëüíû îäíîé ïðÿìîé).
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Ðàçäåë 6. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Âîçíèêàåò âîïðîñ: à âåðíî ëè ñîîòâåòñòâóþùåå íåðàâåíñòâî äëÿ ÷èñåë a è b? ×òî áóäåò, åñëè
ñòåðåòü ñòðåëî÷êè íàä âåêòîðàìè? Ñïðàâåäëèâî ëè íåðàâåíñòâî |a|+ |b| > |a+ b|?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî! Îíî òàêæå íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì òðåóãîëüíè-

êà, õîòÿ òåïåðü ìû åãî ôîðìóëèðóåì äëÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Êðîìå òîãî, íàì ïîòðåáóåòñÿ åùå
îäíî âàæíîå óñèëåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà, êîòîðîãî íåò â åãî ãåîìåòðè÷åñêîì àíàëîãå. À èìåííî,
íàì áóäåò âàæíî çíàòü, êîãäà ýòî íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ò.å. êîãäà |a|+|b| = |a+b|.
Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 (Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b ñïðàâåä-
ëèâî íåðàâåíñòâî |a| + |b| > |a + b|, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, ò.å. êîãäà ab > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû äîêàçàòü íåðàâåíñòâî |a|+ |b| > |a+b|, âîçâåäåì åãî â êâàäðàò. Êàê ìû
óæå îòìå÷àëè âûøå, ýòî ðàâíîñèëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè íàøåãî
íåðàâåíñòâà íåîòðèöàòåëüíû. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âîçâåäåíèå â êâàäðàò ïîìîæåò íàì èçáàâèòüñÿ
îò áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ìîäóëåé.

Èìååì:

|a|+ |b| > |a+ b| ⇔ (|a|+ |b|)2 > |a+ b|2 ⇔ a2+2|a||b|+ b2 > a2+2ab+ b2 ⇔ |ab| > ab.

Ìû ïîëó÷èëè âåðíîå íåðàâåíñòâî (ìîäóëü âñåãäà íå ìåíüøå ñâîåãî àðãóìåíòà), à çàîäíî ïîíÿëè,
÷òî ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà ìîäóëü â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ðàñêðûâàåòñÿ ñî çíàêîì ¾+¿,
ò.å. êîãäà ab > 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà â ãåîìåòðèè åñòü åùå îäíà ôîðìà çàïèñè:
∣∣|a − b|

∣∣ 6 |a − b|
(ìîäóëü ðàçíîñòè äâóõ ñòîðîí íå áîëüøå òðåòüåé ñòîðîíû). Åãî àíàëîã äëÿ ÷èñåë òàêæå åñòü.

Ïðåäëîæåíèå 2 (Âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà). Äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a è b
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣|a|−|b|∣∣ > |a−b|, ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÷èñëà a è b îäíîãî çíàêà, ò.å. êîãäà ab > 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïåðâîãî íåðàâåí-
ñòâà òðåóãîëüíèêà.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà ðàáîòàþò â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ. Îáû÷íî
èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû îáíàðóæèòü â îäíîì âûðàæåíèè ñóììó èëè ðàçíîñòü äâóõ äðó-
ãèõ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé. Òîãäà, ïåðåîáîçíà÷àÿ ýòè ïîäìîäóëüíûå âûðàæåíèÿ, ìû ñâåäåì
çàäà÷ó ê íåðàâåíñòâó âèäà |a|+ |b| 6 |a+ b| èëè |a|+ |b| = |a+ b|. È â ïåðâîì, è âî âòîðîì ñëó÷àå
ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî |a|+ |b| > |a+ b|, ïîýòîìó äëÿ âû-
ïîëíåíèÿ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà
äîñòèãàëîñü ðàâåíñòâî (âîò äëÿ ÷åãî îíî íàì áûëî íóæíî!). Ïîýòîìó âìåñòî ñëîæíûõ ðàñêðû-
òèé ìîäóëå ìû ïîëó÷àåì îäíî íåñëîæíîå íåðàâåíñòâî ab > 0, êîòîðîå ëåãêî ðåøèòü ìåòîäîì
èíòåðâàëîâ.

Êàê íàó÷èòüñÿ çàìå÷àòü ïîäîáíûå êîìáèíàöèè âûðàæåíèé � îòäåëüíûé âîïðîñ. ×àñòî ïî-
ìîãàåò òàêîé ïðèåì: ìûñëåííî óáåðåì ìîäóëè (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ðàñêðîåì èõ ñî çíàêîì
+) è ïîñìîòðèì, ÷òî ïîëó÷èòñÿ. Åñëè ìíîãèå ñëàãàåìûå ñîêðàùàþòñÿ, ýòî ìîæåò îçíà÷àòü, ÷òî
ñòîèò ïîïðîáîâàòü ïîèñêàòü çàìåíó, ñâîäÿùóþ çàäà÷ó ê íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà. Èíîãäà,
÷òîáû äîáèòüñÿ ñîêðàùåíèÿ êàêèõ-òî ñëàãàåìûõ, ïîëåçíî ïåðåä ðàñêðûòèåì ìîäóëåé ïîìåíÿòü
çíàê ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ.

Òàêæå èíîãäà âñòðå÷àþòñÿ áîëåå ïðîñòûå íåðàâåíñòâà âèäà |a|+|b| 6 a+b. Çäåñü äîñòàòî÷íî
çàìåòèòü, ÷òî |a| > a è |b| > b, ïîýòîìó íà ñàìîì äåëå |a|+ |b| > a+ b, à ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ
ëèøü ïðè a, b > 0. Òàêèå çàäà÷è ïîçâîëÿþò íàó÷èòüñÿ çàìå÷àòü ðàçëè÷íûå òðþêè, ñâÿçàííûå
ñ êîìáèíèðîâàíèåì ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé.
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Ðàçäåë 6. Íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Ïðèìåð 8. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî |x2 − 2x|+ |x2 − 1| 6 1− 2x.

Çàìåòèì, ÷òî

|x2 − 2x|+ |x2 − 1| = |1− x2|+ |x2 − 2x| > (1− x2) + (x2 − 2x) = 1− 2x,

ò.ê. |a| > a ïðè âñåõ âåùåñòâåííûõ a. Çíà÷èò, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî äîëæíî îáðàùàòüñÿ â
ðàâåíñòâî. À ýòî âîçìîæíî ëèøü ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëîâèé:{

1− x2 > 0

x2 − 2x > 0
⇔

{
(x− 1)(x+ 1) 6 0

x(x− 2) > 0

Ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâàëîâ.

Ðèñ. 7.

Îòâåò: −1 6 x 6 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð ïîñëîæíåå.

Ïðèìåð 9. Ðåøèòü íåðàâåíñòâî
∣∣|2 + x− x2| − |x+ 1|

∣∣ > |x2 − 2x− 3|.
Âíåøíèé âèä íàøåãî íåðàâåíñòâà íàïîìèíàåò âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:

∣∣|a|− |b|∣∣ 6
|a− b|. Ïîïðîáóåì ñêîìáèíèðîâàòü èç äâóõ ïðàâûõ ïîäìîäóëüíûõ âûðàæåíèé òðåòüå.

Åñëè ïðîñòî ðàñêðûòü ìîäóëè, òî ïîëó÷èòñÿ (2+ x− x2)− (x+1) = −x2 +1 � ñîâñåì íå òî,
÷òî íàì íóæíî. Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîìåíÿòü çíàê ïåðâîãî ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ. Ïî÷åìó
òàê? Ïîòîìó, ÷òî â ïîñëåäíåì ìîäóëå x2 èäåò ñî çíàêîì ¾+¿, à ðàç òàê, òî ðàçóìíî ïîïðîáîâàòü
äîáèòüñÿ ýòîãî è â ëåâîé ÷àñòè.

Èòàê, ïîëó÷àåì: (−2−x+x2)− (x+1) = −(x2− 2x− 3) � ïî÷òè òî, ÷òî íàì íóæíî! Òîëüêî
çíàê âûðàæåíèÿ äðóãîé. Íî îò ýòîãî ëåãêî èçáàâèòüñÿ, ïîìåíÿâ ñëàãàåìûå |2+ x− x2| è |x+1|
â ëåâîé ÷àñòè.

Èòàê, ìû ãîòîâû ïðèìåíèòü âòîðîå íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà:∣∣|2 + x− x2| − |x+ 1|
∣∣ = ∣∣| − x− 1| − |2 + x− x2|

∣∣ 6 |(−x− 1)− (2 + x− x2)| = |x2 − 2x− 3|.
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Ðàçäåë 7. Çàäà÷è íà íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

Ïîñêîëüêó èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ñìîòðèò â äðóãóþ ñòîðîíó, îíî îáÿçàíî îáðàùàòüñÿ â ðà-
âåíñòâî. Êàê ìû ïîìíèì, â ðàâåíñòâî îíî îáðàùàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(−x− 1)(2 + x− x2) > 0 ⇔ (x+ 1)2(x− 2) > 0.

Ïðèìåíèì ìåòîä èíòåðâàëîâ:

Ðèñ. 8.

Îòâåò: x = −1, x > 2.

7. Çàäà÷è íà íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà

18. |2x− 15| = 22− |2x+ 7|.

19. |5x− 13| − |6− 5x| = 7.

20. |x2 − 4|+ |9− x2| = 5.

21.
∣∣|1− x2| − |x2 − 3x+ 2|

∣∣ > 3|x− 1|.
22. Íàéòè ïëîùàäü ôèãóðû, çàäàííîé íà êîîð-
äèíàòíîé ïëîñêîñòè Oxy óðàâíåíèåì 2|x+2|+
|y|+ |2x− y| = 4.
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