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1 Ââåäåíèå

Â îòëè÷èå îò îêðóæíîñòè Ýéëåðà, îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ çà÷àñòóþ îñòàåòñÿ â òåíè ïðè èçëî-
æåíèè êóðñà øêîëüíîé ãåîìåòðèè äàæå â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ øêî-
ëàõ. Îáû÷íî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ êàê îäíà èç íåìíîãèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷,
óäîáíî ðåøàåìûõ ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò, ïðèâîäÿòñÿ íåñêîëüêî ïðèìåðîâ åå èñïîëüçîâàíèÿ â
çàäà÷àõ íà ïîñòðîåíèå è èçðåäêà ñîîáùàåòñÿ î ñâÿçè îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ñ èíâåðñèåé è
ðàäèêàëüíîé îñüþ.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñòàíîâèòñÿ ôàêòîì, îòîðâàííûì îò ñàìîãî êóðñà
øêîëüíîé ãåîìåòðèè, ïîñêîëüêó åå ñâÿçè ñ ñîáñòâåííî ãåîìåòðèåé (òðåóãîëüíèêà, îêðóæíîñòè
è ò.ä.), êàê ïðàâèëî, íå èçëàãàþòñÿ, à îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ïðèìåíåíèÿì
îïðåäåëåíèÿ ýòîé îêðóæíîñòè, íî íèêàê íå åå âçàèìîñâÿçÿì ñ äðóãèìè âàæíûìè è èíòåðåñíûìè
ôàêòàìè è òåîðåìàìè.

Ìåæäó òåì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå íåîáû÷àéíî êðàñè-
âóþ ãåîìåòðèþ, îñâîåíèå êîòîðîé, ñ îäíîé ñòîðîíû, íå òðåáóåò íèêàêèõ çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà
ðàìêè øêîëüíîé ïðîãðàììû 8 êëàññà, à ñ äðóãîé � ïîçâîëÿåò îòêðûòü ñîâåðøåííî óäèâèòåëü-
íûå ôàêòû è òåîðåìû, äîêàçàòü êîòîðûå áåç îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî
(îñîáåííî â 8 êëàññå!). È ÷òî ñàìîå ãëàâíîå, ýòè ôàêòû è òåîðåìû îðãàíè÷íî âïèñûâàþòñÿ â
øêîëüíûé êóðñ ãåîìåòðèè è ñâÿçûâàþò âîåäèíî òàêèå, êàçàëîñü áû, äàëåêèå äðóã îò äðóãà ïî-
íÿòèÿ, êàê êîîðäèíàòû, áèññåêòðèñû, çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè òðåóãîëüíèêà, îêðóæíîñòü Ýéëåðà,
òî÷êè W , çàäà÷è Ôàíüÿíî è Øàðûãèíà, èíâåðñèþ, ïîëþñû è ïîëÿðû è ò.ä.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ òàêèì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ îêðóæíî-
ñòè Àïîëëîíèÿ. Äëÿ îñâîåíèÿ òåîðåì è äîêàçàòåëüñòâ, ïðèâîäèìûõ íèæå, äîñòàòî÷íî âëàäåòü
øêîëüíîé ãåîìåòðèåé íà óðîâíå 8 êëàññà (â ÷àñòíîñòè, äîñòàòî÷íî çíàòü ìàòåðèàë ïåðâûõ âîñü-
ìè ïàðàãðàôîâ ó÷åáíèêà À. Ïîãîðåëîâà) è æåëàòåëüíî áûòü çíàêîìûì ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà
è òî÷êàìè W (÷èòàòåëü, íåçíàêîìûé ñ ýòèìè ôàêòàìè, ìîæåò îáðàòèòüñÿ ñ ñòàòüå ???).

Îòìåòèì, ÷òî ïðè èçó÷åíèè ãåîìåòðèè ïî øêîëüíîìó ó÷åáíèêó ÷àñòî âîçíèêàåò ïðîáëåìà
ïîèñêà èíòåðåñíûõ è ñîäåðæàòåëüíûõ çàäà÷ è òåîðåì, ðåøèì è äîêàçàâ êîòîðûå, øêîëüíèê ïîä-
íèìåòñÿ íà íîâóþ, áîëåå âûñîêóþ ñòóïåíü â ñâîåì ìàòåìàòè÷åñêîì ðàçâèòèè. Íà íàø âçãëÿä,
ïðèâîäèìûé â ýòîé ñòàòüå ñþæåò îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ, à òàêæå ðÿäà äðóãèõ òåñíî ñâÿ-
çàííûõ ñ íèìè ôàêòîâ ìîæåò âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë è äàòü âîçìîæíîñòüþ ïîçíàêîìèòüñÿ
ñ âåñüìà ñëîæíûìè è ñîäåðæàòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè, äîñòóïíûìè óæå â 8
êëàññå, íî çà÷àñòóþ íåçíàêîìûìè äàæå 9-êëàññíèêàì.

Åñòü è åùå îäèí óäèâèòåëüíûé ìîìåíò: ïðè ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì
îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ äîðîãà ê íèì ëåæèò íå â ñòîðîíå îò îñíîâíîãî êóðñà òåîðèè (ïðè-
íÿòîãî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà), à, íàîáîðîò, ðàñøèðÿåò, äîïîëíÿåò, óãëóáëÿåò
è ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ìàòåðèàë âñåãî êóðñà 7 è 8 êëàññîâ. Óäèâèòåëüíî, ÷òî ðåçóëüòàòû,
ëåæàùèå íà ýòîé äîðîãå, ìîãóò áûòü äîêàçàíû áåç ïðèâëå÷åíèÿ òàêîé ìîùíîé òåõíèêè êàê
âïèñàííûå è öåíòðàëüíûå óãëû, ãîìîòåòèÿ è ïîäîáèå, è â òî æå âðåìÿ ýòè äîêàçàòåëüñòâà
íå èñêóññòâåííû! Îíè ïðîÿñíÿþò ñóòü äåëà, íî ñ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîé ñòîðîíû, ïîçâîëÿÿ
ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êîíñòðóêöèè, íå âñåãäà çíàêîìûå äàæå îëèìïèàä-
íèêàì.

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail tsdtp4u@proc.ru
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Ïîýòîìó ìû è íàçâàëè ýòó äîðîãó ê îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ¾öàðñêîé¿. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ
÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì äàòü øêîëüíèêàì ìëàäøèõ (7�8) êëàññîâ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîéòèñü ïî
ýòîé äîðîãå.

2 Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ â êîîðäèíàòàõ

Ìû íà÷íåì íàø ïóòü ñ êëàññè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ è êîîðäèíàòíîãî
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá ýòîé îêðóæíîñòè. Åùå ðàç îòìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû, ïî âñåé âèäè-
ìîñòè, ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì âîçìîæíûì ñïîñîáîì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá îêðóæíîñòè
Àïîëëîíèÿ äëÿ âîñüìèêëàññíèêîâ, åñëè íå ïðèâëåêàòü âïèñàííûå óãëû.

Çàôèêñèðóåì íà ïëîñêîñòè îòðåçîê AB è ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî k. Íàøà öåëü
� îïèñàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê M , òàêèõ, ÷òî AM/BM = k.

Ìîæíî çàäàòü âîïðîñ: ïî÷åìó èíòåðåñíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî îòíîøåíèå äëèí îòðåçêîâ?
Âåäü â øêîëüíîì êóðñå ãåîìåòðèè äî ñèõ ïîð ðàññìàòðèâàëàñü ëèøü îäíà òåîðåìà, ñâÿçàííàÿ
ñ îòíîøåíèåì äëèí � òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ. Êàçàëîñü áû, ãîðàçäî ïðîùå ðàñ-
ñìîòðåòü ñóììó èëè ðàçíîñòü äëèí, íà õóäîé êîíåö ïðîèçâåäåíèå (êîòîðîå ìîæíî ïîïûòàòüñÿ
ïðèâÿçàòü ê ïëîùàäè). . .

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íå òàê ïðîñòî. Ñîîòâåòñòâóþùèå ÃÌÒ õîðîøî èçâåñòíû â ãåîìåòðèè,
îäíàêî óñòðîåíû îíè êóäà áîëåå òðóäíûì îáðàçîì! À èìåííî,

• ÃÌÒ M : AM +BM = k ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B;

• ÃÌÒ M : |AM −BM | = k ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëîé ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B;

• ÃÌÒ M : AM ·BM = k ÿâëÿåòñÿ ëåìíèñêàòîé ñ ôîêóñàìè â òî÷êàõ A è B.

Âîçìîæíî, ïðî ýëëèïñ è ãèïåðáîëó âû óæå ÷òî-òî ñëûøàëè (íàïðèìåð, â ãðàôèêîì ôóíêöèè
y = 1/x ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà), à âîò ëåìíèñêàòà, ñêîðåå âñåãî, ïðàêòè÷åñêè íèêîìó íå èçâåñòíà.
Îäíàêî æå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ýòèõ ôèãóð â øêîëå ïðîõîäÿòñÿ ðåäêî. Òðóäíî ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî èìåííî ÃÌÒ ñ îòíîøåíèÿìè äëèí óñòðîåíî íàèáîëåå ïðîñòî è êðàñèâî. . .

Òåîðåìà 1. ÃÌÒ M : AM/BM = k 6= 1 ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ñ öåíòðîì íà ïðÿìîé AB.

Îïðåäåëåíèå. Òàêàÿ îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì k
è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Apollk(A,B). Èíîãäà äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü ïðîñòî Apoll(A,B),
åñëè êîýôôèöèåíò k íå âàæåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ êîîðäèíàòíûì ìåòîäîì. Ââåäåì äåêàð-
òîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò, âçÿâ íà÷àëî êîîðäèíàò O â ñåðåäèíå îòðåçêà AB è íàïðàâèâ îñü Ox
ïî ïðÿìîé AB, à îñü Oy � ïî ñåðåäèííîìó ïåðïåíäèêóëÿðó ê îòðåçêó AB. Ïóñòü êîîðäèíàòû
òî÷êè A ðàâíû (−a/2, 0), à òî÷êè B � (a/2, 0) (çäåñü a � äëèíà îòðåçêà AB).

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M ñ (íåèçâåñòíûìè) êîîðäèíàòàìè (x, y), óäîâëåòâîðÿþ-
ùóþ óñëîâèþ AM/BM = k. Íàøà öåëü � ïðåîáðàçîâàòü ýòî ãåîìåòðè÷åñêîå óñëîâèå íà òî÷êó
M â àëãåáðàè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå íà êîîðäèíàòû (x, y) òî÷êè M . Òîãäà õàðàêòåð çàâèñèìîñòè
ìåæäó êîîðäèíàòàìè ïîçâîëèò îïðåäåëèòü, êàêîå èìåííî ìíîæåñòâî îáðàçóþò âñå òî÷êè M ,
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ AM/BM = k. Ïîýòîìó åñëè óñëîâèå AM/BM = kóäàñòñÿ ïåðåïè-
ñàòü â âèäå (x− x0)2 + y2 = R2, íàøà òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà.
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Ñäåëàåì öåïî÷êó ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé:

AM/BM = k ⇔ AM2 = k2 ·BM2 ⇔ (x+ a/2)2 + y2 = k2
(

(x− a/2)2 + y2
)
⇔

(k2 − 1)x2 − a(k2 + 1)x+ (k2 − 1)y2 − (k2 − 1)a2/4 = 0 ⇔ (ò.ê. k 6= 1)

x2 − a · k
2 + 1

k2 − 1
· x+ y2 − a2/4 = 0 ⇔(

x2 − 2 · a
2
· k

2 + 1

k2 − 1
· x+

(a
2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2)
+ y2 −

(a
2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2

+ a2/4 = 0 ⇔(
x− a

2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2

+ y2 =
( ak

|k2 − 1|

)2

.

òàêèì îáðàçîì, òî÷êà M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AM/BM = k òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
åå êîîðäèíàòû (x, y) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

(
x− a

2
· k

2 + 1

k2 − 1

)2
+ y2 =

( ak

|k2 − 1|
)2
, (1)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
(
a
2
· k2+1
k2−1 , 0

)
è ðàäèóñîì ak

|k2−1| , ÷òî
è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îòìåòèì ñëåäóþùèé ìîìåíò: ôîðìàëüíîå óñëîâèå k 6= 1 ìû èñïîëüçîâàëè, êîãäà äåëèëè
íàøå óðàâíåíèå íà k2 − 1, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïîëó÷èëîñü óðàâíåíèå îêðóæíîñòè. Îäíàêî ïðè
k = 1 èñêîìûì ÃÌÒ ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ (ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåçêó AB). Îêàçûâàåòñÿ,
ðàçóìíî ñ÷èòàòü òàêóþ ïðÿìóþ îêðóæíîñòüþ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî ðàäèóñà. ×òî îçíà÷àþò ýòè
ñëîâà, ìû îáñóäèì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3 Ïó÷îê îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ

Ïîñëå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê
îíà âûãëÿäè? Ìåòîä êîîðäèíàò ïîçâîëèë íàì ïðîñ÷èòàòü óðàâíåíèå ýòîé îêðóæíîñòè, îäíà-
êî ìû ïîêà ÷òî íå íàðèñîâàëè ýòîé îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ÿâíî äëÿ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ a è k. Ïîýòîìó îñòàþòñÿ îòêðûòûìè ìíîãèå åñòåñòâåííûå âîïðîñû:

• ãäå ëåæèò öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ: íà îòðåçêå AB è âíå ý òîãî îòðåçêà?

• îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñîäåðæèò â ñåáå îáå òî÷êè A, B, òîëüêî îäíó èëè âîîáùå íè îäíîé?

• Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ áîëüøàÿ èëè ìàëåíüêàÿ?

• Êàê ìåíÿåòñÿ îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñ èçìåíåíèåì êîýôôèöèåíòà k?

Íàñòàëî âðåìÿ äàòü îòâåòû íà ýòè âîïðîñû.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ ñî âñåâîçìîæíûìè êîýôôèöèåíòàìè k äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ òî÷åê A, B íàçûâàåòñÿ ïó÷êîì îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ (ñì. ðèñ. 1).

Êàêèå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü, ãëÿäÿ íà ðèñ. 1? Ïðåæäå âñåãî âèäíà ñèììåòðèÿ ïó÷êà îêðóæ-
íîñòåé Àïîëëîíèÿ îòíîñèòåëüíî ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà ê îòðåçêó AB. Ýòî ëåãêî îáúÿñ-
íèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòüM ∈ Apollk(A,B) èM ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿM îòíîñèòåëüíî
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà. Òîãäà AM/BM = k ⇔ AM ′/BM ′ = 1/k ⇔ M ′ ∈ Apoll1/k(A,B).
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Ïîýòîìó îêðóæíîñòè Apollk(A,B) è Apoll1/k(A,B) ñèììåòðè÷íû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàì â íà-
øèì ðàññóæäåíèÿõ äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ñëó÷àåì k > 1, ïîñêîëüêó ñëó÷àé 0 < k < 1 áóäåò
ñèììåòðè÷åí åìó.

Äàëåå, âèäíî, ÷òî öåíòðû îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ âñåãäà ëåæàò âíå îòðåçêà AB, êàæäàÿ
îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ïåðåñåêàåò îòðåçîê AB (ò.å. ðàçäåëÿåò òî÷êè A è B), ñàìè îêðóæíîñòè
Àïîëëîíèÿ íå ïåðåñåêàþòñÿ è, íàêîíåö, îíè ìîãóò áûòü êàê î÷åíü áîëüøèìè, òàê è î÷åíü
ìàëåíüêèìè.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ, âîñïîëüçóåìñÿ óðàâíåíèåì (1) îêðóæ-
íîñòè Àïîëëîíèÿ. Çàôèêñèðóåì ÷èñëî a (îáîçíà÷àþùåå äëèíó îòðåçêà AB) è ïîñìîòðèì, êàê
áóäóò ìåíÿòüñÿ êîîðäèíàòà x0(k) := a

2
· k2+1
k2−1 öåíòðà W (k) è ðàäèóñ R(k) := ak

|k2−1| ïðè ðàçëè÷íûõ
k.

Åñòü äâà ïðåäåëüíûõ ïîëîæåíèÿ: k →∞ è k → 1+ (ïîñëåäíÿÿ çàïèñü îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð
k ñòðåìèòñÿ ê 1 ñïðàâà. ò.å. k âñåãäà îñòàåòñÿ áîëüøå 1).

Ïðè k →∞ èìååì x0(k)→ (a/2)+ è R(k)→ 0.
Ïðè k → 1+ èìååì x0(k)→ +∞ è R(k)→ +∞.
Äîáàâëÿÿ ê ýòèì ïðåäåëüíûì ïîëîæåíèÿì ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî çàìåíû k íà 1/k,

îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðà k:

k → 0 W (k)→ A− R(k)→ 0
k → 1− W (k)→ −∞ R(k)→∞
k → 1+ W (k)→ +∞ R(k)→∞
k →∞ W (k)→ B+ R(k)→ 0

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû òàêæå óïîìÿíåì î òîì, ÷òî ïó÷îê îêðóæíîñòåé Àïîëëî-
íèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì â ìàòåìàòè÷åñêîì ñìûñëå: ó âñåõ îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ
îáùàÿ ðàäèêàëüíàÿ îñü, ÿâëÿþùàÿñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó AB. Òàêæå îò-
ìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü åùå îäèí ïó÷îê îêðóæíîñòåé ñ ðàäèêàëüíîé îñüþ AB � ýòî ïó÷îê
îêðóæíîñòåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè A è B. Åñëè èçîáðàçèòü îáà ïó÷êà íà îäíîé êàðòèíêå,
ïîëó÷èòñÿ ðèñóíîê 2, î÷åíü íàïîìèíàþùèé òðàåêòîðèè ìàãíèòíûõ ñèëîâûõ ëèíèé, à òàêæå
êîîðäèíàòíóþ ñåòêó íà ãëîáóñå (ãäå ïîëþñàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè A è B).
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4 Òåîðåìà î áèññåêòðèñàõ òðåóãîëüíèêà

Èòàê, ìåòîä êîîðäèíàò ïîçâîëèë íàì áåç êàêèõ-ëèáî èäåéíûõ çàòðóäíåíèé äîêàçàòü âåñüìà
íåòðèâèàëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Òàêæå ñ ïîìîùüþ ïðîâå-
äåííûõ íàìè âû÷èñëåíèé íàì óäàëîñü èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå îêðóæíîñòåé Àïîëëîíèÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò êîýôôèöèåíòà k. Îäíàêî âñå ýòè èññëåäîâàíèÿ î÷åíü äàëåêè îò ïðèìåíåíèÿ îêðóæ-
íîñòè Àïîëëîíèÿ â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ. Ê áîëüøîìó ñîæàëåíèþ, êîîðäèíàòíûé ìåòîä íå
ïîçâîëÿåò âûÿâèòü ãåîìåòðè÷åñêîé ïðè÷èíû ÿâëåíèÿ, íå ïîçâîëÿåò îòâåòèòü íà âîïðîñ, ïî÷å-
ìó îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Áåç ïîíèìàíèÿ ãåîìåòðè÷å-
ñêîé ïðèðîäû ýòîãî ÿâëåíèÿ ìû íå ñìîæåì ïîäâèíóòüñÿ â èçó÷åíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ
îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Ïîýòîìó ñåé÷àñ íàøà öåëü � ñâÿçàòü îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñ óæå
èçâåñòíûìè íàì êîíñòðóêöèÿìè èç êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîé ãåîìåòðè÷åñêèé îáúåêò, ñ êîòîðûì ñâÿçàíà îêðóæíîñòü Àïîëëî-
íèÿ, � ýòî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü ýòî, íàì ïîòðåáóåòñÿ âàæíàÿ (è
õîðîøî èçâåñòíàÿ) òåîðåìà.

Òåîðåìà 2 (î áèññåêòðèñàõ òðåóãîëüíèêà). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABM ñ
îñíîâàíèåì AB.

1. Ïóñòü ML è ML′ � áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ ýòîãî òðåóãîëüíèêà
ïðè âåðøèíå M (ñì. ðèñ. 3 è 4). Òîãäà AL/BL = AM/BM = AL′/BL′.

2. Îáðàòíî, åñëè íà îòðåçêå AB âûáðàíà òî÷êà L, à íà ïðîäîëæåíèè ýòîãî îòðåçêà � òî÷-
êà L′ òàêèå, ÷òî AL/BL = AM/BM = AL′/BL′, òî ML è ML′ � áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî
è âíåøíåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABM ïðè âåðøèíå M .

A BL

M1

M

Ðèñ. 3:

M1'

M

L'BA

Ðèñ. 4:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû òîëüêî äëÿ áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óã-
ëà, ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà äëÿ áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà ïðîâîäÿòñÿ àíàëîãè÷íî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ML � áèññåêòðèñà âíóòðåííåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ABM . Ïðîâåäåì
ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ML, ÷åðåç òî÷êó B. Îíà ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ AM â òî÷êå M1. Òîãäà
∠M1BM = ∠BML = ∠AML = ∠BM1M . Çíà÷èò, òðåóãîëüíèê MM1B � ðàâíîáåäðåííûé è
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MB = MM1. Íàêîíåö, ïðèìåíÿÿ òåîðåìó î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ê óãëó A è ïàðå ïà-
ðàëëåëüíûõ ïðÿìûõML è BM1, ïîëó÷àåì: AL/BL = AM/M1M = AM/BM , ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íà îòðåçêå AB âûáðàíà òî÷êà L òàêàÿ, ÷òî AL/BL = AM/BM .
Ïðîâåäåì áèññåêòðèñó ML1. Òîãäà AL/BL = AL1/BL1. Îäíàêî íà îòðåçêå ñóùåñòâóåò ëèøü
îäíà òî÷êà, äåëÿùàÿ îòðåçîê â çàäàííîì îòíîøåíèè. Çíà÷èò, L = L1 è ML � áèññåêòðèñà.

5 Áèññåêòðèñû è îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Íàëè÷èå îòíîøåíèé äëèí îòðåçêîâ â òåîðåìå î áèññåêòðèñàõ òðåóãîëüíèêà óêàçûâàåò íà âîç-
ìîæíóþ ñâÿçü áèññåêòðèñ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ. Îêàçûâàåòñÿ, òàêàÿ ñâÿçü äåéñòâèòåëüíî
èìååò ìåñòî áûòü! Îäíàêî äëÿ òîãî, ÷òîáû åå îáíàðóæèòü, íàì ïîíàäîáÿòñÿ îáå áèññåêòðèñû
òðåóãîëüíèêà: è âíåøíÿÿ, è âíóòðåííÿÿ. Î÷åíü ÷àñòî î áèññåêòðèñå âíåøíåãî óãëà çàáûâàþ,
îäíàêî, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, èìåííî ðàññìîòðåíèå ñðàçó äâóõ áèññåêòðèñ ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü
ñ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ.

5.1 Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ â òðåóãîëüíèêå

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABM è ïðîâåäåì â íåì áèññåêòðèñû ML è ML′ âíóò-
ðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ ïðè âåðøèíå M . Çàìåòèì, ÷òî ∠LML′ = 90◦ (áèññåêòðèñû ñìåæíûõ
óãëîâ). Çíà÷èò, îêðóæíîñòü ω, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå LL′ êàê íà äèàìåòðå, ïðîõîäèò ÷åðåç
òî÷êó M .

Ïðåäëîæåíèå 1. Ýòà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ ïàðû òî÷åê A,
B (ñì. ðèñ. 5).

Âåðíî è îáðàòíîå: åñòü Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê A è B, ïåðåñåêà-
þùàÿ ïðÿìóþ AB è òî÷êàõ L è L′, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè M ∈ Apoll(A,B) îòðåçêè ML
è ML′ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ ïðè âåðøèíå M .

Apoll(A,B)

А BL L'

M

Ðèñ. 5:
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ñîãëàñíî òåîðåìå î áèññåêòðèñàõ òðåóãîëüíèêà AL/BL =
AM/BM = AL′/BL′. Çíà÷èò, òî÷êè L, L′ è M äîëæíû ëåæàòü íà îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ.
Íî öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ëåæèò íà ïðÿìîé AB, ïîýòîìó îòðåçîê LL′ ÿâëÿåòñÿ äèà-
ìåòðîì îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Çíà÷èò, îêðóæíîñòü ω äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ
Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B).

Òàêèì îáðàçîì, ñ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàòü îêðóæíîñòü
Àïîëëîíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ ïðè
îäíîé èç âåðøèí òðåóãîëüíèêà è ïîñòðîèòü îêðóæíîñòü íà îòðåçêå ìåæäó îñíîâàíèÿìè ýòèõ
áèññåêòðèñ êàê íà äèàìåòðå.

Çàìå÷àíèå 1. Ñ êàæäûì òðåóãîëüíèêîì ìîæíî ñâÿçàòü òðè îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Ìîæíî
äîêàçàòü, ÷òî âñå ýòè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ òî÷êàõ, ò.å. îáðàçóþò ïó÷îê.

Êàæåòñÿ, ÷òî íàéäåííàÿ âçàèìîñâÿçü ìåæäó îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ è áèññåêòðèñàìè äàåò
âîçìîæíîñòü äîêàçàòü òåîðåìó îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê êîîðäèíàòàì. Â ñàìîì
äåëå, ðàññìîòðèì ïðÿìóþ AB è îòìåòèì íà íåò òî÷êè L è L′ òàêèå, ÷òî AL/BL = AL′/BL′ = k
(íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òàêèõ òî÷åê âñåãî äâå, ïðè÷åì ðîâíî îäíà èç íèõ ëåæèò íà îòðåçêå
AB). Òîãäà åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó M , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ AM/BM = k, òî â
ñèëó ðàâåíñòâ AL/BL = AM/BM = AL′/BL′ è òåîðåìû î áèññåêòðèñàõ òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò,
÷òî îòðåçêèML èML′ ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà ABM , à ðàç òàê, òî ∠LML′ = 90◦

(óãîë ìåæäó áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ) è òî÷êà M ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé îêðóæíîñòè
ñ äèàìåòðîì LL′. Ïî÷åìó æå ìû íå èçáðàëè òàêîé ïðîñòîé è êðàñèâûé ïóòü?

Äåëî â òîì, ÷òî ëþáàÿ çàäà÷à íà ÃÌÒ ïðåäïîëàãàåò äîêàçàòåëüñòâî äâóõ óòâåðæäåíèé. À
èìåííî, ìû äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî âñå òî÷êè ïëîñêîñòè, óäîâëåòâîðÿþùèå çàäàííûì óñëîâèÿì,
ïðèíàäëåæàò íàøåìó ÃÌÒ, è íàîáîðîò, ëþáàÿ òî÷êà ÃÌÒ óäîâëåòâîðÿåò çàäàííûì óñëîâèÿì.
À â ðàññóæäåíèè âûøå ìû ïðîâåëè ëèøü îäíî äîêàçàòåëüñòâî: äîêàçàëè, ÷òî åñëè òî÷êà M
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AM/BM = k, òî îíà ëåæèò íà îêðóæíîñòè ñ äèàìåòðîì LL′. Îäíà-
êî îñòàåòñÿ íåäîêàçàííûì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: ïî÷åìó êàæäàÿ òî÷êà M òàêîé îêðóæíîñòè
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ AM/BM = k?

Ïîïûòêè äîêàçàòü ýòî óòâåðæäåíèå ãåîìåòðè÷åñêè íàòàëêèâàþòñÿ íà ñóùåñòâåííûå ñëîæ-
íîñòè, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óäèâèòåëüíî, ïîñêîëüêó â äðóãèõ çàäà÷àõ íà ÃÌÒ (ñåðåäèííûé ïåð-
ïåíäèêóëÿð, áèññåêòðèñà óãëà è ò.ä.) ïðÿìîå è îáðàòíîå óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàëèñü ïðèìåðíî
îäèíàêîâî. Êîíå÷íî, ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâóåò, îäíàêî îíî âåñüìà íåòðèâè-
àëüíî (áîëåå òîãî, äëÿ ÷åëîâåêà, íåçíàêîìîãî ñ èíâåðñèåé, îíî ïîêàæåòñÿ ¾âçÿòûì ñ ïîòîëêà¿)
è îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó î âïèñàííîì óãëå, çíàíèÿ êîòîðîé îò íàñ íå ïðåäïîëàãàåòñÿ. . .

À âîò êîîðäèíàòû ïîçâîëÿþò èçáåæàòü âñåõ ýòèõ ñëîæíîñòåé ïðîñòî çà ñ÷åò ïðîâåäåíèÿ ðàâ-
íîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé! Èìåííî ïîýòîìó ìíîãèå çàäà÷è íà ÃÌÒ óäîáíî ðåøàòü ñ ïîìîùüþ
êîîðäèíàò.

5.2 Îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ è òî÷êè W

Ïðîäîëæèì èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå ìû âûÿñ-
íèëè, ÷òî îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà. Äàâàéòå âñïîì-
íèì, ãäå åùå ó íàñ â áîëüøèõ êîëè÷åñòâàõ âñòðå÷àëèñü áèññåêòðèñû. Ðàçóìååòñÿ, ýòî êîíñòðóê-
öèè, ñâÿçàííûå ñî âïèñàííîé è âíåâïèñàííûìè îêðóæíîñòÿìè, öåíòðû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ òî÷-
êàìè ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ (âíóòðåííèõ è âíåøíèõ, ÷òî äëÿ íàñ îñîáåííî âàæíî). Òàêæå åñòü
åùå îäèí íåîòúåìëåìûé îáúåêò, ñâÿçàííûé ñ áèññåêòðèñàìè, � ýòî òî÷êè W (ñì. ðèñ. 6, 7).

Íàïîìíèì, ÷òî íà ýòèõ ðèñóíêàõ ÷åðåç I îáîçíà÷åí öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, à ÷åðåç IA,
IB, IC � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé íàïðîòèâ âåðøèí A, B, C. Íàøå îïðåäåëåíèå òî÷åê
W íåìíîãî îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîãî (õîòÿ è ýêâèâàëåíòíî åìó): òî÷êà WA � ýòî öåíòð
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îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà BICIA, à òî÷êàW
A � ýòî öåíòð îêðóæíîñòè,

îïèñàííîé âîêðóã ÷åòûðåõóãîëüíèêà BCICIB.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî âîêðóã ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ äåéñòâèòåëüíî ìîæíî îïèñàòü
îêðóæíîñòè.

A

A
W

I

I

B C

A

Ðèñ. 6:

B

CI

W

I

CB

A
A

Ðèñ. 7:

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî òî÷êèWA èW
A ëåæàò íà áèññåêòðèñàõ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ

ïðè âåðøèíå A ñîîòâåòñòâåííî. Áîëåå òîãî, ñàìûì âàæíûì ñâîéñòâîì ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
ñëåäóþùåå

Ïðåäëîæåíèå 2. Òî÷êè WA è WA ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, áèññåêòðèñû AIA, BIB è CIC òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿþòñÿ
âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà IAIBIC (ïîñêîëüêó, íàïðèìåð, AIA è IBIC � áèññåêòðèñû ñìåæíûõ
óãëîâ). Çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà äëÿ
òðåóãîëüíèêà IAIBIC . Ïîýòîìó íà ýòîé îêðóæíîñòè ëåæàò ñåðåäèíû ñòîðîí ýòîãî òðåóãîëüíèêà
(â ÷àñòíîñòè, WA) è ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì (â ÷àñòíîñòè,
WA).

Ýòî ïðåäëîæåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü òî÷êèW ïî-äðóãîìó. À èìåííî, òî÷êàWA � ýòî òî÷-
êà ïåðåñå÷åíèÿ âíóòðåííåé áèññåêòðèñû óãëà A è îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
Àíàëîãè÷íî, òî÷êà WA � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âíåøíåé áèññåêòðèñû óãëà A è îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

Áîëåå òîãî, âåðíî è òàêîå îïðåäåëåíèå òî÷åê W : ýòî òî÷êè, ëåæàùèå íà îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè òðåóãîëüíèêà è ðàâíîóäàëåííûå îò äâóõ åãî âåðøèí.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå îïðåäåëåíèå òî÷åê W â çàâèñèìîñòè îò
ñèòóàöèè.
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Òåïåðü äàâàéòå ïîïðîáóåì íàéòè íà ðèñ. 6, 7 îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. ×òî ìîæåò óêàçû-
âàòü íà íàëè÷èå òàêèõ îêðóæíîñòåé? Êîíå÷íî æå, áèññåêòðèñû! Âåäü ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1,
îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííåãî è âíåø-
íåãî óãëîâ, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ, à íà íàøèõ ðèñóíêàõ áèññåêòðèñ ìíîãî. . .

Îêàçûâàåòñÿ, ñèíèå îêðóæíîñòè ÿâëÿþòñÿ îêðóæíîñòÿìè ÀïîëëîíèÿApoll(A,L) èApoll(A,L′),
ãäå L è L′ � îñíîâàíèÿ áèññåêòðèñ âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëîâ, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèíû A
òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 5).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü ðåøèì îáðàòíóþ çàäà÷ó. Òîëüêî ÷òî ìû íàøëè â óæå èçâåñòíûõ íàì êàðòèíêàõ ñ
òî÷êàìèW îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Äàâàéòå ïîïðîáóåì, íàîáîðîò, äîïîëíèòü ñàìó îêðóæíîñòü
Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) äëÿ òî÷åê A è B òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â íîâîé êàðòèíêå âîçíèêëè áû
òî÷êè W .

Íà÷íåì ñ òî÷êè WA.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïðîäëèì îòðåçîê MB äî âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ
Apoll(A,B) â òî÷êå K è ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê AMK. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB
ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) ÿâëÿþòñÿ öåíòðàìè âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé ýòîãî òðåóãîëüíèêà, à öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé
WA äëÿ íåãî (ñì. ðèñ. 8).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç I è IA òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ îêðóæ-
íîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B). Ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 1, îòðåçêè MI è KI ÿâëÿþòñÿ áèññåê-
òðèñàìè â òðåóãîëüíèêå AMK, ïîýòîìó òî÷êà I äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Àíàëîãè÷íî, òî÷êà IA áóäåò öåíòðîì âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè. Íàêîíåö, ñåðåäè-
íà îòðåçêà IIA � ýòî òî÷êà WA (ñì. ðèñ. 8).

WAА B

I IA

K

M

Ðèñ. 8:

I

WB
IM

IN
BА

N

M

Ðèñ. 9:

Òåïåðü ðåàëèçóåì òî÷êó WB.
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Ïðåäëîæåíèå 4. Ðàññìîòðèì òî÷êó N âòîðîãî ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AM ñ îêðóæíîñòüþ
Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B). Òîãäà äëÿ òðåóãîëüíèêà BMN òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AB ñ îêðóæ-
íîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) áóäóò öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà
BMN , à öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ áóäåò òî÷êîé WB äëÿ íåãî.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ñîâåðøåííî áåñïëàòíî ìû ïîëó÷àåì ñîâåðøåííî íå î÷åâèäíûå óòâåð-
æäåíèÿ:

1. Òî÷êè A, M , K, WA ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 8).
2. Òî÷êè B, M , N , WB ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 9).
3. Ïóñòü BI � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà BMN (ñì. ðèñ. 9). Òîãäà BI ⊥ AB.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âñÿêèé ðàç, êîãäà ìû ñòàëêèâàåìñÿ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ, íåîáõîäèìî
ïîìíèòü, ÷òî îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ òî÷êàìè W , êîòîðûå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ êîíôèãóðàöèÿõ.

5.3 Ôëàæîê è êàñàòåëüíûå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ñâÿæåì îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñ êàñàòåëüíûìè è ñåêóùèìè. Ïîñêîëüêó ýòè
îáúåêòû �÷àñòûå ãîñòè â ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷àõ, âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ â íèõ îêðóæíîñòè
Àïîëëîíèÿ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ. Òàêæå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé
ñâÿçè íà ïðàêòèêå.

Íà÷íåì ñ êàñàòåëüíûõ. Äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3 (î êàñàòåëüíûõ). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ îêðóæíîñòü ω è òî÷êó A, ëåæàùóþ
âíå ýòîé îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ AM ê îêðóæíîñòè ω è îïóñòèì èç òî÷êè
êàñàíèÿ M ïåðïåíäèêóëÿð AB íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç A è öåíòð îêðóæíîñòè ω. Òîãäà
ω = Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê A è B.

Îáðàòíî, ÷òî Apoll(A,B) � îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ äëÿ òî÷åê A è B è BM � ïåðïåíäè-
êóëÿð ê AB, òî ïðÿìàÿ AM ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B).

Òåì ñàìûì ëþáàÿ òî÷êà, íå ëåæàùàÿ íà îêðóæíîñòè, ìîæåò áûòü äîïîëíåíà äî ïàðû òî÷åê,
ïðåâðàùàþùèõ äàííóþ îêðóæíîñòü â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ðàññìîòðèì âòîðóþ êàñàòåëüíóþAK
ê îêðóæíîñòè ω. Òîãäà äëÿ òðåóãîëüíèêà AMK öåíòð îêðóæíîñòè ω ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé WA

(ñì. ðèñ. 10): îí ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà AMK (ïîñêîëüêó ∠AMWA =
∠AKWA = 90◦) è íà áèññåêòðèñå óãëà A. Çíà÷èò, òî÷êà I ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêà AB ñ ω � ýòî
öåíòð ïèñàííîé îêðóæíîñòè, à òî÷êà IA ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à [AB) ñ ω � ýòî öåíòð âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòè. Çíà÷èò, â òðåóãîëüíèêå ABM îòðåçêè MI è MIA � áèññåêòðèñû. Çíà÷èò, ïî
óòâåðæäåíèþ 1 îêðóæíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) äëÿ ïàðû òî÷åê
A è B.

Òåïåðü äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó A è îêðóæíîñòü Apoll(A,B).
Ñîãëàñíî ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ òåîðåìû, åñëè ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ ê îêðóæíîñòè Apoll(A,B)
è îïóñòèòü èç òî÷êè êàñàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿð íà ïðÿìóþ AB, ìû ïîïàäåì â òî÷êó B. Çíà÷èò,
åñëè âîññòàíîâèòü ïåðïåíäèêóëÿð ê AB â òî÷êå B,ìû ïîïàäåì â òî÷êó êàñàíèÿ.
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Çàìå÷àíèå 2. ×èòàòåëü, çíàêîìûé ñ ïîíÿòèåì èíâåðñèè, ìîæåò óâèäåòü â ýòîé òåîðåìå îäèí èç
ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ îáðàçà òî÷êè A ïðè èíâåðñèè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω. Ýòî îáúÿñíÿ-
åòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) òî÷êè A è B ñèììåò-
ðè÷íû. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîäñêàçûâàåò ñâÿçü îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ñ ñåêóùèìè, î êîòîðîì
ìû ñåé÷àñ ïîãîâîðèì.

WA
А B

M

K

I

Ðèñ. 10:

BА

K

N

M

Ðèñ. 11:

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñåêóùèì.

Òåîðåìà 4 (ôëàæîê). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûå ñåêóùèå AM è BM îêðóæíîñòè Àïîëëî-
íèÿ Apoll(A,B), âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùèå åå â òî÷êàõ N è K ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êè N è K
ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB.

Îáðàòíî, åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíóþ ñåêóùóþ AM , âòîðè÷íî ïåðåñåêàþùóþ îêðóæíîñòü ω
â òî÷êå N , îòðàçèòü òî÷êó N â òî÷êó K ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé `, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç A è öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ, è ðàññìîòðåòü òî÷êó B ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé BK ñ
ïðÿìîé `, òî îêðóæíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B) äëÿ ïàðû òî÷åê
A è B (ñì. ðèñ. 11). Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíå çàâèñèìîñòè îò âûáîðà òî÷êè M
âñå ïðÿìûå MK ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 3. Êîíôèãóðàöèþ â ýòîé òåîðåìå ìû áóäåì íàçûâàòü ¾ôëàæêîì¿, ïîñêîëüêó òðà-
åêòîðèÿ ëîìàíîé AMNKM íàïîìèíàåò ïîëîòíèùå ôëàãà è äðåâêî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3, ïðÿìàÿ
AB ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé â ñèíåì òðåóãîëüíèêå AMK. Ðàññìîòðèì îñåâóþ ñèììåòðèþ SAB
îòíîñèòåëüíî ýòî ïðÿìîé. Òîãäà ýòà îñåâàÿ ñèììåòðèÿ ïåðåâåäåò ëó÷ [AM) â ëó÷ [AK), à îêðóæ-
íîñòü Àïîëëîíèÿ îíà ïåðåâåäåò â ñåáÿ. Çíà÷èò, òî÷êà N ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à [AM) ñ îêðóæíîñòüþ
Àïîëëîíèÿ ïåðåéäåò â òî÷êó K ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷à [AK) ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ôëàæêå.
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Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ïîêàæåì êðàñèâûé ïðèìåð, èñïîëüçóþùèé äîêàçàííûå íàìè
òåîðåìû î ôëàæêå è êàñàòåëüíûõ. Ðàññìîòðèì ðàâíîáîêóþ òðàïåöèþ MNKP , âïèñàííóþ â
îêðóæíîñòü. Ïóñòü A � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå áîêîâûõ ñòîðîí, à B �òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åå
äèàãîíàëåé. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå ê îêðóæíîñòè èç òî÷êè A. Òîãäà òî÷êà B ëåæèò íà îòðåçêå,
ñîåäèíÿþùåì òî÷êè êàñàíèÿ (ñì. ðèñ. 12).

А
B

P

K

N

M

Ðèñ. 12: Ðèñ. 13:

Â ñàìîì äåëå, â êîíôèãóðàöèè ýòîé çàäà÷è ìîæíî óâèäåòü äâà ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ òî÷-
êè B, ïðåâðàùàþùåé îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðàïåöèè â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ Apoll(A,B):
êàñàòåëüíûå è ôëàæîê.

Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî âåðíî è áîëåå îáùåå óòâåðæäåíèå: åñëè âçÿòü ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõ-
óãîëüíèê, âïèñàííûé â äàííóþ îêðóæíîñòü, ñòîðîíû êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â ôèêñèðîâàííîé
òî÷êå A, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ëåæàò íà ïðÿìîé, ñîåäè-
íÿþùåé òî÷êè êàñàíèÿ êàñàòåëüíûõ, ïðîâåäåííûõ ê îêðóæíîñòè èç òî÷êè A (ðèñ. 13). Îäíàêî
äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ïî âñåé âèäèìîñòè, îáÿçàòåëüíî òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ëèáî
èíâåðñèè, ëèáî ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, êîòîðûìè ìû ïîêà ÷òî íå âëàäååì.

6 Âûñîòû è îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû óñòàíîâèì ñâÿçü îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ è âûñîò â òðåóãîëüíèêå. Ñàìî
íàëè÷èå ïîäîáíîé ñâÿçè âûãëÿäèò äàëåêî íå î÷åâèäíûì, ïîñêîëüêó,êàê ìû âûÿñíèëè âûøå,
îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ òåñíî ñâÿçàíà ñ áèññåêòðèñàìè. Êàêèì îáðàçîì çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ åùå
è âûñîòû? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ìû ïîëó÷èì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

6.1 Òåîðåìà îá îðòîòðåóãîëüíèêå

Êëþ÷åâàÿ òåîðåìà, óñòàíàâëèâàþùàÿ ñâÿçü ìåæäó âûñîòàìè òðåóãîëüíèêà è îêðóæíîñòüþ
Àïîëëîíèÿ, çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 5 (îá îðòîòðåóãîëüíèêå). Âûñîòû òðåóãîëüíèêà ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè åãî îðòî-
òðåóãîëüíèêà.

Ìû ïðèâåäåì ñðàçó äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Îòìåòèì, ÷òî îáà ýòèõ äîêàçàòåëüñòâà
íå èñïîëüçóþò òåîðåì î âïèñàííûõ óãëàõ.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò â ñåáå òî÷êè W . Ðàññìîòðèì òðå-
óãîëüíèê ABC è åãî îðòîòðåóãîëüíèê A1B1C1. Îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü îðòîòðåóãîëüíèêà ÿâ-
ëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó HA îòðåçêà AH.
Ïîñêîëüêó B1HA = C1HA (ìåäèàíû â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ), òî÷êà HA ÿâëÿåòñÿ òî÷-
êîé W òðåóãîëüíèêà A1B1C1 (îíà ëåæèò íà åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè è ðàâíîóäàëåíà îò äâóõ
åãî âåðøèí; ñì. ðèñ. 14). Çíà÷èò, ïðÿìàÿ AH ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà A1B1C1.
Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ äðóãèõ áèññåêòðèñ àíàëîãè÷íî.

A

B1

C1

A1
CB

H

НA

Ðèñ. 14:

MA

H

B CA1

C1

B1

A'

A

Ðèñ. 15:

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Äàííîå äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòü ðàçâèòóþ íàìè ðàíåå òåî-
ðèþ, ñâÿçàííóþ ñ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ. Ðàññìîòðèì òî÷êó A′ ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ BC è
B1C1 è îïèñàííóþ îêðóæíîñòü ω ÷åòûðåõóãîëüíèêà BC1B1C (îòðåçîê BC ÿâëÿåòñÿ äèàìåò-
ðîì ýòîé îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó íà íåãî ñìîòðÿò äâà ïðÿìûõ óãëà). Ðàññìîòðèì òî÷êó A′1,
òàêóþ, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü ïðåâðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ Apoll(A′, A′1) (òàêàÿ òî÷êà
âñåãäà ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà ñîãëàñíî òåîðåìå î êàñàòåëüíûõ). Òîãäà ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ
2 ç óòâåðæäåíèÿ 4, ÷åòûðå òî÷êè B1, C1, MA, A

′
1 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (çäåñü MA �

ñåðåäèíà îòðåçêà BC è öåíòð îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ). Îäíàêî îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷å-
ðåç òî÷êè B1, C1 è MA, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà ABC, ïîýòîìó âòîðàÿ åå
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñî ñòîðîíîé BC ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèåì âûñîòû A1. Èòàê, òî÷êè A

′
1 è A1 ñîâïà-

äàþò, è îêðóæíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A′, A1) (ñì. ðèñ. 15). Íàêîíåö,
ïðèìåíÿÿ ïðåäëîæåíèå 1, ïîëó÷àåì, ÷òî îòðåçêè BB1, CC1 è AA1 ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè â
òðåóãîëüíèêå A1B1C1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî âûãëÿäèò áîëåå ñëîæíûì, íî çàòî îíî áîëåå ÷åòêî äå-
ìîíñòðèðóåò ñâÿçü îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ è âûñîò â òðåóãîëüíèêå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óæå çíà-
êîìàÿ íàì ïî ñþæåòó îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü ÷åòûðåõóãîëüíèêà BC1B1C
ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ åñòåñòâåííûõ òî÷åê A′ è A1!

Íî ñóùåñòâóåò åùå îäíà çàìå÷àòåëüíàÿ îêðóæíîñòü, ñâÿçàííàÿ ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà, �
ýòî îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü Ω ÷åòûðåõóãîëüíèêàAB1HC1. ßâëÿåòñÿ ëè è ýòà îêðóæíîñòü îêðóæ-
íîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ íåêîòîðîé ïàðû òî÷åê?!

Îêàçûâàåòñÿ, äà! Ïðè÷åì òàêèõ ïàð ìîæíî óêàçàòü ñðàçó äâå!
Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîé ïàðû. Äëÿ ýòîãî îáîçíà÷èì ÷åðåç Q òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ âûñîòû AA1

è ïðÿìîé B1C1. Òîãäà Ω = Apoll(A1, Q) (ñì. ðèñ. 16).

Q

B C

B1

C1
H

A1

A

Ðèñ. 16:

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ âòîðîé (è áîëåå èíòåðåñíîé!) ïàðû òî÷åê, ïðåâðàùàþùåé
îêðóæíîñòü Ω â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ. Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùåå êðàñèâîå óòâåðæäå-
íèå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ðàññìîòðèì òî÷êó F ïåðåñå÷åíèÿ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ω ÷åòûðåõóãîëü-
íèêà BC1B1C ñ âûñîòîé AA1. Òîãäà îòðåçîê A

′F ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè ω (ñì.
ðèñ. 17).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, èç âòîðîãî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû îá îðòîòðåóãîëüíèêå ñëå-
äóåò, ÷òî îêðóæíîñòü ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(A′, A1). Îñòàëîñü ïðèìåíèòü
ê ýòîé îêðóæíîñòè òåîðåìó î êàñàòåëüíûõ.

Íàêîíåö, äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ðàññìîòðèì òî÷êó F ′, ñèììåòðè÷íóþ òî÷êå F îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé BC.
Òîãäà îêðóæíîñòü Ω ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ ïàðû òî÷åê F è F ′ (ñì. ðèñ. 18).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè B è C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè W äëÿ òðåóãîëüíèêà FF ′B1 (è
òðåóãîëüíèêà FF ′C1), ïîñêîëüêó îíè ëåæàò íà åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè è ñåðåäèííîì ïåð-
ïåíäèêóëÿðå ê îòðåçêó FF ′. Çíà÷èò, îòðåçêè B1H è B1A ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíóòðåííåãî
è âíåøíåãî óãëîâ òðåóãîëüíèêà FF ′B1. Ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 1, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

F

A

A' A1

H
C1

B1

CB

Ðèñ. 17:

F'

F

A

A1

HC1

B1

CB

Ðèñ. 18:

6.2 Çàäà÷à Ôàíüÿíî è òåîðåìà ñèíóñîâ

Äîêàçàííàÿ íàìè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå òåîðåìà îá îðòîòðåóãîëüíèêå ïîçâîëÿåò ðåøèòü îäíó
èç ñàìûõ èçâåñòíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ íà ìàêñèìóì è ìèíèìóì: çàäà÷ó Ôàíüÿíî. Çâó÷èò
ýòà çàäà÷à ñëåäóþùèì îáðàçîì: âïèñàòü â äàííûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèê ìèíèìàëüíîãî
ïåðèìåòðà. Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðåøèì ýòó çàäà÷ó è âûâåäåì èç åå ðåøåíèÿ òåîðåìó ñèíóñîâ �
îäíó èç ñàìûõ âàæíûõ òåîðåì øêîëüíîé ãåîìåòðèè, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèé.

Òåîðåìà 6. Òðåóãîëüíèêîì íàèìåíüøåãî ïåðèìåòðà, âïèñàííûì â äàííûé îñòðîóãîëüíûé
òðåóãîëüíèê, ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC (äåëî â òîì,
÷òî äëÿ ïðÿìî- è òóïîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ ðåøåíèå çàäà÷è Ôàíüÿíî âûðîæäåííîå: îòâå-
òîì ÿâëÿåòñÿ âûñîòà, ïðîâåäåííàÿ ê íàèáîëüøåé ñòîðîíå) è ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê A1B1C1,
âïèñàííûé â íåãî. Ïîñêîëüêó âû÷èñëÿòü ïåðèìåòð òàêîãî òðåóãîëüíèêà, ïðîñòî ñêëàäûâàÿ äëè-
íû åãî ñòîðîí, íåóäîáíî, ïîñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïîïðîáóåì âûïðÿìèòü ýòè ñòîðîíû,
ò.å. êàêèì-òî îáðàçîì ïåðåáðîñèòü èõ íà îòðåçêè, ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé. Ñàìûé ïðîñòîé
ñïîñîá ñäåëàòü ýòî � îñåâàÿ ñèììåòðèÿ.

Ðàññìîòðèì îáðàçû A′1C1 è A
′′
1B1 îòðåçêîâ A1C1 è A1B1 ïðè îñåâûõ ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëü-

íî ïðÿìûõ AB è AC ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 19). Òîãäà ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ðàâåí
äëèíå ëîìàíîé A′1C1B1A

′′
1. Íî ýòà äëèíà íå ïðåâîñõîäèò äëèíû îòðåçêà A′1A

′′
1 ïî íåðàâåíñòâó

ëîìàíîé. Çíà÷èò, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà A1B1C1 áûë áû ìèíèìàëüíûì, íåîá-
õîäèìî (íî íå äîñòàòî÷íî!), ÷òîáû òî÷êè B1 è C1 ëåæàëè áû íà îòðåçêå A′1A

′′
1.
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Îòìåòèì, ÷òî óæå ïî ýòîìó ñîîáðàæåíèþ ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî îòâåòîì â çàäà÷å Ôàíüÿíî
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèê. Â ñàìîì äåëå, èç ïðåäûäóùåãî ðàññóæäåíèÿ ñëåäóåò,
÷òî ñòîðîíû AB è AC ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà A1B1C1. ßñíî, ÷òî
è ñòîðîíà BC áóäåò áèññåêòðèñîé. Íî, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû îá îðòîòðåóãîëüíèêå, äëÿ íåãî
ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC òàêæå ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè! Ïîýòîìó íàì íóæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò.

Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì äëèíó îòðåçêà A′1A
′′
1. Ðàññìîòðèì ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê AA′1A

′′
1.

Åãî áîêîâûå ñòîðîíû ðàâíû îòðåçêó AA1, à óãîë ïðè âåðøèíå ðàâåí 2α, ãäå α = ∠BAC. Ïîýòîìó
p(4A1B1C1) = A′1A

′′
1 = AA1 · sinα. Ïîñêîëüêó óãîë α ôèêñèðîâàí, ïîëóïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà

A1B1C1 áóäåò ìèíèìàëüíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìèíèìàëüíà äëèíà îòðåçêà AA1. Íî
ýòîò ìèíèìóì ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà AA1 � âûñîòà òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 20).

Èòàê, âåðøèíà A1 òðåóãîëüíèêà A1B1C1 ìèíèìàëüíîãî ïåðèìåòðà äîëæíà ñîâïàäàòü ñ îñ-
íîâàíèåì âûñîòû. îñòàëîñü ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ âåðøèí B1 è C1.

A1'

B C

B1

C1

A1

A

A1''

Ðèñ. 19:

A1''

A1'

A

A1

H

C1

B1

CB

Ðèñ. 20:

Çàìåòèì, ÷òî çàêëþ÷èòåëüíóþ ÷àñòü ðàññóæäåíèÿ, ñâÿçàííóþ ñ âû÷èñëåíèåì ïîëóïåðèìåò-
ðà, ìîæíî áûëî áû ïðîâåñòè ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêè, ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ (ìîæåòå ïîïðîáîâàòü
ñäåëàòü ýòî). Îäíàêî ìû âûáðàëè òðèãîíîìåòðè÷åñêèå âû÷èñëåíèÿ, êîòîðûå, êàê ìû ñåé÷àñ
óâèäèì, ïðèâîäÿò ê ñîâåðøåííî íåîæèäàííûì ðåçóëüòàòàì, íàïðÿìóþ íå ñâÿçàííûì ñ çàäà÷åé
Ôàíüÿíî!

Íà÷íåì ñ òîãî, ÷òî ìû ïî õîäó ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôàíüÿíî äîêàçàëè ñëåäóþùóþ çàìå÷àòåëü-
íóþ ôîðìóëû (èëè, òî÷íåå, ôîðìóëû):

ha · sinα = hb · sin β = hc · sin γ = p(4A1B1C1) (2)

(çäåñü ha, hb, hc � äëèíû âûñîò, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí A, B, C òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåò-
ñòâåííî, α, β, γ � ýòî ãðàäóñíûå ìåðû åãî óãëîâ, à p(4A1B1C1) � ïîëóïåðèìåòð åãî îðòîòðå-
óãîëüíèêà).
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Ýòî ðàâåíñòâî � ïåðâîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå â ïðîèçâîëüíîì (íå ïðÿìîóãîëü-
íîì!) òðåóãîëüíèêå2. Ýòî äåéñòâèòåëüíî íåâåðîÿòíî, âåäü ïî ñâîåìó îïðåäåëåíèþ ñèíóñû è
êîñèíóñû âû÷èñëÿþòñÿ ëèøü â ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ, ïîýòîìó òðóäíî îæèäàòü èõ ïî-
ÿâëåíèÿ ãäå-ëèáî åùå. À íà ñàìîì äåëå îíè ïîÿâëÿþòñÿ â àáñîëþòíî ëþáûõ òðåóãîëüíèêàõ,
ïðè÷åì â ãîðàçäî áîëåå ðàçíîîáðàçíûõ ôîðìàõ!

Ïðàâäà, çäåñü ìîæíî âîçðàçèòü, ÷òî õîòü è äîêàçàííàÿ íàìè ôîðìóëà êðàñèâà, îíà âðÿä ëè
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íà ïðàêòèêå. Âñå æå ÷àùå â óñëîâèÿõ çàäà÷ âñòðå÷àþòñÿ äëèíû a, b,
c ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, à íå äëèíû åãî âûñîò. . .

Îäíàêî âûñîòû ïîðîæäàþò ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè! Äàâàéòå ïîïðîáóåì ýòèì âîñïîëü-
çîâàòüñÿ. À èìåííî, âûðàçèì äëèíû âûñîò hb è hc ÷åðåç äëèíû ñòîðîí b è c è óãîë α. Èìååì:
hb = c · sinα è hc = b · sinα. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ðàâåíñòâà â (2) è óïðîùàÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå
ðàâåíñòâî: b

sinβ
= c

sin γ
. Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ïàðû ñòîðîí a è b, ïîëó÷àåì, ÷òî

a
sinα

= b
sinβ

. Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
. (3)

Ýòî ðàâåíñòâî è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé ñèíóñîâ.
Ïî ñóòè ýòà òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì àíàëîãîì âòîðîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðå-

óãîëüíèêîâ, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíû ïî ñòîðîíå è äâóì ïðèëåæàùèì ê
íåé óãëàì. Ò.å., çíàÿ äëèíó ñòîðîíû a è ãðàäóñíûå ìåðû óãëîâ β è γ, ìîæíî îäíîçíà÷íî çàäàòü
âåñü òðåóãîëüíèê. Òåîðåìà ñèíóñîâ (3) êàê ðàç è ïîçâîëÿåò ÿâíî âû÷èñëèòü ñòîðîíû b è c, çíàÿ
âåëè÷èíû a, β è γ: ñíà÷àëà ìû íàõîäèì óãîë α = 180◦ − β − γ, à çàòåì ïîëó÷àåì

b = a · sin β

sinα
è c = a · sin γ

sinα
.

Çàìå÷àíèå 4. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òåîðåìó ñèíóñîâ ìîæíî óòî÷íèòü. À èìåííî, âåðíî åùå îäíî
ñîîòíîøåíèå:

a

sinα
=

b

sin β
=

c

sin γ
= 2R,

ãäå R� ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà. Èìåííî â òàêîì âèäå ýòà òåîðåìà íàèáîëåå
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ. Îäíàêî äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà, ïî âñåé âèäèìîñòè, íåîáõîäèìî
èñïîëüçîâàòü âïèñàííûå óãëû.

6.3 Êîå-÷òî èç ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî

Â çàêëþ÷åíèå íàøåãî ðàññêàçà îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ìû ðàññêàæåì î ñîâåðøåííî íåî÷å-
âèäíîé åå ñâÿçè ñ òàê íàçûâàåìîé ãåîìåòðèåé Ëîáà÷åâñêîãî. Íàâåðíîå, ìíîãèå èç âàñ ñëûøàëè
îá ýòîé çàãàäî÷íîé ãåîìåòðèè, ãäå ÷åðåç òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè ìíîãî ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ
äàííîé, ãäå ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 180◦ è êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì àïïà-
ðàòîì äëÿ ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Îäíàêî, íàâåðíîå, ìàëî êòî ïðåäñòàâëÿë, ÷òî
ñóùåñòâóþ òåñíûå ñâÿçè ìåæäó ãåîìåòðèÿìè Åâêëèäà è Ëîáà÷åâñêîãî, êàçàëîñü áû, òàêèìè
ðàçíûìè! Ïðè÷åì ýòè ñâÿçè íå îäíîñòîðîííèå: êàê ãåîìåòðèÿ Åâêëèäà ïîìîãàåò äîêàçûâàòü
ðàçëè÷íûå óòâåðæäåíèÿ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, òàê è íàîáîðîò, ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî
ìîæåò ïðîÿñíèòü íåêîòîðûå ÿâëåíèÿ èç ãåîìåòðèè Åâêëèäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåííî òàêàÿ
ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, åñëè ïîïðîáîâàòü ïîñìîòðåòü íà îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ ñ òî÷êè çðå-
íèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè!

2Õîòÿ â íà÷àëå ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôàíüÿíî ìû äîãîâîðèëèñü, ÷òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îñòðîóãîëüíûå

òðåóãîëüíèêè, ðàññóæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âû÷èñëåíèþ ïîëóïåðèìåòðà îðòîòðåóãîëüíèêà, ñïðàâåäëèâû

âñåãäà.
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Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Íàïîìíèì,
÷òî â ýòîé ìîäåëè ïðÿìûìè ÿâëÿþòñÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà âûäåëåííîé ïðÿìîé (íà-
çûâàåìîé àáñîëþòîì) è ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ýòîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 21). Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ìåíüøå 180◦ (â ýòîì ëåãêî óáåäèòüñÿ,
ðàññìîòðåâ òðåóãîëüíèê íà ðèñ. 22). Îòñþäà â ñâîþ î÷åðåäü ñëåäóåò, ÷òî â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâ-
ñêîãî ñïðàâåäëèâ ÷åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ: òðåóãîëüíèêè ðàâíû ïî òðåì
óãëàì (îêàçûâàåòñÿ, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íåò ïîäîáèÿ)! Íàêîíåö, èç ÷åòâåðòîãî ïðèçíà-
êà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ âûòåêàåò, ÷òî èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëóîêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ
äâèæåíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî (íà ñàìîì äåëå ýòî àíàëîã îñåâîé ñèììåòðèè â åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè).

Ðèñ. 21: Ðèñ. 22:

Òåïåðü ðåøèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïîïðîáóåì ðàçäåëèòü íååâêëèäîâ îòðåçîê ïîïîëàì öèð-
êóëåì è ëèíåéêîé. Ñðàçó îòìåòèì, ÷òî âçÿòü â êà÷åñòâå ñåðåäèíû îòðåçêà ñåðåäèíó ñîîòâåò-
ñòâóþùåé äóãè åâêëèäîâîé ïîëóîêðóæíîñòè, íå ïîëó÷èòñÿ! Âåäü äëèíà íååâêëèäîâà îòðåçêà
� ýòî âîâñå íå äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåé åâêëèäîâîé äóãè (èíà÷å ïîëó÷àëîñü áû, ÷òî íååâêëèäî-
âà ïðÿìàÿ èìååò êîíå÷íóþ äëèíó)! Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîèòü ñåðåäèíó íååâêëèäîâà îòðåçêà
ìîæíî, íå çíàÿ, ÷åìó ðàâíà åãî äëèíà (è äàæå íå çíàÿ, êàê â ïðèíöèïå åå ìîæíî íàéòè)!

Äëÿ ýòîãî âîçüìåì íååâêëèäîâ îòðåçîê MN è ïðîâåäåì åâêëèäîâó ïðÿìóþ MN , ïåðåñå-
êàþùóþ àáñîëþò â òî÷êå A′. Èç ýòîé òî÷êè ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ A′F ê ïîëóîêðóæíîñòè ω,
íà êîòîðîé ëåæèò íååâêëèäîâ îòðåçîê MN (ñì. ðèñ. 23). Ìû óòâåðæäàåì, ÷òî òî÷êà F åñòü
ñåðåäèíà íååâêëèäîâà îòðåçêà MN .

Ïî÷åìó? Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå
A′ è ðàäèóñîì A′F . Ýòà îêðóæíîñòü îðòîãîíàëüíà ω, ïîýòîìó ïåðåâîäèò åå â ñåáÿ. Ïîýòîìó
òî÷êà M ïåðåõîäèò â òî÷êó N , îòðåçîê MF � â îòðåçîê NF , à çíà÷èò, îíè ðàâíû, ïîñêîëüêó
èíâåðñèÿ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðèñ. 23 î÷åíü ïîõîæ íà ðèñ. 9, ñâÿçàííûé ñ îêðóæíîñòüþ
Àïîëëîíèÿ! Äàâàéòå îòìåòèì òî÷êè B è C ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ω ñ àáñîëþòîì è ïðîâåäåì
ïðÿìûå BM è CN , ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå A, è ïðÿìûå CN è BM , ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå
H (ñì. ðèñ. 24).
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, F è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé AF ñ àáñîëþòîì. Òîãäà îêðóæíîñòü ω ïðå-
âðàùàåòñÿ â îêðóæíîñòü Àïîëëîíèÿ Apoll(A′, P ).

M

N
F

A'

Ðèñ. 23:

P

M
H

N

F

A

B CA'

Ðèñ. 24:

Ðàññìîòðèì òåïåðü íååâêëèäîâû îòðåçêè FM , FH, FN è FA.

Ïðåäëîæåíèå 7. Ýòè íååâêëèäîâû îòðåçêè ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî îòðåçêîâ MF è NF äîêàçàíî âûøå. Äîêàæåì, ÷òî ðàâíû îòðåçêè
MF è AF (äëÿ ïàðû îòðåçêîâ NF è HF äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî). Ðàññìîòðèì èíâåðñèþ
îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå B è ðàäèóñîì BF . Ýòà èíâåðñèÿ ïåðåâåäåò ïîëó-
îêðóæíîñòü ω â ëó÷ PA, ïîòîìó ÷òî ïîëóîêðóæíîñòü ω ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð èíâåðñèè, òî÷êó
F è îðòîãîíàëüíà àáñîëþòó. Çíà÷èò, òî÷êà M ïðè òàêîé èíâåðñèè ïåðåéäåò â A è MF = AF ,
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ÷åòûðå òî÷êè A, M , H è N ëåæàò íà îäíîé íååâêëèäîâîé îêðóæíîñòè ñ
öåíòðîì â òî÷êå F . Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íååâêëèäîâà îêðóæíîñòü ïî ôîðìå ñîâïàäàåò
ñ åâêëèäîâîé (òîëüêî ñ äðóãèì öåíòðîì), ïîýòîìó åâêëèäîâó îêðóæíîñòü Ω ñ ðèñ. 15 ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê íååâêëèäîâó îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå F .

À òåïåðü ïðèìåíèì óòâåðæäåíèå 6, ñîãëàñíî êîòîðîìó îêðóæíîñòü Ω (ðàññìàòðèâàåìàÿ êàê
åâêëèäîâà îêðóæíîñòü) ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(F, F ′) äëÿ ïàðû òî÷åê F è
F ′ (çäåñü F ′ � òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ F îòíîñèòåëüíî àáñîëþòà). Çàôèêñèðóåì îêðóæíîñòü ω
è òî÷êè B, F , C è F ′, à òî÷êè M è N áóäåì äâèãàòü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû F îñòàâàëàñü
ñåðåäèíîé îòðåçêà MN (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äâèãàòü òî÷êó A′ è îòìå÷àòü òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ëó÷à, âûõîäÿùåãî èç A′, ñ îêðóæíîñòüþ ω). Òîãäà îêðóæíîñòü Ω òîæå áóäå ìåíÿòüñÿ, ïðè÷åì
ñ òî÷êè çðåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè îíà âñåãäà áóäåò îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ äëÿ ïàðû
íåïîäâèæíûõ òî÷åê F è F ′, à ñ òî÷êè çðåíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè � ýòî ïðîñòî ïó÷îê
êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ öåíòðîì â òî÷êå F .
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Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå ïîòðÿñàþùåå óòâåðæäåíèå: ïó÷îê îêðóæíîñòåé
Àïîëëîíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïó÷êîì êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè Ëî-
áà÷åâñêîãî!

Ñîâåðøåííî íåâåðîÿòíî, ÷òî íà ïóòè èç ãåîìåòðèè Åâêëèäà â ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî ìû
íå òîëüêî àêòèâíî èñïîëüçîâàëè ðàçíîîáðàçíûå ðåçóëüòàòû, äîêàçàííûå íàìè â ïðåäûäóùèõ
ðàçäåëàõ, íî è ðàçâèâàëè ñàìó ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî, êîòîðàÿ òàêæå ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà
îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ ïîä ñîâåðøåííî íåîæèäàííûì óãëîì. Â êîòîðûé ðàç ìû óáåæäàåìñÿ,
÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî åäèíàÿ íàóêà, è êàçàëîñü áû, äàëåêèå åå îáëàñòè íà ñàìîì äåëå òåñíî
ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé.

22


