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1. Ââåäåíèå

Â êóðñå 7 è 8 êëàññîâ ìû íå ðàç âñòðå÷àëèñü ñ çàìå÷àòåëüíûìè òî÷êàìè â òðåóãîëüíèêå
� òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, âûñîò, áèññåêòðèñ, ñåðåäèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, . . . Âîîáùå
ãîâîðÿ, çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê, ò.å. òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ òðåõ ÷åâèàí (îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåð-
øèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè íà ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîíàõ), î÷åíü ìíîãî. Ñóùåñòâóåò öåëàÿ
ýíöèêëîïåäèÿ çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê â òðåóãîëüíèêå, êîòîðóþ ìîæíî íàéòè ïî ññûëêå
http://faculty.evansville.edu/ck6/encyclopedia/ETC.html. Êîëè÷åñòâî çàìå÷àòåëüíûõ òî-
÷åê â íåé óæå ïåðåâàëèëî çà 14 òûñÿ÷ (!). Â íàøåì æå êóðñå çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè âîçíèêàëè
êðàéíå ðåäêî, è ïîÿâëåíèå êàæäîé íîâîé òî÷êè áûëî öåëûì ñîáûòèåì:

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ ïîÿâèëàñü ïðè ðàññìîòðåíèè ÃÌÒ;

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí âîçíèêëà êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î ñðåäíåé ëèíèè òðåóãîëüíèêà;

• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò ñâÿçàíà ñ öåíòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè ¾íóëåâîãî¿ òðåóãîëü-
íèêà (à â 8 êëàññå ìû óñòàíîâèëè áîëåå òåñíóþ ñâÿçü ìåæäó íèìè ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè).

Åñëè çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê ñóùåñòâóåò òàê ìíîãî, òî, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñóùåñòâóþò è
êàêèå-òî îáùèå ïðèåìû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ýòè òî÷êè è èññëåäîâàòü èõ. Î íåêîòîðûõ òàêèõ
ïðèåìàõ è ïîéäåò ðå÷ü â äàííîé ñòàòüå. Ê ÷èñëó îñíîâíûõ ìîæíî îòíåñòè ñëåäóþùèå:

• òåîðåìû Ìåíåëàÿ è ×åâû;

• èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå;

• ãîìîòåòèÿ.

Î ãîìîòåòèè ìû óæå äîâîëüíî ìíîãî çíàåì èç êóðñà 8 êëàññà (â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå
ãîìîòåòèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ïðÿìîé è îêðóæíîñòè Ýéëåðà, òåîðåìû Äåçàðãà è Ïòî-
ëåìååâîé îñè òðåóãîëüíèêà). À âîò òåîðåìû Ìåíåëàÿ è ×åâû è èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå íàì
ðàíüøå íå âñòðå÷àëèñü. Èì ìû è óäåëèì îñíîâíîå âíèìàíèå.

2. Òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â òðåóãîëüíèêå è

Ìåíåëàé

Ìû íà÷íåì íàø ïóòü ñ óòâåðæäåíèÿ, ïîëåçíîãî äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ ¾âû÷èñëèòåëüíûõ
çàäà÷¿, â êîòîðûõ èäåò ðå÷ü îá îòíîøåíèÿõ äëèí îòðåçêîâ. Ïîêà ÷òî îòíîøåíèÿ äëèí íàì
âñòðå÷àëèñü ëèáî â ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ, ëèáî â êîíôèãóðàöèÿõ ñ áèññåêòðèñàìè (â ÷àñò-
íîñòè, â îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ). Îäíàêî, êàê îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò êîíñòðóêöèÿ, â êîòîðîé
îòíîøåíèÿ äëèí îòðåçêîâ ïîÿâëÿþòñÿ èç ñîâåðøåííî èíûõ ñîîáðàæåíèé.

1Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿; e-mail tsdtp4u@proc.ru
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Òåîðåìà 1 (Î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â òðåóãîëüíèêå). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé óãîë
ñ âåðøèíîé â òî÷êå O è äâà ïåðåñåêàþùèõñÿ â òî÷êå P îòðåçêà AC è BD ñ êîíöàìè íà
ñòîðîíàõ óãëà (ñì. ðèñ. 1). Ïóñòü2 AB = a, BO = b, OC = c è CD = d, à òàêæå AP = x è
CP = y. Òîãäà

x

y
=
a

b

( c
d
+ 1
)
.

2.1. Äâà äîêàçàòåëüñòâà

Ìû äàäèì ñðàçó äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû. Ïåðâîå èñïîëüçóåò òåîðåìó î ïðîïîðöè-
îíàëüíûõ îòðåçêàõ è ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì, à âòîðîå ñâÿçàíî ñ òåîðåìîé î êîìïîçèöèè
ãîìîòåòèé (!).
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Ðèñ. 2.

Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì îòðåçîê CE, ïàðàëëåëüíûé BD. Òåì ñàìûì ìû ñîçäàåì äâå
êîíôèãóðàöèè äëÿ òåîðåìû î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ: óãîë ∠BOD è ïðÿìûå CE è BCD,
à òàêæå óãîë ∠CAO è ïðÿìûå CE è BX (ñì. ðèñ. 1). Ïîëàãàÿ OE = t, ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

c

d
=

t

b− t
x

y
=

a

b− t
.

Âûðàæàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïåðåìåííóþ t, ïîëó÷àåì t =
bc

c+ d
. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå

ïî âòîðîå óðàâíåíèå, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ ôîðìóëó.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèãëÿäåâøèñü âíèìàòåëüíåå ê ðèñ. 2, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îí î÷åíü
ïîõîæ íà ðèñóíîê èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé. Äàâàéòå ðàññìîòðèì
ãîìîòåòèè Hk1

O1
è Hk2

O2
, òàêèå, ÷òî Hk1

O1
(X) = X ′ è Hk2

O2
(X ′) = X ′′. Òîãäà

(Hk2
O2
◦Hk1

O1
)(X) = X ′′

2Çàïîìíèòü ýòè îáîçíà÷åíèÿ è äàëüíåéøóþ ôîðìóëó ìîæíî òàê. Ìû âûáèðàåì òî÷êó, èç êîòîðîé èñõîäèò

íóæíûé íàì îòðåçîê, è îáõîäèì óãîë ïî êîíòóðó, íà÷èíàÿ ñ ýòîé òî÷êè.
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. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç òåîðåìû î êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé ñëåäóåò, ÷òî Hk2
O2
◦Hk1

O1
= Hk3

O3
, ïðè÷åì

öåíòð O3 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ O1O2 è XX
′′, à êîýôôèöèåíò k3 ðàâåí ïðîèç-

âåäåíèþ êîýôôèöèåíòîâ k1 è k2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî k1 = (c + d)/c = c/d + 1 è
k2 = −a/b. Ïîýòîìó

−x
y
= k3 = k1k2 = −

a

b

( c
d
+ 1
)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2.2. Òåîðåìà Ìåíåëàÿ è ñâÿçü ñ áèññåêòðèñàìè

Êàæåòñÿ, ÷òî òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â òðåóãîëüíèêå íå ìîæåò áûòü ïîëåçíà
äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ¾÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèõ¿ (ò.å. íå âû÷èñëèòåëüíûõ) òåîðåì. Îäíàêî ýòî íå
òàê. Ïî ñóòè òåîðåìà î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ýêâèâàëåíòíà îäíîé èç ñàìûõ çíàìåíèòûõ
òåîðåì àíòè÷íîé ãåîìåòðèè, ïðèíàäëåæàùåé Ìåíåëàþ.

Òåîðåìà 2 (Ìåíåëàé). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êè A1, B1 è C1, ëåæàùèå íà
ïðÿìûõ BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
åñëè è òîëüêî åñëè3

AC1

C1B
· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1. (1)
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Ðèñ. 3.

C1

C1'

B1

A1

C

B

A

Ðèñ. 4.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè òî÷êè A1, B1 è C1 ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1). Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì òåîðåìó î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ ê óãëó
∠BAC è îòðåçêàì BC è C1B1, ïðè÷åì îòñ÷åò áóäåì âåñòè îò òî÷êè B (ñì. ðèñ. 3). Èìååì:

BA1

A1C
=
BC1

C1A
·
( AC
B1C

+ 1
)
=
BC1

C1A
· AB1

B1C
.

Ïåðåíîñÿ âñå â ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1).
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òðåõ òî÷åê A1, B1 è C1 âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1), íî ïðè

ýòîì îíè íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Òîãäà ïðîâåäåì ïðÿìóþ A1B1, ïåðåñåêàþùóþ îòðåçîê AB

3Êàê è â ñëó÷àå ñ òåîðåìîé î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â òðåóãîëüíèêå, ýòó ôîðìóëó óäîáíî çàïîìèíàòü

òàê. Áåðåì âåðøèíó òðåóãîëüíèêà è íà÷èíàåì îáõîäèòü åãî ïî êîíòóðó, çàïèñûâàÿ îòðåçêè îò âåðøèí äî òî÷åê

A1, B1 è C1 ïîñëåäîâàòåëüíî òî â ÷èñëèòåëü, òî â çíàìåíàòåëü.
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(èëè åãî ïðîäîëæåíèå) â òî÷êå C ′1 (ñì. ðèñ. 4). Òîãäà èç äîêàçàííîãî âûøå è èç ñîîòíîøåíèÿ (1)
ñëåäóåò, ÷òî

AC ′1
C ′1B

· BA1

A1C
· CB1

B1A
= 1 ⇔ AC ′1

C ′1B
=
A1C

BA1

· B1A

CB1

=
AC1

C1B
.

Ìû ïîëó÷èëè, ÷òî òî÷êè C1 è C
′
1 ëåæàò íà îòðåçêå AB (èëè íà åãî ïðîäîëæåíèè) è äåëÿò åãî

â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè. Íî òîãäà ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò � ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå 1. Êàê è â ñëó÷àå ñ òåîðåìîé î ïðîïîðöèîíàëüíûõ îòðåçêàõ â òðåóãîëüíèêå, ó òåîðå-
ìû Ìåíåëàÿ åñòü ñâÿçü ñ òåîðåìîé î êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé (ñì. ðèñ. 5). À èìåííî, ðàññìîòðèì
ãîìîòåòèè Hk1

O1
, Hk2

O2
è Hk3

O3
, òàêèå, ÷òî

Hk1
O1
(X1) = X2, Hk2

O2
(X2) = X3, Hk3

O3
(X3) = X1.

Èç òåîðåìû î êîìïîçèöèè ãîìîòåòèé ñëåäóåò, ÷òî Hk3
O3
◦Hk2

O2
◦Hk1

O1
= id � òîæäåñòâåííîå ïðåîá-

ðàçîâàíèå. Íî òîãäà k1k2k3 = 1, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó (1).

X3

X2

X1

O1

O3

O2

Ðèñ. 5.

A

LC

C B

LB

LA'

Ðèñ. 6.

Òåîðåìà Ìåíåëàÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì (îäíàêî íå åäèíñòâåííûì) ðåçóëüòàòîì èç øêîëüíîé ãåî-
ìåòðèè, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êðàñèâûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ñ ïîìîùüþ íå î÷åíü
ñëîæíûõ âû÷èñëåíèé (ðàíåå ñ ïîìîùüþ âåñüìà ãðîìîçäêèõ âû÷èñëåíèé íàìè áûëà äîêàçàíà
òåîðåìà îá îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1 (Î òðåõ áèññåêòðèñàõ). Ïóñòü LB, LC è L′A � îñíîâàíèÿ äâóõ âíóòðåííèõ è
îäíîé âíåøíåé áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 6). Òîãäà ýòè òðè òî÷êè ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ òî÷åê LB, LC è L′A
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (1). Äëÿ ýòîãî âñïîìíèì, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ñâÿçàíû ñ
îòíîøåíèÿìè äëèí ñòîðîí:

ALC

LCB
=
AC

BC
,

CLB

LBA
=
BC

AB
,

BL′A
L′AC

=
AB

AC
.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (1), ïîýòîìó íàøå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç
òåîðåìû Ìåíåëàÿ.
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3. Òåîðåìà ×åâû è çàìå÷àòåëüíûå òî÷êè

Â ïðîøëîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èëè êðàñèâûé ðåçóëüòàò, ïîçâîëÿþùèé ïðîâåðÿòü ïðèíàäëåæ-
íîñòü òðåõ òî÷åê îäíîé ïðÿìîé ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèé (òî÷íåå, ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1)).
Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ äâîéñòâåííîé
çàäà÷è? Êàê ïðîâåðèòü, ÷òî òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå? Âåäü èìåííî ñ ïåðåñå÷å-
íèåì ïðÿìûõ â îäíîé òî÷êå ñâÿçàíû íàøè óòâåðæäåíèÿ î òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, âûñîò,
áèññåêòðèñ. . .

Îêàçûâàåòñÿ, òàêîå óòâåðæäåíèå ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îíî î÷åíü ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû
Ìåíåëàÿ. Óäèâèòåëüíî, îäíàêî, ÷òî ïîëó÷åíî îíî áûëî ëèøü ñïóñòÿ ïî÷òè 1500 ëåò ïîñëå òåî-
ðåìû Ìåíåëàÿ!

3.1. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî

Òåîðåìà 3 (×åâà). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êè A1, B1 è C1, ëåæàùèå íà ñòîðî-
íàõ BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 7). Òîãäà ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1).

Çàìå÷àíèå 2. Íà ñàìîì äåëå òåîðåìà ×åâû ñïðàâåäëèâà è äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðîäîëæå-
íèÿõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà. Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëèðîâêà çâó÷èò òàê. Ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå èëè ïàðàëëåëüíû, åñëè è òîëüêî åñëè âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1).
Îäíàêî íà ïðàêòèêå ýòî îáùåå óòâåðæäåíèå ïðàêòè÷åñêè íèêîãäà íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîýòîìó ìû
îãðàíè÷èìñÿ âàðèàíòîì, óêàçàííûì â òåîðåìå.

X

C1

B1

A1

C

B

A

Ðèñ. 7.

C1

C1'

B1

A1

C

B

A

Ðèñ. 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûì ÿâëÿåòñÿ èäåíòè÷íîñòü ñîîòíîøåíèé íà äëèíû
îòðåçêîâ, âûñåêàåìûõ òî÷êàìè A1, B1 è C1 íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC â ñëó÷àå òåîðåì
Ìåíåëàÿ è ×åâû (õîòÿ êîíôèãóðàöèè ýòèõ òåîðåì ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà). Îäíàêî
ýòî ñõîäñòâî ïîäñêàçûâàåò è ïóòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ×åâû: íåîáõîäèìî èñêàòü íà ðèñ. 7
òåîðåìû Ìåíåëàÿ.

Äëÿ íà÷àëà äîêàæåì, ÷òî åñëè ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå X,
òî òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1). Äëÿ ýòîãî çàïèøåì òåîðåìó Ìåíåëàÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà
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ABB1 è òî÷åê C1, X è C, à òàêæå äëÿ òðåóãîëüíèêà CBB1 è òî÷åê A, X, A1:
AC1

C1B
· BX
XB1

· B1C

CA
= 1

B1X

XB
· BA1

A1C
· CA
AB1

= 1.

Ïåðåìíîæàÿ ýòè ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (1).
Îáðàòíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ òî÷åê A1,B1 è C1, ëåæàùèõ íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC,

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1), íî ïðè ýòîì ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 íå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé
òî÷êå. Òîãäà âîçüìåì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ÷åâèàí AA1 è BB1 è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ÷åâèàíó CC ′1
(ñì. ðèñ. 8). Èñïîëüçóÿ äîêàçàííîå âûøå óòâåðæäåíèå è ñîîòíîøåíèå (1) ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè
C1 è C

′
1 äåëÿò îòðåçîê AB â îäíîì è òîì æå îòíîøåíèè, ÷åãî áûòü íå ìîæåò � ïðîòèâîðå÷èå.

3.2. Íåñêîëüêî çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê

Òåîðåìà ×åâû ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìîùíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ãåíåðàöèè íîâûõ çàìå÷àòåëüíûõ òî-
÷åê â òðåóãîëüíèêå. Îäíàêî íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà î÷åíü ðåäêî èñïîëüçóåòñÿ íà
ïðàêòèêå (â ÷àñòíîñòè, â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ). Äåëî â òîì, ÷òî âñå-òàêè òåîðåìà ×åâû (êàê è
òåîðåìà Ìåíåëàÿ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ¾ñ÷åòíîå¿ óòâåðæäåíèå, êîãäà êðàñèâûé ãåî-
ìåòðè÷åñêèé ôàêò ñëåäóåò èç íå ñîâñåì êðàñèâûõ (ïóñòü äàæå è íå î÷åíü ñëîæíûõ) âû÷èñëåíèé.
Ïîýòîìó òåîðåìà ×åâû ñîâåðøåííî íå îòðàæàåò âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òåõ çàìå÷àòåëüíûõ òî-
÷åê, ñóùåñòâîâàíèå êîòîðûõ òàê ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ñ åå ïîìîùüþ. Íàïðèìåð, èç òåîðåìû
×åâû ëåãêî ñëåäóåò ïåðåñå÷åíèå ìåäèàí â îäíîé òî÷êå, îäíàêî íå ñëåäóåò, ÷òî îíè äåëÿòñÿ â
îòíîøåíèè 2 : 1 (õîòÿ èìåííî â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðè÷èíà òîãî, ÷òî îíè äåéñòâèòåëüíî ïå-
ðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå); ëåãêî ñëåäóåò ïåðåñå÷åíèå âûñîò â îäíîé òî÷êå (äëÿ ýòîãî íóæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ñòàíäàðòíûì ïîäîáèåì), îäíàêî íå ñëåäóåò, ÷òî ýòà òî÷êà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ¾íóëåâîãî¿ òðåóãîëüíèêà, è ò.ä.

C

B

A

IG

Ðèñ. 9.

C

B

A

N

Ðèñ. 10.

Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû íå ïðèíÿòî äîêàçûâàòü ñóùåñòâîâàíèå òåõ
çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê, êîòîðûå ìîãóò áûòü îòíîñèòåëüíî ïðîñòî è ãåîìåòðè÷åñêè ïîëó÷åíû áåç
åå èñïîëüçîâàíèÿ: òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, âûñîò è áèññåêòðèñ. Îäíàêî áûâàþò ñèòóàöèè, â
êîòîðûõ áåç òåîðåìû ×åâû îáîéòèñü êðàéíå çàòðóäíèòåëüíî (õîòÿ è âîçìîæíî. . . ). Ïðèâåäåì
äâà íàèáîëåå èçâåñòíûõ ïðèìåðà.
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Ïðåäëîæåíèå 2. 1. Ïóñòü KA, KB, KC � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëü-
íèêà ABC ñî ñòîðîíàìè BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷åâèàíû AKA, BKB è CKC

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Æåðãîííà è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé
G (ñì. ðèñ. 9).

2. Ïóñòü K ′A, K
′
B, K

′
C � òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ñî

ñòîðîíàìè BC, AC è AB ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà ÷åâèàíû AK ′A, BK
′
B è CK ′C ïåðåñåêàþòñÿ â

îäíîé òî÷êå. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Íàãåëÿ è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé N (ñì. ðèñ. 10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáîèõ óòâåðæäåíèé äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ îïîðíîé
çàäà÷åé ïðî ðàâåíñòâî îòðåçêîâ êàñàòåëüíûõ è òåîðåìîé ×åâû. Äëÿ ï.1 èìååì: AKB = AKC ,
BKA = BKC , CKA = CKB; äëÿ ï.2 èìååì: AK ′C = CK ′A, BK

′
C = CK ′B, AK

′
B = BK ′A. Ïîäñòàâ-

ëÿÿ ýòè ñîîòíîøåíèÿ â ôîðìóëó (1), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.

3.3. Òåîðåìà ×åâû â ôîðìå ñèíóñîâ è èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå

Íà ïðàêòèêå åñëè òåîðåìà ×åâû è èñïîëüçóåòñÿ, òî íå â ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ (1). Äåëî â òîì,
÷òî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ðàáîòàòü ñ îòðåçêàìè î÷åíü ñëîæíî (ïðåæäå âñåãî ïîòîìó, ÷òî òðóä-
íî ñâÿçûâàòü äëèíû îòðåçêîâ, íå ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé è íå ñîäåðæàùèõñÿ â ïîäîáíûõ
òðåóãîëüíèêàõ; òî÷êè Æåðãîííà è Íàãåëÿ â ýòîì ïëàíå � óäà÷íîå èñêëþ÷åíèå). Äðóãîå äåëî
óãëû (êîòîðûå ìîæíî ïåðåáðàñûâàòü, ïîëüçóÿñü ëèáî âïèñàííûìè óãëàìè, ëèáî ñóììîé óãëîâ
òðåóãîëüíèêà). Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå òåîðåìà ×åâû ïðèìåíÿåòñÿ â ôîðìå ñîîòíîøåíèé ìåæäó
óãëàìè, òî÷íåå ãîâîðÿ, â ôîðìå ñèíóñîâ.

Òåîðåìà 4. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è òî÷êè A1, B1 è C1, ëåæàùèå íà ñòîðîíàõ BC,
AC è AB ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 7). îáîçíà÷èì óãëû, íà êîòîðûå äåëÿò ÷åâèàíû AA1, BB1 è
CC1 óãëû òðåóãîëüíèêà ABC, ÷åðåç α1, α2, β1, β2, γ1 è γ2 (îáîçíà÷åíèÿ óãëîâ ñîîòâåòñòâóþò
îáîçíà÷åíèÿì âåðøèí, à íóìåðàöèÿ èäåò ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè). Òîãäà ÷åâèàíû AA1, BB1

è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, åñëè è òîëüêî åñëè

sinα1

sinα2

· sin β1
sin β2

· sin γ1
sin γ2

= 1. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîé òåîðåìû ×åâû, ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷åâèàíû
AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå X. Òîãäà ïðèìåíèì òåîðåìó ñèíóñîâ ê òðåóãîëü-
íèêàì ABX, BCX è CAX: 

BX

sinα2

=
AX

sin β1
CX

sin β2
=

BX

sin γ1
AX

sin γ2
=

CX

sinα1

.

Îñòàëîñü ïåðåìíîæèòü ýòè ðàâåíñòâà è ïåðåíåñòè âñå â ëåâóþ ÷àñòü.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò ïåðåñå÷åíèå ÷åâèàí AA1, BB1 è CC1 â

îäíîé òî÷êå. Áóäåì îïÿòü ðàññóæäàòü îò ïðîòèâíîãî: ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê è ïðîâåäåì
÷åâèàíó CC ′1 ÷åðåç òî÷êó X

′ ïåðåñå÷åíèÿ ÷åâèàí AA1 è BB1. Òîãäà èç äîêàçàííîãî âûøå è èç
ñîîòíîøåíèÿ (2) ñëåäóåò, ÷òî

sin γ1
sin γ2

=
sin γ′1
sin γ′2

(çäåñü γ′1 è γ
′
2 � ýòî óãëû, íà êîòîðûå óãîë ∠ACB ðàçáèâàåòñÿ ÷åâèàíîé CC ′1). Áåç îãðàíè÷åíèÿ

îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ1 > γ′1; òîãäà γ2 < γ′2. Íî ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ sin ÿâëÿåòñÿ
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âîçðàñòàþùåé, òî òîãäà sin γ1 > sin γ′1 è sin γ2 < sin γ′2. Çíà÷èò,

sin γ1
sin γ2

>
sin γ′1
sin γ′2

� ïðîòèâîðå÷èå.

Òåîðåìà ×åâû â ôîðìå ñèíóñîâ ãîðàçäî áîëåå óäîáíà, íåæåëè îáû÷íàÿ òåîðåìà ×åâû. Îäíà-
êî íàì îíà ïîíàäîáèòñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîãî-åäèíñòâåííîãî óòâåðæäåíèÿ. Íî âàæíîñòü
ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñòîëü âûñîêà, ÷òî áóäåò ñïðàâåäëèâî âûíåñè åãî â îòäåëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 5 (îá èçîãîíàëüíîì ñîïðÿæåíèè). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC è
òî÷êó X âíóòðè íåãî4. Ïðîâåäåì ïðÿìûå AX, BX è CX è îòðàçèì èõ îòíîñèòåëüíî áèñ-
ñåêòðèñ òðåóãîëüíèêà ABC (ñì. ðèñ. 11). Òîãäà îáðàçû ýòèõ ïðÿìûõ òàêæå ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå Xl.

Çàìå÷àíèå 3. Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ãîâîðèòü íå îá îòðàæåíèè ïðÿìûõ AX, BX è CX îò-
íîñèòåëüíî áèññåêòðèñ, à îá îòêëàäûâàíèè óãëîâ: íàïðèìåð, îòëîæèòü ëó÷ AXl òàê, ÷òîáû
∠BAX = ∠CAXl, è ò.ä.

Xl

A

X

C

B

Ðèñ. 11.

H

O

B

CA

Ðèñ. 12.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé ×åâû â ôîðìå ñèíóñîâ. Çàìåòèì, ÷òî îòðàæåíèå
ïðÿìûõ AX, BX è CX îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñ ïðîñòî ïåðåñòàâëÿåò óãëû α1 è α2, β1 è β2, γ1
è γ2, ïîýòîìó äëÿ îáðàçîâ ïðÿìûõ AX, BX è CX òàêæå áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå (2).

Ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè, êîòîðîå ñòàâèò òî÷êå X â ñîîòâåòñòâèå òî÷êó Xl, ïîëó÷åííóþ â
ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû, îïèñàííîé â òåîðåìå, íàçûâàåòñÿ èçîãîíàëüíûì ñîïðÿæåíèåì, à òî÷êè
X è Xl íàçûâàþòñÿ èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííûìè.

Èçîãîíàëüíîå ñîïðÿæåíèå èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ãåîìåòðèè òðåóãîëüíèêà, è ñóùåñòâóåò êî-
ëîññàëüíîå êîëè÷åñòâî ôàêòîâ, èñïîëüçóþùèõ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå ëèáî â ôîðìóëèðîâêå, ëèáî
â äîêàçàòåëüñòâå. Íàïðèìåð, ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü îäíó èç íàøèõ îïîðíûõ çàäà÷ ñëåäó-
þùèì îáðàçîì: òî÷êè O è H èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû (ñì. ðèñ. 12).

4Âîîáùå ãîâîðÿ, òî÷êà X ìîæåò áûòü ëþáîé òî÷êîé ïëîñêîñòè, íî äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà

íàõîäèòñÿ âíóòðè òðåóãîëüíèêà.
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Çàìå÷àíèå 4. Îêàçûâàåòñÿ, âåðåí ñëåäóþùèé êðàñèâûé ôàêò: òî÷êèGl èNl, èçîãîíàëüíî ñîïðÿ-
æåííûå òî÷êàì G è N , ëåæàò íà Ïòîëåìååâîé îñè, ò.å. íà ïðÿìîé OI (ñì. ðèñ. 13). Ïîïðîáóéòå
äîêàçàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: åñëè òî÷êè O è H èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåíû, à òî÷êà I, î÷å-
âèäíî, ñîïðÿæåíà ñàìîé ñåáå, òî ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò òî÷êà Ml, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ
òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí? Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà, îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L è
îáëàäàåò ìíîãèìè èíòåðåñíûìè ôàêòàìè. Î íèõ ïîéäåò ðå÷ü â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

4. Ýòþä î ñèìåäèàíå

×åâèàíà, èçîãîíàëüíî ñîïðÿæåííàÿ ìåäèàíå òðåóãîëüíèêà ABC, íàçûâàåòñÿ ñèìåäèàíîé òðå-
óãîëüíèêà. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, òðè ñèìåäèàíû òðåóãîëüíèêà ïåðå-
ñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç L.

Nl
Gl

OI

Ðèñ. 13.

M

C

C'

A B

Ðèñ. 14.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äàæå îäíà ñèìåäèàíà îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè (íåêî-
òîðûå èç êîòîðûõ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ íà ðàçëè÷íûõ îëèìïèàäàõ). Ïîýòîìó ñíà÷àëà ìû ðàñ-
ñìîòðèì ñâîéñòâà îòäåëüíî âçÿòîé ñèìåäèàíû. Åå îñíîâàíèå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç S. Â ïåðâîì
ðàçäåëå ñîáðàíû ¾âû÷èñëèòåëüíûå¿ ôàêòû è ôîðìóëû, à âî âòîðîì � ÷èñòî ãåîìåòðè÷åñêèå
óòâåðæäåíèÿ.

4.1. Íåñêîëüêî ôîðìóë

Íà÷íåì ñ íåêîòîðûõ âû÷èñëåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ìåäèàíîé è ñèìåäèàíîé. Âñþäó äàëåå ìû ðàñ-
ñìàòðèâàåì ìåäèàíó CM è ñèìåäèàíó CS. Â çàâèñèìîñòè îò êîíòåêñòà èíîãäà óäîáíî ñ÷èòàòü
ñèìåäèàíó îòðåçêîì, à èíîãäà � ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé ýòîò îòðåçîê.

Ïðåäëîæåíèå 3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sin∠ACM
sin∠BCM

=
BC

AC
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîäëèì ìåäèàíó CM íà ñâîþ äëèíó, âîçüìåì ïîëó÷åííóþ òî÷êó C ′ è çàïè-
øåì òåîðåìó ñèíóñîâ â òðåóãîëüíèêå CC ′B (ñì. ðèñ. 14). Ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

9



Ïðåäëîæåíèå 4. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

AS

BS
=
AC2

BC2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü òèïè÷íûé ïðè ðàáîòå ñ òåîðåìîé ñèíóñîâ
ïðèåì � çàïèøåì òåîðåìó ñèíóñîâ äëÿ ¾ñìåæíûõ¿ òðåóãîëüíèêîâ ACS è BCS (ñì. ðèñ. 15):

AS

sin∠ACS
=

CS

sin∠BAC
,

BS

sin∠BCS
=

CS

sin∠ABC
.

Ïîñêîëüêó ñèíóñû ñìåæíûõ óãëîâ ðàâíû, ∠ACS = ∠ACM è ∠BCS = ∠BCM , òî, ïîäåëèâ
ýòè ðàâåíñòâà è âîñïîëüçîâàâøèñü ïðåäûäóùèì ïðåäëîæåíèåì, ìû íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå.

S M

C

A B

Ðèñ. 15.

LS
BA

C

M

Ðèñ. 16.

Ïðåäëîæåíèå 5. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

CS

CM
=

2 · AC ·BC
AC2 +BC2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà ïîäñêàçûâàåò ïîëåçíûé ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé áûñòðî
äîêàçàòü òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå. Äàâàéòå ïðîâåäåì áèññåêòðèñó CL óãëà C (ñì. ðèñ. 16). Òîãäà,
ïîñêîëüêó ìåäèàíà CM è ñèìåäèàíà CS ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî CL, òî ∠SCL = ∠MCL,
ò.å. CL� ýòî åùå è áèññåêòðèñà â òðåóãîëüíèêå SCM . Òîãäà ïî îñíîâíîìó ñâîéñòâó áèññåêòðèñû
CS/CM = SL/LM .

Îñòàåòñÿ âûðàçèòü îòðåçêè SL è LM ÷åðåç äëèíû ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äëÿ ýòîãî
âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè AL/BL = AC/BC è AS/BS = AC2/BC2. Èìååì:

AL =
AC

AC +BC
· AB, BL =

BC

AC +BC
· AB,

AS =
AC2

AC2 +BC2
· AB, BL =

BC2

AC2 +BC2
· AB.

Òîãäà SL = BS − BL è LM = AM − AL. Îñòàåòñÿ ïîäñòàâèòü çíà÷åíèÿ èç ïîëó÷åííûõ âûøå
ôîðìóë è óïðîñòèòü ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò âàæíûé ïðèíöèï ðàáîòû ñ ñèìåäèàíàìè
(äà è âîîáùå è èçîãîíàëüíûì ñîïðÿæåíèåì): åñëè âèäèòå ñèìåäèàíó, ðàññìîòðèòå áèññåêòðè-
ñó òðåóãîëüíèêà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê ðàáîòàåò ýòîò ïðèíöèï â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.
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4.2. Âûñîòû è êàñàòåëüíûå

Ïî ñóòè ñóùåñòâóþò äâå êëþ÷åâûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ñèìåäèàíîé. Èìåííî íà ýòèõ çàäà÷àõ
îñíîâàíû ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåõ çàäà÷, â êîòîðûõ ïîÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíà. Ïîýòîìó ýòè äâå
çàäà÷è ìû ðàçáåðåì î÷åíü ïîäðîáíî, à çàòåì ïîñìîòðèì, êàê îíè èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå.

Ïðåäëîæåíèå 6 (î âûñîòàõ). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è âûñîòû BHB è CHC. Òîãäà
ìåäèàíà òðåóãîëüíèêà AHBHC ÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì ìåäèàíû AS è AM â òðåóãîëüíèêàõ AHBHC è ABC ñîîòâåòñòâåí-
íî (ñì. ðèñ. 17). Òðåóãîëüíèêè AHBHC è ACB ïîäîáíû (ñòàíäàðòíîå ïîäîáèå), ïîýòîìó ñó-
ùåñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ F , ïåðåâîäÿùåå ïåðâîé òðåóãîëüíèê âî âòîðîé. Ò.ê. ïîäîáèå
ñîõðàíÿåò îòíîøåíèÿ äëèí îòðåçêîâ, òî ñåðåäèíà S ïåðåéäåò â ñåðåäèíó M , ìåäèàíà AS � â
ìåäèàíó AM è ñòîðîíà AHC � â ñòîðîíó AC. Ïîýòîìó óãîë ∠SAHC ïåðåéäåò â óãîë ∠MAC.
Ò.ê. ïîäîáèå ñîõðàíÿåò óãëû, òî ∠SAHC = ∠MAC, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

M

S

C

B

B C

H

H

A

Ðèñ. 17.

S'
B

H' H'
C

M

S

L

C

B

B C

H

H

A

Ðèñ. 18.

Çàìå÷àíèå 5. Â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ áûâàåò ïîëåçåí ÿâíûé âèä ïîäîáèÿ F . Äëÿ åãî íàõîæ-
äåíèÿ ðàññìîòðèì áèññåêòðèñó AL òðåóãîëüíèêà ABC è ðàññìîòðèì îñåâóþ ñèììåòðèþ SAL

(ïîìíèòå ñîâåò ïðî áèññåêòðèñó!). Òîãäà îòðåçîê HBHC ïåðåéäåò â îòðåçîê H ′BH
′
C , ïàðàëëåëü-

íûé BC (ïîñêîëüêó ∠ABC = ∠AHBHC = ∠AH ′BH
′
C), è ñåðåäèíà S îòðåçêà HBHC ïåðåéäåò

â ñåðåäèíó S ′ îòðåçêà H ′BH
′
C (ñì. ðèñ. 18). Íî S ′ ëåæèò íà ìåäèàíå AM ïî çàìå÷àòåëüíîìó

ñâîéñòâó òðàïåöèè BH ′BH
′
CC. Çíà÷èò, îñåâàÿ ñèììåòðèÿ SAL ïåðåâîäèò ïðÿìóþ AS â ïðÿìóþ

AM , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. Òàêæå îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîäîáèå F , ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëü-
íèê AHBHC â òðåóãîëüíèê ABC, åñòü êîìïîçèöèÿ HA ◦ SAL îñåâîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî
áèññåêòðèñû è ãîìîòåòèè ñ öåíòðîì â òî÷êå A.

Ïðåäëîæåíèå 7 (î êàñàòåëüíûõ). Ðàññìîòðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC
è ïðîâåäåì ê íåé êàñàòåëüíûå â òî÷êàõ B è C, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå S. Òîãäà ïðÿìàÿ AS
ÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà ABC.

Ýòîìó âàæíîìó ôàêòó ìû äàäèì ñðàçó äâà äîêàçàòåëüñòâà.
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Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðîâåäåíèè áèññåêòðèñû òðåóãîëü-
íèêà ABC. Òîëüêî äåëàåòñÿ ýòî íå ñîâñåì îáû÷íûì îáðàçîì. À èìåííî, îòìåòèì öåíòð O îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòè è ïðîâåäåì îòðåçîê OS. Î÷åâèäíî, ÷òî OS ïåðåñåêàåò ñòîðîíó BC â åå
ñåðåäèíå M , à äóãó ^ BC � â åå ñåðåäèíå WA (ñì. ðèñ. 19). Òîãäà îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîëëîíèÿ Apoll(S,M) äëÿ òî÷åê S è M (ýòî ñëåäóåò
èç òåîðåìû î êàñàòåëüíûõ). Çíà÷èò, îòðåçîê AWA ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà SAM
ïî ñâîéñòâó îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ. Íî ýòîò æå îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé òðåóãîëüíèêà
ABC. Çíà÷èò, ∠BAS = ∠CAM , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Apoll(S,M)

M

WA

A

B C

S

O

Ðèñ. 19.

EA

H

M

S

C

B

B C

H

H

A

Ðèñ. 20.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ïðåäëîæåíèè î âûñîòàõ. Ðàññìîò-
ðèì îïèñàííóþ îêðóæíîñòü κA òðåóãîëüíèêà AHBHC (ñì. ðèñ. 20). Êàê ìû ïîìíèì èç ñþæåòà
îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà, öåíòð EA ýòîé îêðóæíîñòè ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà AH. Êðîìå òîãî,
îòðåçîê EAM ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè Ýéëåðà. Ïîýòîìó ∠EAHBM = 90◦. Íî ïî îïðåäå-
ëåíèþ êàñàòåëüíîé ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îòðåçîêMHB êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè κA. Àíàëîãè÷íî,MHC

êàñàåòñÿ κA. Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî AM ÿâëÿåòñÿ ñèìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà AHBHC , ïîýòîìó,
ïðèìåíÿÿ ê íàøåé êîíôèãóðàöèè ïîäîáèå F , ïåðåâîäÿùåå òðåóãîëüíèê AHBHC â òðåóãîëüíèê
ABC, ìû òåì ñàìûì ïåðåâåäåì îêðóæíîñòü κA â îïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC,
ìåäèàíó AM â ñèìåäèàíó AS, à êàñàòåëüíûå MHB è MHC � â êàñàòåëüíûå SB è SC.

4.3. Îòñòóïëåíèå: ãîìîòåòèÿ è áèññåêòðèñû, ïðÿìàÿ Íàãåëÿ

Ïåðåä òåì êàê ïðîäîëæèòü ðàññêàç î ñèìåäèàíå, íàì ïîòðåáóþòñÿ íåêîòîðûå íåòðèâèàëüíûå
ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà. Êàê ìû ïîìíèì, áèññåêòðèñû ÷àñòî îêàçûâà-
þòñÿ ïîëåçíû ïðè ðàáîòå ñ ñèìåäèàíîé, ïîýòîìó íåêîòîðûå ñâîéñòâà áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà
óäàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ïðè èçó÷åíèè ñèìåäèàí.

Ìû íà÷íåì ñ êðàñèâîãî ôàêòà, íàïðÿìóþ íå îòíîñÿùåãîñÿ ê ñèìåäèàíàì, íî èñïîëüçóþùèì
â ñâîåì äîêàçàòåëüñòâå âàæíóþ èäåþ, êîòîðàÿ îêàæåòñÿ ïîëåçíîé íàì â äàëüíåéøåì.

Ïðåäëîæåíèå 8. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, öåíòðû I è IA âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé
îêðóæíîñòåé è îñíîâàíèå H âûñîòû, ïðîâåäåííîé èç âåðøèíû A. Òîãäà HC � áèññåêòðèñà
óãëà ∠IHIA.
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Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî. Èìåííî èäåÿ ïåðâîãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåò äëÿ íàñ êëþ÷åâîé â ýòîì
ðàçäåëå. Ñóòü åå çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíî-
ñòè ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ HA, ïåðåâîäÿùóþ âïèñàííóþ
îêðóæíîñòü âî âíåâïèñàííóþ. Òîãäà HA(BC) = B′C ′, HA(I) = IA è HA(H) = H ′ (ñì. ðèñ. 21).
Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ∠AHI = ∠HH ′IA = ∠H ′HIA (ïåðâîå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà
ãîìîòåòèè ¾óãîë â óãîë¿, à âòîðîå � èç ÃÌÒ î ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ: òî÷êà IA ðàâíîóäàëåíà
îò ïðÿìûõ BC è B′C ′, ïîýòîìó HIA = H ′IA). Çíà÷èò, ∠IHC = ∠CHIA, ÷òî è òðåáîâàëîñü
äîêàçàòü.

H' C'B'

H

I

A

B C

IA

Ðèñ. 21.

Apoll(I, IA)

LA
H

I

A

B C

IA

Ðèñ. 22.

Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ìû âûÿñíèëè â ïåðâîì äîêàçàòåëüñòâå, âïèñàííàÿ è âíåâïèñàí-
íàÿ îêðóæíîñòè ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â òî÷êå A, è ýòî ìîæíî èñïîëüçîâàòü. Îäíàêî âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ãäå â ýòèõ îêðóæíîñòåé âòîðîé öåíòð ãîìîòåòèè? Âåäü, êàê ìû ïîì-
íèì, ó íåêîíöåíòðè÷åñêèõ íåðàâíûõ îêðóæíîñòåé äâà öåíòðà ãîìîòåòèè! Ìîæåò áûòü, âòîðîé
öåíòð òîæå îêàæåòñÿ ïîëåçåí?!

Çàìåòèì, ÷òî âòîðûì (âíóòðåííèì) öåíòðîì ãîìîòåòèè âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòåé ÿâëÿåòñÿ îñíîâàíèå LA áèññåêòðèñû óãëà ∠BAC (ñì. ðèñ. 22). Íî òîãäà, êàê ìû çíàåì,
îêðóæíîñòü, ïîñòðîåííàÿ íà áèññåêòðèñå ALA êàê íà äèàìåòðå, ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ Àïîë-
ëîíèÿ Apoll(I, IA) äëÿ òî÷åê I è IA (ñì. ðèñ. 22). Ïîñêîëüêó ∠AHLA = 90◦, òî òî÷êà H ëåæèò íà
ýòîé îêðóæíîñòè. Íî ïî ñâîéñòâó îêðóæíîñòè Àïîëëîíèÿ îòðåçîê HLA ÿâëÿåòñÿ áèññåêòðèñîé
òðåóãîëüíèêà IHIA, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 6. Åùå ðàç çàôèêñèðóåì âàæíóþ èäåþ, ñëåäóþùóþ èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåð-
æäåíèÿ: âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííàÿ îêðóæíîñòè ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ A è LA,
ïîýòîìó áûâàåò ïîëåçíî ïðèìåíÿòü ýòè ãîìîòåòèè (îñîáåííî ïåðâóþ) ê çàäàííîé êîíôèãó-
ðàöèè.

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ìîæíî ïðèäàòü íîâûé ñìûñë ïðåäëîæåíèþ î òðåõ
áèññåêòðèñàõ (ñì. ðèñ. 23): ïðèíàäëåæíîñòü òî÷åê LB, LC è L′A îäíîé ïðÿìîé åñòü íå ÷òî èíîå
êàê òåîðåìà î òðåõ êîëïàêàõ, ïðèìåíåííàÿ ê âïèñàííîé îêðóæíîñòè è äâóì âíåâïèñàííûì!
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(Ãîìîòåòèÿ HLB
ïåðåâîäèò âïèñàííóþ îêðóæíîñòü â ïåðâóþ âíåâïèñàííóþ, ãîìîòåòèÿ HL′

A

� ïåðâóþ âíåâïèñàííóþ âî âòîðóþ, à ãîìîòåòèÿ HLC
âîçâðàùàåò âòîðóþ âíåâïèñàííóþ âî

âïèñàííóþ.)

LB
LC

LA'

B C

A

Ðèñ. 23.
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Ïåðåéäåì òåïåðü ê óòâåðæäåíèÿì, êîòîðûå èìåþò íåïîñðåäñòâåííóþ ñâÿçü ñ ñèìåäèàíîé.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü KA è K ′A � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíîé BC, I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè, M � ñåðåäèíà ñòîðîíû
BC. Òîãäà IM ‖ AK ′A.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çäåñü óäîáíî ðàññìîòðåòü ãîìîòåòèþ HA, êîòîðàÿ, íàîáîðîò, ñäóâàåò âíåâ-
ïèñàííóþ îêðóæíîñòü âî âïèñàííóþ. Òîãäà HA(BC) = B′C ′ è HA(K

′
A) = N ′A (ñì. ðèñ. 24).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè N ′A, I è KA ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïîñêîëüêó BC ‖ B′C ′ è IKA, IN
′
A

� ðàäèóñû, ïåðïåíäèêóëÿðíûå êàñàòåëüíûì BC è B′C ′ êî âïèñàííîé îêðóæíîñòè). Êðîìå òî-
ãî, ïî îïîðíîé çàäà÷å òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà KAK

′
A. Ïîýòîìó â òðåóãîëüíèêå

N ′AK
′
AKA îòðåçîê IM ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé, à çíà÷èò, ïàðàëëåëåí AK ′A, ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

B' C'
N2'

M

A

B C
KA KA'

I

Ðèñ. 24.

P

H

A

NA'

I

B CM KA'

Ðèñ. 25.

Èç ýòîé òåîðåìû íåçàìåäëèòåëüíî ïîëó÷àåòñÿ êðàñèâîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé òåîðåìû ðàññìîòðèì âûñîòó AH è ïðîâåäåì ïðÿ-
ìóþ IM , ïåðåñåêàþùóþ âûñîòó â òî÷êå P . Òîãäà îòðåçîê AP ðàâåí ðàäèóñó âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê APIN ′A ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì (ñòîðîíû AP è IN ′A ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèþ BC, à ñòîðîíû PI è AN ′A
ïàðàëëåëüíû ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå, ñì. ðèñ. 25).

Ó ýòîé òåîðåìû åñòü àíàëîã, êîãäà âìåñòî îòðåçêà AK ′A ðàññìàòðèâàåòñÿ îòðåçîê AKA.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü KA è K ′A � òî÷êè êàñàíèÿ âïèñàííàÿ è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðå-
óãîëüíèêà ABC ñî ñòîðîíîé BC, IA � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè, M � ñåðåäèíà ñòî-
ðîíû BC. Òîãäà IAM ‖ AKA.

Äîêàçàòåëüñòâî. À âîò çäåñü ïîëåçíî ðàçäóòü âïèñàííóþ îêðóæíîñòü âî âíåâïèñàííóþ ãîìî-
òåòèåé ñ öåíòðîì â òî÷êå A. Òîãäà HA(BC) = B′C ′ è HA(KA) = NA (ñì. ðèñ. 26). Àíàëîãè÷íî
äîêàçàòåëüñòâó ïðåäûäóùåé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êè K ′A, IA è NA ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé,
à òàêæå M � ñåðåäèíà îòðåçêà KAK

′
A. Ïîýòîìó MIA � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà KANAK

′
A,

à çíà÷èò, îíà ïàðàëëåëüíà AKA, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

C'B' NA

KA'

KA

A

CB

IA

M

Ðèñ. 26.

N

KA'

A

B C

I M

MA

Ðèñ. 27.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ýòè äâå òåîðåìû ðàáîòàþò íà ïðàêòèêå. Ñíà÷àëà ïîñìîòðèì, ê ÷åìó
ïðèâîäèò ïåðâàÿ èç íèõ.

Òåîðåìà 8 (Ïðÿìàÿ Íàãåëÿ). Òî÷êè M , N è I ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé Íàãåëÿ),
ïðè÷åì MN :MI = 2 : 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà, ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ
H−2M ñ öåíòðîì â òî÷êå M è êîýôôèöèåíòîì −2. Òîãäà H−2M (MA) = A è H−2M (IMA) = AK ′A
(òî÷êà MA òàùèò çà ñîáîé âñþ ïðÿìóþ IMA, êîòîðàÿ ïåðåõîäèò â ïàðàëëåëüíóþ ïðÿìóþ AK ′A;
ñì. ðèñ. 27). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ ïàð ïðÿìûõ IMB è BK ′B, IMC è CK ′C ,
ïîëó÷àåì, ÷òî òî÷êà I ïåðåéäåò â òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AK ′A, BK

′
B è CK ′C , êîòîðàÿ è ÿâ-

ëÿåòñÿ òî÷êîé Íàãåëÿ N . Îòíîøåíèå MN :MI = 2 : 1 ñëåäóåò èç êîýôôèöèåíòà −2 ãîìîòåòèè
H−2M .

4.4. Öåïî÷êà òðåóãîëüíèêîâ è ïðÿìàÿ Æåðãîííà

Òåïåðü ìû ïðîäîëæèì ðàññêàç î ñèìåäèàíå. Ñåé÷àñ ìû óæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå ñàìè
ñèìåäèàíû â îòäåëüíîñòè, à âñå òðè ñèìåäèàíû âìåñòå, êîòîðûå, êàê ìû ïîìíèì, ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå (òî÷êå Ëåìóàíà L).

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà êðàñèâûõ ðåçóëüòàòà.
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Ïðåäëîæåíèå 9. 1. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è ïðîâåäåì êàñàòåëüíûå â âåðøèíàõ
ýòîãî òðåóãîëüíèêà ê åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü ýòè êàñàòåëüíûå ïåðåñåêàþòñÿ â
òî÷êàõ SA, SB, SC. Òîãäà òî÷êà Ëåìóàíà òðåóãîëüíèêà ABC ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé Æåðãîííà
òðåóãîëüíèêà SASBSC.

2. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC, è ïóñòü MA, MB, MC � ñåðåäèíû åãî ñòîðîí, à IA, IB,
IC � öåíòðû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Òîãäà ïðÿìûå IAMA, IBMB, ICMC ïåðåñåêàþòñÿ â
îäíîé òî÷êå � òî÷êå Ëåìóàíà òðåóãîëüíèêà IAIBIC.

L=GS

A

C

B

S

S

A

B C

S

Ðèñ. 28.

L I

AM

CM BM

CI

BI

IA

B C

A

Ðèñ. 29.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï.1 äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ óòâåðæäåíèåì î êàñà-
òåëüíûõ è îïðåäåëåíèåì òî÷êè Æåðãîííà (ñì. ðèñ. 28).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï.2 âñïîìíèì, ÷òî òðåóãîëüíèê ABC ÿâëÿåòñÿ îðòîòðåóãîëüíèêîì òðå-
óãîëüíèêà IAIBIC . Ïîýòîìó ïðÿìûå IAMA, IBMB, ICMC ÿâëÿþòñÿ ñèìåäèàíàìè òðåóãîëüíèêà
IAIBIC ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ î âûñîòàõ, à çíà÷èò, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Ëåìóàíà (ñì.
ðèñ. 29).

Òåïåðü ïîïðîáóåì ïðèìåíèòü ê íàøèì êîíñòðóêöèÿì òåîðåìû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.
Íàïîìíèì, ÷òî òåîðåìà 6 ïðèâåëà íàñ ê ïðÿìîé Íàãåëÿ. Ìîæåò ëè òåîðåìà 7 òàêæå ïðèâåñòè
íàñ ê êàêîé-òî íîâîé çàìå÷àòåëüíîé ïðÿìîé (ïî-âèäèìîìó, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé Æåðãîííà)?
Îêàçûâàåòñÿ, äà! È âîò êàê ýòî ïðîèñõîäèò. Çàôèêñèðóåì òðè òðåóãîëüíèêà:

• èñõîäíûé òðåóãîëüíèê ABC;

• òðåóãîëüíèê IAIBIC ñ âåðøèíàìè â öåíòðàõ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé;

• òðåóãîëüíèê SASBSC , îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíûìè ê îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíè-
êà IAIBIC .

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ñîåäèíÿåì â îäíîé êîíñòðóêöèè ïï. 1 è 2 ïðåäûäóùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 10. Òðåóãîëüíèêè ABC è SASBSC ãîìîòåòè÷íû ñ öåíòðîì â íåêîòîðîé òî÷êå
Z.
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Çàìå÷àíèå 7. Ê ñîæàëåíèþ, ñâîéñòâà òî÷êè Z â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå èçó÷åíû. Ïî âñåé âèäè-
ìîñòè, ýòî íîâàÿ òî÷êà; ïî êðàéíåé ìåðå, ñðåäè ïåðâîé òûñÿ÷è òî÷åê èç ýíöèêëîïåäèè çàìå÷à-
òåëüíûõ òî÷åê òðåóãîëüíèêà ÿ åå íàéòè íå ñìîã. . . Áûëî áû èíòåðåñíî èçó÷èòü ñâîéñòâà ýòîé
òî÷êè.

OI
CI

A

CB

AI

IB

Ðèñ. 30.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ïàðàëëåëüíîñòü ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòîðîí òðåóãîëüíè-
êîâ ABC è SASBSC , ïîñêîëüêó òîãäà ìîæíî áóäåò ïðèìåíèòü òåîðåìó Äåçàðãà. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ïàðàëëåëüíîñòè ðàññìîòðèì öåíòð OI îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà IAIBIC
è ïðîâåäåì ðàäèóñ IAOI (ñì. ðèñ. 30). Òîãäà, ïîñêîëüêó òî÷êè B è C ÿâëÿþòñÿ îñíîâàíèÿìè
âûñîò òðåóãîëüíèêà IAIBIC , òî IAOI ⊥ BC. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, IAOI ⊥ SBSC ïî
îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîé. Ïîýòîìó BC ‖ SBSC , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà ýòîãî ðàçäåëà çâó÷èò ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 9 (ïðÿìàÿ Æåðãîííà). Òî÷êà Z, òî÷êè M è MS ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí G è GS Æåð-
ãîííà òðåóãîëüíèêîâ ABC è SASBSC ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ïðÿìîé Æåðãîííà), ïðè÷åì
MG :MGS = 2 : 1.

CS

SA

BS

Z

CI

A

CB

AI

IB

M

L  = GSI

G

Ðèñ. 31.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ãîìîòåòè÷íîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è SASBSC ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè Z,M è
MS ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, à òàêæå òî÷êè Z, G è GS ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. ×òîáû ïîêàçàòü,
÷òî ýòî îäíà è òà æå ïðÿìàÿ, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî òî÷êè G, M è GS ëåæàò íà îäíîé
ïðÿìîé.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ãîìîòåòèþ H−2M ñ öåíòðîì â òî÷êå M è êîýôôèöèåíòîì −2. Òîãäà
ñåðåäèíà MA ñòîðîíû BC ïåðåéäåò â òî÷êó A, ïîýòîìó ïðÿìàÿ MAIA ïåðåéäåò â ïðÿìóþ AG
(òî÷êà MA ïîòàùèò çà ñîáîé âñþ ïðÿìóþ MAIA, êîòîðàÿ ïàðàëëåëüíà AG ïî òåîðåìå 7). Çíà-
÷èò, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ MAIA, MBIB è MCIC ïåðåéäåò â òî÷êó G ïðè ãîìîòåòèè H−2M

(ñì. ðèñ. 31). Ñîãëàñíî ï.2 ïðåäëîæåíèÿ 9, ýòà òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Ëåìóàíà
òðåóãîëüíèêà IAIBIC , à ñîãëàñíî ï.1 ýòîãî æå ïðåäëîæåíèÿ � ýòà òî÷êà ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé
Æåðãîííà GS òðåóãîëüíèêà SASBSC . Ïîýòîìó H

−2
M (GS) = G, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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