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1 Ââåäåíèå

Îêðóæíîñòü Ýéëåðà è ïðÿìàÿ Ýéëåðà ÿâëÿþòñÿ æåì÷óæèíàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Îíè
óïîðÿäî÷èâàþò ïîëîæåíèå ñàìûõ âàæíûõ è ôóíäàìåíòàëüíûõ çàìå÷àòåëüíûõ òî÷åê â òðå-
óãîëüíèêå è êëàäóò íà÷àëî öåëîé ñåðèè èññëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ áîëåå ñëîæíûìè îáúåêòàìè
è ïîíÿòèÿìè. Êðîìå òîãî, äîêàçàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé íå òðåáóþò íèêàêèõ
çíàíèé, âûõîäÿùèõ çà ðàìêè øêîëüíîãî êóðñà, è âî ìíîãèõ ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ êëàññàõ è
êðóæêàõ îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ Ýéëåðà èçó÷àþòñÿ ñòîëü æå îñíîâàòåëüíî, êàê âïèñàííûå óãëû,
òåîðåìû ×åâû è Ìåíåëàÿ è ò.ä.

Êàê ïðàâèëî, îêðóæíîñòü è ïðÿìàÿ Ýéëåðà ïðîõîäÿòñÿ â 9 êëàññå, ðåäêî ðàíüøå (îòìåòèì,
ïðàâäà, ÷òî â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà îêðóæíîñòü Ýéëåðà ïðèâîäèòñÿ â êîíöå �6 8 êëàññà,
à ïðÿìàÿ Ýéëåðà âîîáùå îòñóòñòâóåò). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëüñòâ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåì øêîëüíèêè óæå äîëæíû õîðîøî âëàäåòü ñàìûìè ðàçíîîáðàçíûìè ôàêòàìè
è ïîíÿòèÿìè èç êóðñà ãåîìåòðèè: âïèñàííûìè óãëàìè, ãîìîòåòèåé, ïîäîáèåì è ò.ä. Ïðè ýòîì
òåîðåìû îá îêðóæíîñòè è ïðÿìîé Ýéëåðà ïðåïîäíîñÿòñÿ êàê ôèíàëüíûé ðåçóëüòàò: ñìîòðèòå,
êàêèå óòâåðæäåíèÿ ìû òåïåðü óìååì äîêàçûâàòü! Òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî îêðóæíîñòü è ïðÿ-
ìàÿ Ýéëåðà îòîðâàíû îò ñàìîãî ïðîöåññà îñâîåíèÿ íîâîãî ìàòåðèàëà, îíè � ëèøü ñëåäñòâèå,
ïðè÷åì íàõîäÿùååñÿ ãäå-òî â ñòîðîíå îò øêîëüíîãî êóðñà, íóæíîå ëèøü â ñèëó ñâîåé êðàñîòû
è ïðèìåíåíèÿ â îëèìïèàäíûõ çàäà÷àõ.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ çíàêîìñòâî ÷èòàòåëÿ ñ äðóãèì ïîäõîäîì ê èçëîæåíèþ ýòèõ
òåîðåì, ëèøåííûì óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå çíàêîìñòâî ñ îêðóæíîñòüþ è
ïðÿìîé Ýéëåðà ïðîèñõîäèò óæå â 7�8 êëàññå (ñàì àâòîð ïðåäëàãàë øêîëüíèêàì äîêàçàòü óòâåð-
æäåíèÿ îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà â ñåðåäèíå 7 êëàññà, à î ïðÿìîé Ýéëåðà � â êîíöå 7 êëàññà), ÷òî
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì, ïîñêîëüêó èìåííî çíàêîìñòâî ñ ïîäîáíûìè òåîðåìàìè
è äîêàçàòåëüñòâàìè ïîâûøàåò óðîâåíü ðåáÿò (è ãåîìåòðè÷åñêèé, è êóëüòóðíûé). Çà÷àñòóþ â
7 êëàññå îòñóòñòâóþò ñîäåðæàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ, òðåáóþùèå ìíîãîõîäîâûõ ðàññóæäåíèé è
èñïîëüçóþùèå â äîêàçàòåëüñòâàõ ôàêòû èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé ãåîìåòðèè. Â îñíîâíîì íà ïåð-
âûõ ïîðàõ çíàêîìñòâà ñ ãåîìåòðèåé îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ îòðàáîòêå áàçîâûõ íàâûêîâ
è óìåíèé: çàìåòèòü ðàâíûå òðåóãîëüíèêè, âû÷èñëèòü óãîë ñ ïîìîùüþ ñóììû óãëîâ òðåóãîëü-
íèêà, äîêàçàòü ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ è ò.ä. Ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ
¾îäíîõîäîâêàìè¿ è íå ñïîñîáñòâóþò ðàçâèòèþ ãåîìåòðè÷åñêîé êóëüòóðû ó øêîëüíèêîâ.

Åùå îäíîé íåïðèÿòíîé îñîáåííîñòüþ çàäà÷, ÷àñòî ïðåäëàãàåìûõ â êóðñå ãåîìåòðèè 7�8 êëàñ-
ñà, ÿâëÿåòñÿ èõ ¾âû÷óðíîñòü¿. ×àñòî ó÷èòåëü ïðîñòî ôîðìóëèðóåò çàäà÷ó, íå óäåëÿÿ âíèìàíèÿ
âîïðîñàì òèïà ¾îòêóäà ýòà çàäà÷à âçÿëàñü¿, ¾êàê îíà ñâÿçàíà ñ äðóãèìè çàäà÷àìè¿ è óæ òåì
áîëåå ¾êàê äîãàäàòüñÿ äî ýòîé ñàìîé çàäà÷è¿?

Òàêèì îáðàçîì, ñåðüåçíîé ïðîáëåìîé â ïðåïîäàâàíèè ãåîìåòðèè â 7�8 êëàññàõ ÿâëÿåòñÿ îò-
ñóòñòâèå ãëóáîêèõ è ñîäåðæàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñëåäîâàòåëüíî îñâàèâàÿ êîòîðûå, øêîëü-
íèêè ìîãëè áû ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü êàê ñâîé óðîâåíü âëàäåíèÿ ìàòåðèàëîì, òàê è ñâîè íà-
âûêè âûñòðàèâàòü ñëîæíûå ìíîãîõîäîâûå ðàññóæäåíèÿ, èñïîëüçóÿ âåñü àðñåíàë èìåþùèõñÿ ó
íèõ ñðåäñòâ.

Íà íàø âçãëÿä, ïðèâîäèìûé â ýòîé ñòàòüå ñþæåò îá îêðóæíîñòè è ïðÿìîé Ýéëåðà, à òàêæå
ðÿäà äðóãèõ òåñíî ñâÿçàííûõ ñ íèìè ôàêòîâ ìîæåò âîñïîëíèòü ýòîò ïðîáåë è äàòü âîçìîæíî-
ñòüþ ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ñîäåðæàòåëüíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè óæå íà ðàííèõ ýòàïàõ
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îñâîåíèÿ ãåîìåòðèè.
Åñòü è åùå îäèí óäèâèòåëüíûé ìîìåíò: ïðè ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå ê äîêàçàòåëüñòâó òåî-

ðåì îá îêðóæíîñòè è ïðÿìîé Ýéëåðà äîðîãà ê íèì ëåæèò íå â ñòîðîíå îò îñíîâíîãî êóðñà
òåîðèè (ïðèíÿòîãî, íàïðèìåð, â ó÷åáíèêå À. Ïîãîðåëîâà), à, íàîáîðîò, ðàñøèðÿåò, äîïîëíÿåò,
óãëóáëÿåò è ñâÿçûâàåò ìåæäó ñîáîé ìàòåðèàë âñåãî êóðñà 7 è íà÷àëà 8 êëàññà. Óäèâèòåëüíî,
÷òî ðåçóëüòàòû, ëåæàùèå íà ýòîé äîðîãå, ìîãóò áûòü äîêàçàíû áåç ïðèâëå÷åíèÿ òàêîé ìîùíîé
òåõíèêè êàê âïèñàííûå è öåíòðàëüíûå óãëû, ãîìîòåòèÿ è ïîäîáèå, è â òî æå âðåìÿ ýòè äîêàçà-
òåëüñòâà íå èñêóññòâåííû! Îíè ïðîÿñíÿþò ñóòü äåëà, íî ñ ñîâåðøåííî íåîæèäàííîé ñòîðîíû,
ïîçâîëÿÿ ïîìèìî âñåãî ïðî÷åãî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü êîíñòðóêöèè, íå âñåãäà çíàêîìûå äàæå
îëèìïèàäíèêàì.

Ïîýòîìó ìû è íàçâàëè ýòó äîðîãó ê îêðóæíîñòè è ïðÿìîé Ýéëåðà ¾öàðñêîé¿. Ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì äàòü øêîëüíèêàì ìëàäøèõ (7�8) êëàññîâ ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîéòèñü
ïî ýòîé äîðîãå.

2 Îïîðíàÿ çàäà÷à ¾Ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíè-

êå¿

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî øêîëüíèê óæå âëàäååò ìàòåðèàëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì �1��6 ó÷åáíè-
êà Ïîãîðåëîâà (à èìåííî: ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê,
ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå, ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê, îêðóæíîñòü,
ïàðàëëåëîãðàììû, òðàïåöèè, ñðåäíèå ëèíèè).

Ìû íà÷íåì íàø ïóòü ñ äîêàçàòåëüñòâà îïîðíîé çàäà÷è ¾Ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîì òðå-
óãîëüíèêå¿.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC. Ïóñòü òî÷êà M � ñåðåäèíà ñòîðîíû AB. Èìååò ìåñòî ñëå-
äóþùåå óòâåðæäåíèå.

Îïîðíàÿ çàäà÷à. Òðåóãîëüíèê ABC � ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì C òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà CM = AB/2.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ÷àñòü ¾è òîëüêî òîãäà¿, ò.å. äîêàæèòå, ÷òî åñëè CM = AB/2, òî
∠C = 90◦ (ñì. ðèñ. 1).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îñòàåòñÿ äîêàçàòü ÷àñòü ¾òîãäà¿. Êàê íè ñòðàííî, ýòî óòâåðæäåíèå çíà÷è-
òåëüíî áîëåå òðóäíî! Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïðèäåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì äîïîëíè-
òåëüíûì ïîñòðîåíèåì (÷àñòî ýòî ïîñòðîåíèå âûäåëÿþò â äðóãóþ îïîðíóþ çàäà÷ó): ïðîäëåíèåì
ìåäèàíû íà ñâîþ äëèíó.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì C. Ïðîäëèì ìåäèàíó
CM íà ñâîþ äëèíó çà òî÷êó M è ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøóþñÿ òî÷êó C ′ (ñì. ðèñ. 2). 4ACM =
4BC ′M ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî îòðåçêè AC è BC ′ ðàâíû
è ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ. Òîãäà ∠CBC ′ = 90◦ è 4ABC = 4C ′CB ïî äâóì êàòåòàì.
Íàêîíåö, ïîëó÷àåì, ÷òî AB = CC ′, à çíà÷èò, CM = AB/2.

Êàêèì îáðàçîì ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó îïîðíóþ çàäà÷ó? Îêàçûâàåòñÿ, îíà òåñíî ñâÿçàíà
ñ îêðóæíîñòüþ!

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð îêðóæíîñòè âèäåí èç ëþáîé åå òî÷êè ïîä ïðÿìûì óãëîì
(ñì. ðèñ. 3).

Óïðàæíåíèå. Íàîáîðîò, äîêàæèòå, ÷òî åñëè â îêðóæíîñòè ïðîâåäåí äèàìåòð AB è íà ïëîñ-
êîñòè âûáðàíà òî÷êà C òàêàÿ, ÷òî ∠ACB = 90◦, òî òî÷êà C ëåæèò íà äàííîé îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 3:

Ïî ñóòè, îáà ýòèõ óïðàæíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé íàøåé îïîðíîé çàäà÷è â òåðìè-
íàõ îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ïîýòîìó åå åùå ôîðìóëèðóþò òàê:
öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé ãèïîòåíóçû.

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ýòîò âàæíûé ôàêò ðàáîòàåò íà ïðàêòèêå.

2.1 Îêðóæíîñòè è âûñîòû

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC. Äëÿ ïðîñòîòû ìû âñåãäà áóäåì ðèñîâàòü åãî
îñòðîóãîëüíûì, îäíàêî âñå óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ìû áóäåì ôîðìóëèðîâàòü â äàëüíåéøåì,
ñïðàâåäëèâû è äëÿ ïðÿìî- è òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêîâ, ïðè÷åì äîêàçàòåëüñòâà íå ìåíÿþòñÿ
íè â îäíîé áóêâå.

Ïðîâåäåì â òðåóãîëüíèêå âûñîòû BB1 è CC1, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå H.

Óòâåðæäåíèå 1. ×åòâåðêà òî÷åê (B,C1, B1, C) ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè è ÷åòâåðêà
òî÷åê (C1, A,B1, H) ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 4).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ýòèõ äâóõ ÷åòâåðîê àíàëîãè÷íû, ìû ïðîâå-
äåì ðàññóæäåíèå ëèøü äëÿ ïåðâîé èç íèõ. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè BCB1 è
BCC1 ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé BC (ñì. ðèñ. 4). Ñîãëàñíî îïîðíîé çàäà÷å ó ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ
ñîâïàäàþò îïèñàííûå îêðóæíîñòè (ò.ê. ó ýòèõ îêðóæíîñòåé îäèíàêîâûé äèàìåòð), à çíà÷èò,
âñå èõ âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

1

1
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AH

M

C

B

H

CB

A

Ðèñ. 4:

Îòìåòèì, ÷òî ýòè äâå îêðóæíîñòè â òðåóãîëüíèêå îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîé-
ñòâàìè è ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòè îêðóæíîñòè îðòî-
ãîíàëüíû (ò.å. êàñàòåëüíûå, ïðîâåäåííûå â èõ òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíû).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç MA è HA öåíòðû ïåðâîé è âòîðîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî. Èíà÷å
ãîâîðÿ, MA � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC, à HA � ñåðåäèíà îòðåçêà AH. Èìåííî ñ ýòèìè òî÷êàìè è
áóäóò ñâÿçàíû íàøè äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ.

2.2 Îêðóæíîñòè è áèññåêòðèñû

Ïåðåä òåì êàê äâèãàòüñÿ äàëüøå è ïåðåõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî ê îêðóæíîñòè Ýéëåðà, ìû
ïàðàëëåëüíî ðàññìîòðèì åùå îäèí ñþæåò, â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííûé ê îêðóæíîñòè
Ýéëåðà. Êàê âû ìîãëè âèäåòü, â ïðîøëîì ðàçäåëå îñíîâíóþ ðîëü èãðàëè âûñîòû òðåóãîëü-
íèêà. Ëþäè, çíàêîìûå ñ îêðóæíîñòüþ è ïðÿìîé Ýéëåðà, çíàþò, ÷òî â íèõ òàêæå áîëüøóþ
ðîëü èãðàþò ìåäèàíû, ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû è îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü. Íî ñðåäè âñåõ
ýòèõ çàìå÷àòåëüíûõ îáúåêòîâ, ñâÿçàííûõ ñ òðåóãîëüíèêîì, çàãàäî÷íûì îáðàçîì íå âñòðå÷àþò-
ñÿ áèññåêòðèñû!

Ñ ÷åì ñâÿçàíî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî? Âåäü åñëè âû ïîñìîòðèòå øêîëüíûå ó÷åáíèêè, òî îáíà-
ðóæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà äâîéñòâåííû ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðàì. Â ñàìîì
äåëå, âñïîìíèì, íàïðèìåð, ãåîìåòðè÷åñêèå ìåñòà òî÷åê ¾ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð ê îòðåç-
êó¿ è ¾áèññåêòðèñà óãëà¿, èëè òåîðåìû îá îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà è âïèñàííîé
îêðóæíîñòè. . . Íî âñå æå áèññåêòðèñ ñðåäè êîíñòðóêöèé, ñâÿçàííûõ ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà, íå
âèäíî. . .

Ñåé÷àñ ìû ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì â ñþæåòå îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà ïîÿâëÿþòñÿ áèññåê-
òðèñû. Äëÿ ýòîãî ìû ïàðàëëåëüíî ñ êîíñòðóêöèÿìè ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ïðèâåäåì íåñêîëüêî
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óòâåðæäåíèé, êîòîðûå çàòåì ñâÿæóò áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ñ åãî îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà.
Èòàê, ðàññìîòðèì òåïåðü òðåóãîëüíèê ABC è îòìåòèì äëÿ íåãî öåíòð I âïèñàííîé îêðóæ-

íîñòè è öåíòðû IA, IB, IC âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé. Íàïîìíèì, ÷òî ýòè òî÷êè ëåæàò íà
ïåðåñå÷åíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ áèññåêòðèñ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ óãëîâ òðåóãîëüíèêà ABC.

Óòâåðæäåíèå 2. ×åòâåðêà òî÷åê (B, I, C, IA) ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè è ÷åòâåðêà òî-
÷åê (B,C, IB, IC) ëåæèò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ðèñ. 5, 6).

A

A
W

I

I

B C

A

Ðèñ. 5:

B

CI

W

I

CB

A
A

Ðèñ. 6:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïÿòü ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ ïåðâîé ÷åòâåðêè òî÷åê, ïî-
ñêîëüêó äëÿ âòîðîé ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íû. Ðàññìîòðèì îòðåçêè BI è BIA (ðèñ. 5). Îíè
ÿâëÿþòñÿ áèññåêòðèñàìè ñìåæíûõ óãëîâ (âíóòðåííåãî è âíåøíåãî óãëà òðåóãîëüíèêà ABC),
ïîýòîìó îíè îáðàçóþò ïðÿìîé óãîë (êñòàòè, ýòî åùå îäíà îïîðíàÿ çàäà÷à!). Ïîýòîìó òðåóãîëü-
íèê IIAB � ïðÿìîóãîëüíûé. Àíàëîãè÷íî, òðåóãîëüíèê IIAC � ïðÿìîóãîëüíûé. È ñíîâà ìû
ïîëó÷àåì äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêà ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé, à çíà÷èò, ïî îïîðíîé çàäà÷å
¾Ìåäèàíà â ïðÿìîóãîëüíîé òðåóãîëüíèêå¿ âñå èõ âåðøèíû ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Íå ïðàâäà ëè, óòâåðæäåíèÿ 1 è 2 ïîõîæè? ×åì ìîæíî îáúÿñíèòü ýòî ñõîäñòâî? Áóäåì äâè-
ãàòüñÿ äàëüøå, è îòâåòû íà ýòè âîïðîñû ñî âðåìåíåì ïîÿâÿòñÿ. Ïîêà ëèøü ââåäåì åùå äâà
îáîçíà÷åíèÿ: îáîçíà÷èì ÷åðåç WA öåíòð ïåðâîé îêðóæíîñòè, à ÷åðåç WA � âòîðîé. Èíà÷å ãî-
âîðÿ,WA � ýòî ñåðåäèíà îòðåçêà IIA, àW

A � ñåðåäèíà îòðåçêà IBIC . ×åòâåðêó ðàâíûõ îòðåçêîâ
WAB = WAC = WAI = WAIA íàçûâàþò ïåðâîé ëàïêîé (ñì. ðèñ. 5), à ÷åòâåðêó ðàâíûõ îòðåçêîâ
WAB = WAC = WAIB = WAIC � âòîðîé ëàïêîé (ñì. ðèñ. 6).

3 Îêðóæíîñòü Ýéëåðà

Íàêîíåö ìû ïîäîøëè ê ïåðâîìó çíà÷èìîìó ðåçóëüòàòó � òåîðåìå îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà. Êàê
íè ñòðàííî, âåäóò ê íåìó äâà ïóòè. Ïåðâûé ñâÿçàí ñ âûñîòàìè è ìåäèàíàìè â òðåóãîëüíèêå, à
âòîðîé � ñ áèññåêòðèñàìè! È åñëè ïåðâàÿ êîíñòðóêöèÿ íàâåðíÿêà çíàêîìà ìíîãèì ëþáèòåëÿì
ãåîìåòðèè, òî âòîðàÿ êîíñòðóêöèÿ ìîæåò ïîíà÷àëó óäèâèòü.
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3.1 Âûñîòû è ñåðåäèíû

Èòàê, ñôîðìóëèðóåì ïåðâûé âàðèàíò òåîðåìû îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1. Îñíîâàíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà, ñåðåäèíû åãî ñòîðîí è ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäè-
íÿþùèõ âåðøèíû ñ îðòîöåíòðîì, ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îêðóæ-
íîñòüþ Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 7).

HA

HC
HB

MС MB

A

B C

H

B

C

MA

1

1

А1

Ðèñ. 7:

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó, çàôèêñèðóåì åùå ðàç âñå íåîáõîäèìûå îáîçíà÷å-
íèÿ.

• A1, B1, C1 � îñíîâàíèÿ âûñîò 4ABC,

• MA, MB, MC � ñåðåäèíû ñòîðîí BC, AC è AB,

• HA, HB, HC � ñåðåäèíû îòðåçêîâ AH, BH, CH.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ðàçîáüåì äîêàçàòåëüñòâî íà òðè ïóíêòà. Ïåðâûé èç íèõ � ñàìûé ñëîæ-
íûé òåõíè÷åñêè.

1. Äîêàæåì, ÷òî òî÷êè B1, C1, HA, MA ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè Ω ñ äèàìåòðîì MAHA

(ñì. ðèñ. 8). Êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ, ÷òî èìåííî ñ ýòèõ òî÷åê íóæíî íà÷èíàòü íàøè ðàññìîòðå-
íèÿ? Íî âåäü èìåííî ýòè òî÷êè ôèãóðèðîâàëè â óòâåðæäåíèè 1! Âïîëíå ëîãè÷íî íà÷àòü ñ óæå
çíàêîìûõ íàì îáúåêòîâ.

Äîêàæåì, ÷òî òðåóãîëüíèê MAHAC1 � ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì C1. Åñëè íàì ýòî
óäàñòñÿ, òî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè ìîæíî áóäåò äîêàçàòü, ÷òî òðåóãîëüíèê MAHAB1

òàêæå ïðÿìîóãîëüíûé ñ ïðÿìûì óãëîì B1, à äàëüøå ðàáîòàåò óæå õîðîøî çíàêîìàÿ íàì ïî
óòâåðæäåíèÿì 1 è 2 êîíñòðóêöèÿ ñ äâóìÿ ïðÿìîóãîëüíûìè òðåóãîëüíèêàìè ñ îáùåé ãèïîòåíó-
çîé.
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Ïî îïîðíîé çàäà÷å òðåóãîëüíèêè AC1HA è BC1MA � ðàâíîáåäðåííûå. Çíà÷èò, ∠HAAC1 =
∠HAC1A è ∠MABC1 = ∠MAC1B. Ñëîæèì ýòè äâà ðàâåíñòâà è çàìåòèì, ÷òî ñëåâà ïîëó÷èëàñü
ñóììà îñòðûõ óãëîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABA1! Çíà÷èò, ∠HAC1A + ∠MAC1B = 90◦.
Ïî ñóììå ñìåæíûõ óãëîâ ìû íåìåäëåííî íàõîäèì, ÷òî ∠MAC1HA = 90◦.

H

1А

1

A

AH

M

C

CB

A

Ðèñ. 8:

1А

1

A

AH

M

C

CB

A

Ðèñ. 9:

Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûìè ðàññóæäåíèÿìè (ñîâåòóåì èõ ïðîâåñòè) äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ∠MAB1HA =
90◦, è ìû ïîëó÷àåì äâà ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêàMAHAC1 èMAHAB1 ñ îáùåé ãèïîòåíóçîé
MAHA. Îñòàëîñü ïðèìåíèòü îïîðíóþ çàäà÷ó.

2. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íà îêðóæíîñòè Ω ëåæèò òî÷êà A1 � îñíîâàíèå òðåòüåé âûñîòû
òðåóãîëüíèêà ABC. Ýòî ïî÷òè î÷åâèäíî, åñëè ïîñìîòðåòü íà ðèñóíîê 9: âåäü ó ïðÿìîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà MAHAA1 ãèïîòåíóçà MAHA ñîâïàäàåò ñ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè Ω!

3. Íàêîíåö, äîêàæåì, ÷òî îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå òî÷êà ëåæàò íà îêðóæíîñòè Ω. Äëÿ ýòîãî
çàìåòèì, ÷òî íà Ω ëåæàò âñå îñíîâàíèÿ âûñîò A1, B1, C1, à òàêæå äâå ñåðåäèíû MA è HA.
Íî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî íà îäíîé îêðóæíîñòè ëåæàò âñå
îñíîâàíèÿ âûñîò A1, B1, C1 è äâå äðóãèå ñåðåäèíû MB è HB (¾ñîîòâåòñòâóþùèå¿ âåðøèíå
B). Òàê êàê ÷åðåç òðè òî÷êè A1, B1, C1 ìîæíî ïðîâåñòè òîëüêî îäíó îêðóæíîñòü, òî ýòè äâå
îêðóæíîñòè ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó íà Ω ëåæàò ñåðåäèíû MB è HB è, àíàëîãè÷íî, ñåðåäèíû MC

è HC . Òåì ñàìûì íàøå äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

Âûøå ìû ãîâîðèëè, ÷òî áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ABC íå ñâÿçàíû ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà.
Íà ñàìîì äåëå ñâÿçü åñòü, ïðè÷åì ñîâåðøåííî çàìå÷àòåëüíàÿ! Îòêðûòà îíà áûëà íåìåöêèì
ìàòåìàòèêîì Ê. Ôåéåðáàõîì, è â ÷åñòü ýòîãî îòêðûòèÿ îêðóæíîñòü Ýéëåðà èíîãäà íàçûâàþò
îêðóæíîñòüþ Ôåéåðáàõà.

Òåîðåìà 2. Îêðóæíîñòü Ýéëåðà êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà è òðåõ åãî
âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé.

Ê ñîæàëåíèþ, âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ñëîæíû, ïîýòîìó ìû
íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòó òåîðåìó, îòîñëàâ çàèíòåðåñîâàííîãî ÷èòàòåëÿ ê ñòàòüå Â. Ïðîòàñîâà
¾Âîêðóã òåîðåìû Ôåéåðáàõà¿ (Êâàíò, �9, 1992).
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3.2 Ëàïêè è òî÷êè W

Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê áèññåêòðèñàì è òî÷êàì WA è WA. Êàêèì îáðàçîì îíè ñâÿçàíû ñ îêðóæíî-
ñòüþ Ýéëåðà? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (òî÷íåå, åå äîêàçàòåëüñòâî).

Òåîðåìà 3. Òî÷êè WA è WA ëåæàò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC (ñì.
ðèñ. 10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê IAIBIC , îáðàçîâàííûé öåíòðàìè âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì òðåóãîëüíèêå îòðåçêè IAA, IBB, ICC ÿâëÿþò-
ñÿ âûñîòàìè! Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, IAA ⊥ IBIC , ïîñêîëüêó áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. À çíà÷èò, îïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà òðåóãîëüíèêà IAIBIC ! Ïîýòîìó íà ýòîé îêðóæíîñòè ëåæàò ñåðåäèíû
ñòîðîí 4IAIBIC , â ÷àñòíîñòè, òî÷êà WA, à òàêæå ñåðåäèíû îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû ñ
îðòîöåíòðîì, â ÷àñòíîñòè, òî÷êà WA. Âñå!

B

A

A

I

I

W

B C

I

A

C

I

W

A

Ðèñ. 10:

MA

A
W

CB

WA

А

Ðèñ. 11:

Îòìåòèì, ÷òî òðàäèöèîííîå îïðåäåëåíèå òî÷åê WA è WA íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò íàøåãî.
Îäíàêî òåïåðü ìû âïðàâå ñêàçàòü, ÷òî ýòè îïðåäåëåíèÿ ðàâíîñèëüíû.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû âíóòðåííåãî óãëà ïðè âåðøèíå
A òðåóãîëüíèêà ABC ñ åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé WA, à òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå A ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ � òî÷êîé WA.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîêWAW
A ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðå-

óãîëüíèêà ABC, ïðîõîäÿùåì ÷åðåç ñåðåäèíó MA ñòîðîíû BC (ñì. ðèñ. 11).
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4 Ïðÿìàÿ Ýéëåðà

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ñëåäóþùåìó çàìå÷àòåëüíîìó ôàêòó, ñâÿçàííîìó ñ èìåíåì Ë. Ýéëåðà.

Òåîðåìà 4. Òî÷êà H ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò, òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, öåíòð E îêðóæíîñòè
Ýéëåðà è öåíòð O îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC â óêàçàííîì ïîðÿäêå ëåæàò íà
îäíîé ïðÿìîé (íàçûâàåìîé ïðÿìîé Ýéëåðà), ïðè÷åì HE = EO è HM : MO = 2 : 1 (ñì.
ðèñ. 12).

M
OE

A

B C

H

Ðèñ. 12:

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé çàìå÷àòåëüíîé òåîðåìû ìû ðàçîáüåì íà íåñêîëüêî ýòàïîâ. Ñðàçó ïðåäó-
ïðåäèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî áóäåò áîëåå äëèííûì è ñëîæíûì, íåæåëè äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
îá îêðóæíîñòè Ýéëåðà, îäíàêî â íàãðàäó çà òåðïåíèå ìû óçíàåì ìíîãî äðóãèõ çàìå÷àòåëüíûõ
óòâåðæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ ãåîìåòðèåé òðåóãîëüíèêà.
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4.1 Òî÷êè E, H, O

Ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà OH. Äëÿ ýòîãî ïîñìîòðèì íà ðè-
ñóíîê 13. ×åòûðåõóãîëüíèê HOMAA1 ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé, ïîñêîëüêó ïðÿìûå HA1 è OMA ïåð-
ïåíäèêóëÿðíû A1MA è, ñòàëî áûòü, ïàðàëëåëüíû. Òîãäà ñðåäíÿÿ ëèíèÿ ýòîé òðàïåöèè ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ñòîðîíå A1MA. Àíàëîãè÷íîå ìîæíî óòâåðæäàòü ïðî ñðåäíèå
ëèíèè òðàïåöèé HOMBB1 è HOMCC1. Âñå ýòè ñðåäíèå ëèíèè ïåðåñåêàþòñÿ â ñåðåäèíå îáùåé
ñòîðîíûHO. Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ýòèõ ñðåäíèõ ëèíèÿõ äîëæåí ëåæàòü öåíòð E îêðóæíîñòè
Ýéëåðà! Âåäü öåíòð îêðóæíîñòè ëåæèò íà ñåðåäèííîì ïåðïåíäèêóëÿðå ê õîðäå. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñåðåäèíà îòðåçêà HO è åñòü òî÷êà E.

O

MС MB

A

B C

H

B

C

MA

1

1

А1

Ðèñ. 13:

4.2 Ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà

Òåïåðü íàì ïðåäñòîèò ¾çàãíàòü¿ íà îòðåçîê HO òî÷êó M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà
ABC. Ñäåëàòü ýòî áóäåò ãîðàçäî ñëîæíåå. Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçà-
òåëüñòâó, îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê âàæíîé êîíñòðóêöèè, òåñíî ñâÿçàííîé ñ ïðåäûäóùèì ðàçäåëîì.

Óòâåðæäåíèå 3. ×åòûðåõóãîëüíèêè HHAOMA è HAAOMA ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëîãðàììàìè
(ñì. ðèñ. 14 è 15).

Ìû áóäåì íàçûâàòü èõ ïåðâûì è âòîðûì ïàðàëëåëîãðàììîì Ýéëåðà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèêHHAOMA (ðèñ. 14). Êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäû-
äóùåì ðàçäåëå, òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé äèàãîíàëè HO. Íî òà æå ñàìàÿ òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ
ñåðåäèíîé âòîðîé äèàãîíàëè HAMA, ïîñêîëüêó HAMA � äèàìåòð îêðóæíîñòè Ýéëåðà, à E �
åå öåíòð. Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî â ÷åòûðåõóãîëüíèêå HHAOMA äèàãîíàëè ïåðåñåêà-
þòñÿ è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòîò ÷åòûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì.

HA

1А AM

H

CB

A

E

O

Ðèñ. 14:

O

A

B C

H

MA
А1

AH

Ðèñ. 15:

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê HAAOMA òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì.

Ñ ïîìîùüþ ïàðàëëåëîãðàììîâ Ýéëåðà ìîæíî äîêàçàòü ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå ôàêòû, ñâÿ-
çàííûå ñ îêðóæíîñòüþ Ýéëåðà. Ìû ïðèâåäåì ëèøü äâà òàêèõ ôàêòà.

Óòâåðæäåíèå 4. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè Ýéëåðà âäâîå ìåíüøå ðàäèóñà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC.

Óòâåðæäåíèå 5. Îòðåçîê AH âäâîå áîëüøå îòðåçêà OMA.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòè óòâåðæäåíèÿ.

4.3 Òî÷êà A′ è åùå îäèí ïàðàëëåëîãðàìì

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîé ÷àñòè òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà. À
èìåííî, ñåé÷àñ íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî òî÷êè H, M è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Äëÿ ýòîãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå ïîñòðîåíèå.

Ðàññìîòðèì òî÷êó A′, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíóþ òî÷êå A îòíîñèòåëüíî îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC. Îêàçûâàåòñÿ, èìåííî ðàññìîòðåíèå ýòîé òî÷êè èãðàåò êëþ÷å-
âóþ ðîëü â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà. Îäíàêî ñíà÷àëà íàì ïîòðåáóåòñÿ èññëå-
äîâàòü íåêîòîðûå åå ñâîéñòâà.
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Óòâåðæäåíèå 6. ×åòûðåõóãîëüíèê BHCA′ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëîãðàììîì (ñì. ðèñ. 16).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ïðÿìàÿ BH ïåðïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå AC, è ïðÿìàÿ CA′ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà ñòîðîíå AC (ïî÷åìó?). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòîðîíû BH è CA′ ïàðàëëåëüíû. Àíà-
ëîãè÷íî, ïàðàëëåëüíû ñòîðîíû CH è BA′. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åòûðåõóãîëüíèê BHCA′ ÿâëÿåòñÿ
ïàðàëëåëîãðàììîì ïî îïðåäåëåíèþ.

A'

AM

H

CB

A

O

Ðèñ. 16:

O

E

A

B C

H

MA
А1

AH

A'

Ðèñ. 17:

Ìû òàêæå âûâåäåì èç ýòîãî çàìå÷àòåëüíîãî óòâåðæäåíèÿ äâà ôàêòà. Ïåðâûé áóäåò èñïîëü-
çîâàí â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà, à âòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ.

Óòâåðæäåíèå 7. Òî÷êà MA � ñåðåäèíà îòðåçêà HA′

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, äèàãîíàëè BC è HA′ ïàðàëëåëîãðàììà BHCA′ ïåðåñåêàþò-
ñÿ è äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïîïîëàì. Íî MA � ñåðåäèíà äèàãîíàëè BC, çíà÷èò, îíà æå �
ñåðåäèíà äèàãîíàëè HA′.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé ëþáîïûòíûé ìîìåíò: â òðåóãîëüíèêå AA′H îòðåçêè HAO,
OMA è MAHA ÿâëÿþòñÿ ñðåäíèìè ëèíèÿìè (ñì. ðèñ. 17). Îòñþäà ìû ñðàçó ïîëó÷àåì äðóãîå
äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèé 4 è 5, íå èñïîëüçóþùåå ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà. Áîëåå òîãî, ñ
ïîìîùüþ ýòîé êîíñòðóêöèè ìîæíî òàêæå äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà E ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà
OH! Ïîïðîáóéòå ñäåëàòü ýòî ñàìîñòîÿòåëüíî.
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Ïåðåéäåì òåïåðü êî âòîðîìó ôàêòó.

Óòâåðæäåíèå 8. Òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ H îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC, ëåæèò íà îïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.

A1

BCH

O

A

B C

H

MA

A'

Ðèñ. 18:

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç HBC òî÷êó, ñèììåòðè÷íóþ H îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû BC
(ñì. ðèñ. 18). Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê HHBCA

′. Â ýòîì òðåóãîëüíèêå îòðåçîê A1MA ÿâëÿåòñÿ
ñðåäíåé ëèíèåé. Ñëåäîâàòåëüíî, îí ïàðàëëåëåí îñíîâàíèþ HBCA

′. Íî A1MA ⊥ HHBC , ïîýòîìó
∠AHBCA

′ = 90◦. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ îïîðíîé çàäà÷åé: èç òî÷êè HBC äèàìåòð AA′ âèäåí
ïîä ïðÿìûì óãëîì, çíà÷èò, ýòà òî÷êà ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ôàêòà ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî ðåøèòü äâå
çàäà÷è.

Óïðàæíåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ âûñîòû BH è CH òðå-
óãîëüíèêà ABC, ñ åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ýòè òî÷êè
ñ âåðøèíîé A, ðàâíû.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã òðåóãîëüíèêîâ ABH,
BCH è ACH, ðàâíû.
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4.4 Òî÷êè H, M , O

Íàì îñòàëîñü ñäåëàòü çàêëþ÷èòåëüíûé øàã â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà. Äëÿ
ýòîãî îáðàòèìñÿ åùå ðàç ê òðåóãîëüíèêó AHA′ (ðèñ. 19). Çàìåòèì, ÷òî è ó ýòîãî òðåóãîëüíè-
êà, è ó èñõîäíîãî òðåóãîëüíèêà ABC îòðåçîê AMA ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé. Çíà÷èò, ó ýòèõ äâóõ
òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò è òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí, ïîñêîëüêó îáå îíè äîëæíû ðàçäåëèòü
îòðåçîê AMA â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè A.

M

A'

HA

1А AM

H

CB

A

E

O

Ðèñ. 19:

Íî HO � ìåäèàíà â òðåóãîëüíèêå AHA′, ïîýòîìó òî÷êà M ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ëåæèò íà
íåé è äåëèò â îòíîøåíèè 2 : 1, ñ÷èòàÿ îò òî÷êè H! Íàøå äîêàçàòåëüñòâî, íàêîíåö, çàêîí÷åíî.

Òåì ñàìûì ìû íå òîëüêî äîêàçàëè òåîðåìó î ïðÿìîé Ýéëåðà, íî è âñêðûëè, òàê ñêàçàòü,
ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ. Èç äîêàçàòåëüñòâà âèäíî, ïî÷åìó òî÷êè H, M è O ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé
è äåëÿò åå â íóæíîì îòíîøåíèè. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî îòðåçîê HO ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé â
òðåóãîëüíèêå AHA′, à òî÷êà M � òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Âîò îòêóäà
áåðåòñÿ çàãàäî÷íîå îòíîøåíèå 2 : 1!.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè, îòìåòèì, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î ïðÿìîé Ýéëåðà, ïðîâåäåííîå
ñ ïîìîùüþ ãîìîòåòèè, òàêæå ïîçâîëÿåò âñêðûòü ïðè÷èíó ýòîãî îòíîøåíèÿ, îäíàêî ñîâåðøåííî
ñ äðóãîé ñòîðîíû.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê èìåííî ìû äâèãàëèñü ê äîêàçàòåëüñòâó. Íà íàøåì ïóòè ïðàêòè÷å-
ñêè íå âñòðå÷àëèñü ïðèçíàêè ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, âû÷èñëåíèÿ ñ ñóììîé óãëîâ è äðóãèå
íàáèâøèå îñêîìèíó ôàêòû, ïðèìåíÿþùèåñÿ â ñòàíäàðòíûõ çàäà÷àõ äëÿ 7�8 êëàññà. Âìåñòî
ýòîãî ìû èñïîëüçîâàëè íàáëþäåíèÿ, àíàëîãèè, ññûëêè íà óæå äîêàçàííûå ôàêòû è ò.ä. Èìåííî
òàê è äîêàçûâàþòñÿ óòâåðæäåíèÿ âî ¾âçðîñëîé¿ ãåîìåòðèè.
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5 Â äîïîëíåíèå: ôîðìóëà Êàðíî

Â çàêëþ÷åíèå ìû ðàññêàæåì îá åùå îäíîì ñþæåòå: ôîðìóëå Êàðíî. Ýòà çàìå÷àòåëüíàÿ ôîð-
ìóëà ñâÿçûâàåò ðàäèóñû ïÿòè îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà: âïèñàííîé, îïèñàííîé è òðåõ âíåâ-
ïèñàííûõ. Êàêèì îáðàçîì ýòà ôîðìóëà ïîÿâëÿåòñÿ â íàøåì ðàññêàçå? Äåëî â òîì, ÷òî îíà
ïðàêòè÷åñêè ñðàçó ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 3.2.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè 4ABC, r � ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè è ra, rb, rc � ðàäèóñû âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé íàïðîòèâ âåðøèí A, B è C ñîîò-
âåòñòâåííî. Òîãäà

ra + rb + rc = 4R + r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ôîðìóëû ïîñ÷èòàåì äëèíó îòðåçêà WAW
A äâóìÿ

ñïîñîáàìè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ìû çíàåì, ýòîò îòðåçîê ÿâëÿåòñÿ äèàìåòðîì îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, ïîýòîìó åãî äëèíà ðàâíà 2R. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îí ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ WAMA è
WAMA, äëèíû êîòîðûõ ìû ïîñ÷èòàåì ñ ïîìîùüþ ðàäèóñîâ âïèñàííîé è âíåâïèñàííûõ îêðóæ-
íîñòåé.

MA

B

CI

W

I

CB

A
A

Ðèñ. 20:

MA

A

A
W

I

I

B C

A

Ðèñ. 21:

Íà÷íåì ñ îòðåçêà WAMA. Ðàññìîòðèì çàêðàøåííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê íà ðèñ. 20. Ýòîò ÷å-
òûðåõóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ òðàïåöèåé, äëèíû îñíîâàíèé â êîòîðûõ ðàâíû rb è rc, à îòðåçîêWAMA

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé ýòîé òðàïåöèè, à ïîòîìó WAMA = rb+rc
2

.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìîòðèì çàêðàøåííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê íà ðèñ. 21. Îí òàêæå ÿâëÿåòñÿ

òðàïåöèåé, äëèíû åå îñíîâàíèé ðàâíû ra è r, à îòðåçîê WAMA ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû äèàãîíàëåé
ýòîé òðàïåöèè (ìîæíî íàçâàòü ýòîò îòðåçîê âòîðîé ñðåäíåé ëèíèåé). Êàê èçâåñòíî, äëèíà
òàêîãî îòðåçêà ðàâíà ïîëóðàçíîñòè îñíîâàíèé, îòêóäà íàõîäèì WAMA = ra−r

2
.

Íàêîíåö, ñêëàäûâàÿ äâå íàéäåííûå äëèíû, ïîëó÷àåì

rb + rc
2

+
ra − r

2
= 2R⇔ ra + rb + rc = 4R + r,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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