
Î ôóíêöèè Ýéëåðà êîëåö âû÷åòîâ

ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë

Ã. Þðãèí

1 Ââåäåíèå

Â òåîðèè ÷èñåë îãðîìíóþ ðîëü èãðàåò ôóíêöèÿ Ýéëåðà φ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíî-
ìó ÷èñëó m > 1 êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ Zm, ò.å. φ(m) := |Z∗

m|. Ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì èçó÷èòü îáîáùåíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà íà ðàçëè÷íûå äðóãèå êîëüöà. Â
ðàáîòå [1] áûëè èçó÷åíû ò.í. ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà, ñòàâÿùèå â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëü-
íîìó ÷èñëó m > 1 êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö â êîëüöàõ GL(2,Zm) è SL(2,Zm).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êî-
ëåö âû÷åòîâ Zm.

Ïóñòü α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q ∈ Z[x] ñòåïåíè n è íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî
ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Z[α] ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . .+ a1α + a0,

ãäå ai ∈ Z. Íà ýòè ÷èñëà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. ×àñòíûì
ñëó÷àåì òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà âèäà a+ b

√
−1, èçâåñòíûå êàê ãàóññîâû öåëûå ÷èñëà.

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç Zm[α] áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . .+ a1α + a0,

ãäå âñå ai ∈ Zm, ïðè÷åì m âçàèìíî ïðîñòî ñî ñòàðøèì êîýôôèöèåíòîì Q (ìû áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî âåçäå äàëåå).

Îïðåäåëåíèå 1. ×åðåç φα(m) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ êîëüöà Zm[α],
ò.å. φα(m) := |Zm[α]

∗|.

Â ðàáîòå äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà φα(m), âû÷èñëåíû åå çíà÷åíèÿ è
èññëåäîâàí ðîñò â ñðåäíåì ôóíêöèè Ýéëåðà φι(m) êîëåö âû÷åòîâ ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë Zm[i]

∗.
Òàêæå â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ îáîáùåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì
ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë, âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ èì ôóíêöèÿ Ýéëåðà è èññëåäóåòñÿ åå
àñèìïòîòèêà.

2 Êîíêðåòíûå ïðèìåðû

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà íåêîòîðûõ
ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ Zm.

2.1 Ñëó÷àé α =
√
2

Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x2 − 2. Òîãäà

Zm[α] = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Zm}.
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Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå òàêèõ ÷èñåë áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a+ b
√
2) + (c+ d

√
2) = (a+ c) + (b+ d)

√
2,

(a+ b
√
2) · (c+ d

√
2) = (ac+ 2bd) + (ad+ bc)

√
2.

Çíà÷åíèÿ φ√
2(m) äëÿ ðàçíûõ m ïðèâåäåíû â òàáëèöå (âî âòîðîé ñòðîêå � ÷èñëî ýëåìåí-

òîâ â êîëüöå Zm[
√
2]. Â ïåðâóþ ñòðîêó âêëþ÷åíû òîëüêî òå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ 2 �

êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå x2 − 2 íåïðèâîäèì íàä Zm).

m 3 5 9 11 13 15 19 25 27 53 65 99
m2 9 25 81 121 169 225 361 625 729 2809 4225 9801

φ√
2(m) 8 24 72 120 168 192 360 600 648 2808 4032 8640

2) Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 3x2 + x − 1. Òîãäà ñëîæåíèå ýëåìåíòîâ, êàê è â ñëó÷àå
1), ïðîèñõîäèò ïîêîýôôèöèåíòíî. À ÷òîáû âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî
èõ ïåðåìíîæèòü êàê ìíîãî÷ëåíû îò α, à ïîòîì èçáàâèòüñÿ îò ñëèøêîì áîëüøèõ ñòåïåíåé α,
ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî 3α2 + α− 1 = 0. Íàïðèìåð, ïî ìîäóëþ 5

(2α + 1)(α + 3) = 2α2 + 7α + 3 = −3α2 − 3α− 2 = −(3α2 + α− 1)− 2α− 3 = 3α+ 2.

Çàìå÷àíèå 1. Óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòîòû m è ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà âàæíî, ò. ê. èíà÷å âîç-
íèêàþò òðóäíîñòè ïðè óìíîæåíèè. Íàïðèìåð, åñëè â ïðèìåðå âûøå ïîëîæèòü m = 9, òî óæå
íå ÿñíî, êàê èçáàâèòüñÿ îò ÷ëåíà 2α2.

3 Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà φα(m)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà φα(m). Îíè ñôîðìóëèðîâàíû
â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 1. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

1. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè, íåïðèâîäèìîãî íàä Zp, ãäå p � ïðîñòîå,
òî φα(m) = pn − 1, ò.å. Zp[α] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

2. Åñëè k è m � íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷åì α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà, íåïðèâîäèìîãî íàä Zp äëÿ âñåõ p, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè äåëèòåëÿìè k èëè m,
òî

φα(k) · φα(m) = φα(km)

(ñâîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè).

3. Åñëè m = pγ11 · . . . · pγtt � íàòóðàëüíîå ÷èñëî è åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå, ïðè÷åì α
ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè, íåïðèâîäèìîãî íàä Zpi äëÿ âñåõ i, òî

φα(m) = mn

t∏
i=1

(
1− 1

pni

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçûâàåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü â Zp[α] ñóùåñòâóåò íåîáðàòèìûé ýëåìåíò
a, îòëè÷íûé îò íóëÿ. ÏóñòüX � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, äåëÿùèõñÿ íà a, è â í¼ì x ýëåìåíòîâ.
Ïóñòü Y � ìíîæåñòâî âñåõ ýëåìåíòîâ, äàþùèõ 0 ïðè óìíîæåíèè íà a, è â í¼ì y ýëåìåíòîâ.
ßñíî, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â Zp[α] ðàâíî pn.

Ëåììà 1.1. xy = pn.
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.1. Ðàññìîòðèì ãðàô, â êîòîðîì âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû

Zm[α], à ð¼áðàìè ñîåäèíåíû òå è òîëüêî òå ýëåìåíòû, ðàçíîñòü êîòîðûõ ëåæèò â Y (â ÷àñòíîñòè,
èç êàæäîé âåðøèíû èä¼ò ðåáðî â ñåáÿ). Òîãäà åñëè ðåáðî åñòü ìåæäó z1 è z2 è ìåæäó z2 è z3 , òî
îíî åñòü è ìåæäó z1 è z3, ò. ê. åñëè z1− z2 ∈ Y è z2− z3 ∈ Y , òî è z1− z2− (z2− z3) = z1− z3 ∈ Y
. Çíà÷èò, íàø ãðàô ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ êëèê. ßñíî, ÷òî Zm[α] - ãðóïïà ïî ñëîæåíèþ, îòêóäà
ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû y. Çíà÷èò, â êàæäîé êëèêå y âåðøèí. Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî êëèê
ðàâíî x. Åñëè âçÿòü äâà ýëåìåíòà z1 è z2 èç îäíîé êëèêè, òî z1 − z2 ∈ Y ⇒ a(z1 − z2) = 0 ⇒
az1 = az2 . Åñëè z1 è z2 - èç ðàçíûõ êëèê, òî a(z1 − z2) ̸= 0 ⇒ az1 ̸= az2. Çíà÷èò, ÷èñëî êëèê
ðàâíî êîëè÷åñòâó ðàçëè÷íûõ ÷èñåë âèäà az, à ýòî è åñòü x. Ò. å. âåðøèíû ãðàôà ðàçáèëèñü íà
x êëèê ïî y âåðøèí â êàæäîé, ò. å. xy = pn. Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå ëåììû 1.1. y = pk, x = pn−k ïðè êàêîì-òî íàòóðàëüíîì k : n ≥ k ≥ 0. Áîëåå
òîãî, ìîäíî óòâåðæäàòü, ÷òî n > k > 0. Âåäü 0 è a ïðèíàäëåæàò X, ò. å. x > 1 ⇒ k ̸= n. Â Y
åñòü ýëåìåíò, îòëè÷íûé îò 0 (èíà÷å âñå ÷èñëà âèäà az áûëè áû ðàçëè÷íû, ò. å. ñðåäè íèõ áûëà
áû 1 è a áûë áû îáðàòèì). Ïîëó÷àåì k ̸= 0

Ëåììà 1.2. Ïðè k − 1 ≥ s ≥ 0 ñóùåñòâóåò õîòÿ áû pk−s − 1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Y , ó
êîòîðûõ s ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû 0.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.2. Äîêàæåì ëåììó èíäóêöèåé ïî s. Áàçà: s = 0. â N âñåãî
pk ýëåìåíòîâ, çíà÷èò, õîòÿ áû pk − 1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðåõîä: ïðåäïîëîæèì, ÷òî â N
ñóùåñòâóåò pk−s − 1 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ, ó êîòîðûõ s ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíû 0 (s <
k−1). Ñðåäè íèõ íàéäóòñÿ ëèáî pk−s−1−1 ýëåìåíòîâ ñ íóëåâûì s+1-ûì ñ êîíöà êîýôôèöèåíòîì,
ëèáî pk−s−1 ýëåìåíòîâ ñ îäíèì è òåì æå s + 1-ûì ñ êîíöà êîýôôèöèåíòîì. Â ïåðâîì ñëó÷àå
óòâåðæäåíèå ëåììû äëÿ âûïîëíåíî. Âî âòîðîì ñëó÷àå âîçüì¼ì îäèí èç ýòèõ ýëåìåíòîâ è âû÷òåì
èç íåãî îñòàëüíûå. Ìû ïîëó÷èì pk−s−1 − 1 ÷èñåë, ó êîòîðûõ s+1 ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí
0, ïðè ýòîì âñå ïîëó÷åííûå ÷èñëà òîæå ïðèíàäëåæàò Y . Ò. å. óòâåðæäåíèå ëåììû âûïîëíåíî.
Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå ëåììû 1.2. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò β1, ëåæàùèé â Y , ó êîòîðîãî k − 1 ñòàðøèé
êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ (ò. ê. ïîëîæèâ â ëåììå 2 s = k−1 ïîëó÷àåì, ÷òî òàêèõ õîòÿ áû p−1).

Ëåììà 1.3. Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò β1 , ëåæàùèé â X, ó êîòîðîãî n− k− 1 ñòàðøèé êîýôôè-
öèåíò ðàâåí íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ýëåìåíòû z1 è z2 ïðèíàäëåæàò X, òî èõ
ðàçíîñòü òîæå ïðèíàäëåæèò X (ò. ê. ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû z′1 è z′2 òàêèå, ÷òî z1 = z′1az2 =
z′2a ⇒ z1 − z2 = (z′1 + z′2)a ⇒ z1 − z2 ∈ X ). Òåïåðü ìîæíî ïðîâåñòè ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå
ðàññóæäåíèÿì â âûâîäå ëåììû 2 è ñëåäñòâèÿ èç íå¼ è ïîëó÷èòü ëåììó 3.

Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Ðàññìîòðèì β1 è β2 êàê ìíîãî÷ëåíû îò α íàä Zp.
Ïðîèçâåäåíèå β1β2 - ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå n. Ïîäáåð¼ì êîíñòàíòó q òàê, ÷òîáû êî-
ýôôèöèåíòû ïðè n-é ñòåïåíè ó ìíîãî÷ëåíîâ Qqβ1β2 áûëè ðàâíû. Òîãäà qβ1β2 − Q ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè íå áîëåå n − 1. Íî åñëè ìû ðàññìîòðèì β1 è β2 êàê ýëåìåíòû Zp[α] , òî
ïîëó÷èì β1β2 = 0 (ò. ê. β1 è β2 ëåæàò â Y è X ñîîòâåòñòâåííî, îòêóäà äëÿ êàêîãî-òî ýëåìåíòàβ′

2

âûïîëíåíî β1β2 = β1aβ
′
2 = 0β′

2 = 0). Çíà÷èò,qβ1β2 − P ÿâëÿåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí òîæäåñòâåííûì
íóë¼ì, îòêóäà Q ïðèâîäèì íàä Zp, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå 2. Ñëó÷àé, êîãäà Q íåïðèâîäèì íàä Zm, äëÿ íàñ áîëåå èíòåðåñåí, ò. ê. åñëè Q ìîæíî
ðàçëîæèòü â ïðîèçâåäåíèå íåñêîëüêèõ íåïðèâîäèìûõ ñîìíîæèòåëåé, òî ìîæíî ñ÷èòàòü êîðíåì
îäíîãî èç íèõ.
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Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó ñâîéñòâ 2 è 3, äîêàæåì âàæíîå ñëåäñòâèå ñâîéñòâà
1.

Ëåììà. Â óñëîâèÿõ ñâîéñòâà 3 ýëåìåíò z = an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . . + a1α + a0 îáðàòèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(a0, a1, . . . , an−1,m) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. ⇒ Åñëè ÍÎÄ(a0, a1, . . . , an−1,m) > 1, òî ñóùåñòâóåò èíäåêñ i òàêîé,
÷òî âñå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà pi. Íî òîãäà ó ëþáîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷åííîãî óìíîæåíèåì
z íà ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò, âñå êîýôôèöèåíòû òàêæå áóäóò äåëèòüñÿ íà pi. Çíà÷èò, ýëåìåíò z
íåîáðàòèì.

⇐ Ñëó÷àé 1: m = pγ, ãäå p � ïðîñòîå. Îò ïðîòèâíîãî. Åñëè z íåîáðàòèì, òî èç ïðèíöèïà
Äèðèõëå ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå z1z2 : zz1 = zz2, ..z(z1 − z2) = 0,a = z1 − z2 ̸= 0. Ïóñòü s -
ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ìíîæèòåëÿ â êîýôôèöèåíòû z (a′ ̸= 0 ⇒ s < k).
Òîãäà ìîæíî za ïðåäñòàâèòü â âèäå psaa′, ïðè÷¼ì â a′ ñóùåñòâóåò êîýôôèöèåíò, íå êðàòíûé p.
Îòñþäà â aa′ ñóùåñòâóåò êîýôôèöèåíò, íå êðàòíûé p. (òàê êàê ìîæíî a è a′ ðàññìîòðåòü ïî
ìîäóëþ p: a ̸= 0 (mod p),a′ ̸= 0 (mod p), òîãäà èç òåîðåìû 1 aa′ ̸= 0 (mod p) ). Íî ýòî çíà÷èò,
÷òî psaa′ ̸= 0. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëó÷àé 2: m = pγ11 pγ22 ...pγtt . Ïóñêàé äëÿ ýëåìåíòà z âûïîëíåíî
(a0, a1, ..., an−1,m) = 1 . Òîãäà èç ñëó÷àÿ 1 äëÿ ëþáîãî i íàéä¼òñÿ ýëåìåíò zi : zzi ≡ 1 (mod pi).
Ïðè ýòîì êàæäûé êîýôôèöèåíò ó zi çàäàí ñ òî÷íîñòüþ äî îñòàòêà ïî ìîäóëþ pi . Ïî êèòàéñêîé
òåîðåìå îá îñòàòêàõ ìîæíî ïîäîáðàòü êîýôôèöèåíòû òàê, ÷òîáû äëÿ ïîëó÷åííîãî ýëåìåíòà
z′ áûëî âûïîëíåíî zz′ ≡ 1 (mod pγii ) äëÿ âñåõ i. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî zz′ = 1 (mod m), ò. å. z
îáðàòèì, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåéòè ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 2 è 3.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû 1 âèäíî, ÷òî ýëåìåíò z îáðàòèì ïî

ìîäóëþ mk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí îáðàòèì ïî ìîäóëþ m è ïî ìîäóëþ k. Ïî êèòàéñêîé
òåîðåìå îá îñòàòêàõ êàæäûé êîýôôèöèåíò â òî÷íîñòè çàäà¼òñÿ îñòàòêàìè ïî ìîäóëþ m è k,
ò. å. ýëåìåíò â òî÷íîñòè çàäà¼òñÿ äâóìÿ íàáîðàìè îñòàòêîâ (ïî ìîäóëþ m è ïî ìîäóëþ k äëÿ
êàæäîãî êîýôôèöèåíòà). ×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ m òàê, ÷òîáû ýëåìåíò
áûë îáðàòèì ïî ìîäóëþ m, ðàâíî φα(k) , ïî ìîäóëþ k - îíî ðàâíî φα(m) , çíà÷èò, âñåãî èìååì
φα(k)φα(m) îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ mk, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñëó÷àé 1. m = pγ, ãäå p - ïðîñòîå. Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû
1 ýëåìåíò íåîáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà p. Âñåãî
åñòü n êîýôôèöèåíòîâ è ïî pγ−1 ñïîñîáîâ âûáðàòü êàæäûé òàê, ÷òîáû îí äåëèëñÿ íà p. Çíà÷èò
íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ p(γ−1)n, à îáðàòèìûõ pγn − p(γ−1)n = mn(1− 1

pn
)

Ñëó÷àé 2.m = pγ11 pγ22 ...pγtt Èç ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïîëó÷àåì

φα(m) = mn

t∏
i=1

(
1− 1

pni

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4 Ôóíêöèÿ Ýéëåðà êîëåö âû÷åòîâ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ôîðìóëó ðîñòà â ñðåäíåì ôóíêöèè φim. Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ôóíêöèþ
φι(m) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 2. Íîðìîé ÷èñëà z := a+ bi ïî ìîäóëþ m áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî N(z) := a2 + b2

(mod m).
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Óòâåðæäåíèå. Åñëè a + bi - õîðîøèé ýëåìåíò, c + di è e + fi - ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû,
ïðè÷åì (a+ bi)(c+ di) = (a+ bi)(e+ fi), òî c+ di = e+ fi.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a+ bi)(c+ di) = (a+ bi)(e+ fi) ⇒ a(c− e)+ b(d− f) = 0a(d− f)− b(c− e) = 0
(çäåñü è äàëåå âî âñåì äîêàçàòåëüñòâå âñå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþm). Ïðîèçâåä¼ì çàìåíó: c−e = s;
d − f = t. Òîãäà as + bt = 0(1)at − bs = 0(2) ⇒ as + b2t = 0a2t − abs = 0 Ñêëàäûâàÿ äâà
ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì t = 0 (ò. ê. a2 + b2 âçàèìíî ïðîñòî ñ m). Ïîäñòàâëÿÿ t = 0
â (1) è (2), èìååì as = 0bs = 0 ⇒ a2s = 0b2s = 0 ⇒ s(a2 + b2) = 0 ⇒ s = 0 Òî åñòü
s = 0t = 0 ⇒ c = ed = f ⇒ c+ di = e+ fi

Ïðåäëîæåíèå. Ýëåìåíò α ∈ Zm[i] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà N(α) è m âçàèìíî
ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) ×àñòü ¾È òîëüêî òîãäà¿. Åñëè ó ýëåìåíòà α íîðìà íå âçàèìíî ïðîñòà ñ m,
òî èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà β N(αβ) òîæå íå âçàèìíî ïðîñòà ñ m.
Íî N(1) = 1 âçàèìíî ïðîñòà ñ m, çíà÷èò, αβ ̸= 1 2) ×àñòü "Òîãäà". Ïóñòü ýëåìåíò α õîðîøèé.
Óìíîæèì êàæäûé ýëåìåíò Zm[m] íà α . Èç óòâ. 5.1 â ïîëó÷åííîì íàáîðå ýëåìåíòîâ ëþáûå äâà
ýëåìåíòà ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, â í¼ì êàæäûé ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, ò. å. â
í¼ì åñòü è 1. Çíà÷èò, α îáðàòèì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà ϖι(m) ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò òîãî, êàêèå èìåííî ïðîñòûå äåëèòåëè âõîäÿò â m. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç P1

(ñîîòâåòñòâåííî P−1) ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äàþùèõ îñòàòîê 1 (ñîîòâåòñòâåííî −1)
ïðè äåëåíèè íà 4.

Ïðåäëîæåíèå. 1. Åñëè p ∈ P1, òî

φi(p
α) = p2α

(
1− 1

p

)2

.

2. Åñëè p ∈ P−1, òî

φi(p
α) = p2α

(
1− 1

p2

)
.

3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
φi(2

α) = 22α−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò a+bi. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî îí îáðàòèì òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íîðìà íå äåëèòñÿ íà p. Ïîñ÷èòàåì, ïðè êàêèõ a ñêîëüêî ñóùåñòâóåò
çíà÷åíèé b òàêèõ, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ íà p.

1) Ïóñòü a äåëèòñÿ íà p. Â ýòîì ñëó÷àå a2 + b2 äåëèòñÿ íà p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
b äåëèòñÿ íà p. Ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα − 1 åñòü pα−1 ÷èñåë, êðàòíûõ p, çíà÷èò, â ñëó÷àå 1)
ïîëó÷àåì p2α−2 îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

2) Ïóñòü a íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà íàì íàäî, ÷òîáû b2 áûëî ñðàâíèìî ñ −a2 ïî ìîäóëþ
p. Îñòàòîê −a2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, òàê êàê p äà¼ò îñòàòîê 1 ïðè
äåëåíèè íà 4. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå b2 ≡ −a2 (mod p) èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ñðåäè
÷èñåë îò 0 äî p− 1. Çíà÷èò, ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα − 1 îíî èìååò ðîâíî 2pα−1 ðåøåíèé. Â òî æå
âðåìÿ ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα− 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî pα− pα−1 çíà÷åíèé a, íå êðàòíûõ p, ïîýòîìó
ñëó÷àé 2) äàåò 2pα−1(pα − pα−1) ðàçëè÷íûõ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

Èòîãî ìû èìååì
2pα−1(pα − pα−1) + p2α−2 = 2p2α−1 − p2α−2
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íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Âñåãî ýëåìåíòîâ p2α, çíà÷èò, îáðàòèìûõ ðîâíî

p2α − 2p2α−1 + p2α−2 = p2α
(
1− 1

p

)2

.

2. Åñëè p ïðîñòîå è äà¼ò îñòàòîê −1 ïðè äåëåíèè íà 4, òî −1 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû-
÷åòîì ïî ìîäóëþ p, ïîýòîìó ýòîò ïóíêò ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.

3. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò a+bi. Ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî 2α−1 ÷¼òíûõ è íå÷¼òíûõ ïîðîâíó. Ïîýòîìó
îäèíàêîâà âåðîÿòíîñòü ÷åòûð¼õ èñõîäîâ:

1) a è b ÷¼òíû;
2) a è b íå÷¼òíû;
3) a ÷¼òíî, b íå÷¼òíî;
4) a íå÷¼òíî, b ÷¼òíî.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò a + b îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò

ìåñòî èñõîäû 3) èëè 4). Çíà÷èò, îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ðîâíî ïîëîâèíà, ò.å. 22α−1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà φι ìóëüòèïëèêàòèâíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

φi(m) = ε(m) ·m2 ·
∏

pk∈P−1

(
1− 1

p2k

)
·
∏
ql∈P1

(
1− 1

ql

)2

.

Çäåñü ε(m) = 1, åñëè m íå÷¼òíî, è ε(m) = 1
2
, åñëè m ÷¼òíî, à ïðîèçâåäåíèÿ âåäóòñÿ ïî âñåì

ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà m.

5 Ðîñò â ñðåäíåì ôóíêöèè Ýéëåðà φι

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ðîñò ôóíêöèè Ýéëåðà φι.
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ðàñòåò êðàéíå íåðåãóëÿðíî. Ïîýòîìó ãîâîðèòü î åå àñèìïòî-

òèêå íåëüçÿ. Îäíàêî ìîæíî ¾ñãëàäèòü¿ ñêà÷êè ôóíêöèè Ýéëåðà, åñëè ðàññìîòðåòü åå ñðåäíèå
àðèôìåòè÷åñêèå. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ.

Îïðåäåëåíèå 3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôóíêöèè f , g : Zm[i] → N îäèíàêîâî ðàñòóò â ñðåä-
íåì, åñëè ∑

m6M f(m)∑
m6M g(m)

→ 1 ïðè M → ∞.

Îáîçíà÷àòü ýòî áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: f ∼̂ g.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 2. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà â ñðåäíåì:

φι(m) ∼̂ cm2, ãäå c :=
3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
≈ 0, 6498.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì òð¼õìåðíûå âåêòîðà âèäà (a, b,m), òàêèå, ÷òî a ≥ 0, b ≥ 0 , m > a
è m > b , íàçûâàòü ïðàâèëüíûìè. Ñîïîñòàâèì ïðàâèëüíîìó âåêòîðó âèäà (a, b,m) ýëåìåíò
a + bi ãàóññîâà êîëüöà âû÷åòîâ Zm[i]. Òîãäà êàæäîìó ýëåìåíòó êàæäîãî ìíîæåñòâà âèäà Zm[i]
áóäåò ñîïîñòàâëåí ðîâíî îäèí ïðàâèëüíûé âåêòîð. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûé âåêòîð (a, b,m)
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íåîáðàòèìûì ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, åñëè a2+b2 è m äåëÿòñÿ íà p. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûé
âåêòîð (a, b,m) íåîáðàòèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p, ïî ìîäóëþ êîòîðîãî îí íåîáðàòèì.
Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëüíûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò îáðàòèìîìó ýëåìåíòó òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñàì âåêòîð îáðàòèì.

Ëåììà. Åñëè m äåëèòñÿ íà p, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé, íå êðàòíîé p, ðàâíî p2ασ(p), ãäå

σ(p) =
(
1− 1

p

)2

, åñëè p äà¼ò îñòàòîê −1 ïðè äåëåíèè íà 4, σ(p) = 1− 1
p2
, åñëè p äà¼ò îñòàòîê

1 ïðè äåëåíèè íà 4, è σ(p) = 1
2
, åñëè = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4 ñëåäóåò, ÷òî åñëè m = pα, òî äîëÿ ýëåìåíòîâ ñ
íîðìîé, êðàòíîé p, ðàâíà 1

σ(m)
. Åñëè æå m = pαt, ãäå t è p âçàèìíî ïðîñòû, òî äîëÿ ýëåìåíòîâ

ñ íîðìîé, êðàòíîé , áóäåò òàêîé æå (ýòî ñëåäóåò èç êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ). Çíà÷èò,
÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé, êðàòíîé , ðàâíî p2ασ(p), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç ëåììû 5 ïîëó÷àåì, ÷òî åñëèm äåëèòñÿ íà p, òî ñóùåñòâóåò ðîâíî p2(1−σ(p)) ïðàâèëüíûõ
âåêòîðîâ, íåîáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ p è èìåþùèõ òðåòüþ êîîðäèíàòó m. Åñëè æå m íà äåëèòñÿ
íà p, òî ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ, íåîáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ p è èìåþùèõ òðåòüþ êîîðäèíàòó m íå
ñóùåñòâóåò. Âñåãî ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ ñ òðåòüåé êîîðäèíàòîé ñ ðîâíîm2. Îòñþäà âåðîÿòíîñòü
âûáðàòü âåêòîð, íåîáðàòèìûé ïî ìîäóëþ , ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ïðàâèëüíîãî âåêòîðà, ðàâíà

lim
n→∞

p2(1− σ(p)) + (2p)2(1− σ(p)) + . . .+ (np)2(1− σ(p))

12 + 22 + . . .+ (np)2
=

= lim
n→∞

p2(1− σ(p))
12 + 22 + . . .+ n2

12 + 22 + . . .+ (np)2
= lim

n→∞
p2(1− σ(p))

n3/3

n3p3/3
=

1− σ(p)

p
. (1)

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òàêèì îáðàçîì âåêòîð, îáðàòèìûé ïî ìîäóëþ p, ñîñòàâëÿåò

1− 1− σ(p)

p
.

ßñíî, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ ïðè ðàçíûõ íåçàâèñèìû, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü P âûáðàòü îáðàòèìûé
âåêòîð ðàâíà ∏

p∈P

(
1− 1− σ(p)

p

)
=

3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
.

Íî ïðè ëþáîì m ñðåäè m2 õîðîøèõ âåêòîðîâ âèäà (a, b,m) ñóùåñòâóåò ðîâíî φi(m) îáðàòèìûõ.
Ïîýòîìó

P = lim
n→∞

φι(1) + φι(2) + . . .+ φι(n)

12 + 22 + . . .+ n2

Çíà÷èò,

lim
n→∞

φι(1) + φι(2) + . . .+ φι(n)

12 + 22 + . . .+ n2
=

3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
.

6 Ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ñâîéñòâà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëà ðàññìîòðåíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ îò íà-
òóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Â ýòîé ÷àñòè ìû ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè Ýéëåðà ãàóññîâûõ
êîëåö âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.
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Ïóñòü z � ãàóññîâî öåëîå ÷èñëî. Âñå òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå
÷èñëàì, êðàòíûì z, îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ðåøåòêó. Êâàäðàòû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðåøåòêà,
áóäåì íàçûâàòü å¼ ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè. Óñëîâèìñÿ, ÷òî òî÷êà, ëåæàùàÿ ëèíèÿõ ñåòêè,
ïðèíàäëåæèò òîé ÿ÷åéêå, â êîòîðóþ ïîïàäàåò åå îáðàç ïðè ïðèáàâëåíèè ê íåé ÷èñëà εz(i + 1)
ïðè ìàëûõ ε.

Îïðåäåëåíèå 4. Âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ z áóäåì íàçûâàòü âñå ãàóññîâû öåëûå ÷èñëà, ëåæàùèå â
îäíîé ÿ÷åéêå ñ ÷èñëîì 0. ×åðåç Zz[i] îáîçíà÷èì êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ z. Ôóíêöèåé Ýéëåðà
φi(z) îò ïðîèçâîëüíîãî ãàóññîâà öåëîãî ÷èñëà z áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ, ñîïîñòàâëÿþùóþ z
÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zz[i].

Îòìåòèì ñëåäóþùåå èçâåñòíîå

Ïðåäëîæåíèå. Íåïðèâîäèìûìè â Z[i] ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå ÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâî-
ðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

1) Íîðìà ÷èñëà ðàâíà 2.
2) Íîðìà ÷èñëà ðàâíà ïðîñòîìó ÷èñëó èç P1.
3) ×èñëî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ïðîñòûì ÷èñëîì èç P−1.

Ïðåäëîæåíèå. Âî ìíîæåñòâå Zz[i] ðîâíî N(z) ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ z, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñ
ïëîùàäüþ N(z). Ïî ôîðìóëå Ïèêà N(z) = a + b/2 − 1, ãäå ñòðîãî âíóòðè ÿ÷åéêè ëåæèò ðîâ-
íî a öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê, à íà åå ãðàíèöå ëåæèò ðîâíî b öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê. Íî ÿ÷åéêå
ïðèíàäëåæàò âñå òî÷êè ñòðîãî âíóòðè íåå, îäíà åå âåðøèíà è òî÷êè íà äâóõ åå ñòîðîíàõ, íå
ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè a + b/2 − 1 òî÷åê. Òî åñòü ÷èñëî
òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ÿ÷åéêå, ðàâíî N(z), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ïðåäëîæåíèå. Ïóñòü äàíî íåïðèâîäèìîå ÷èñëî p ∈ Z[i], ïóñòü ãàóññîâî öåëîå z ∈ Z[i] êðàòíî
p. Òîãäà äîëÿ ýëåìåíòîâ Zz[i], êðàòíûõ p, ðàâíà 1

N(p)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Z, ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó z, ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàòîì ñ ïëîùàäüþ N(z). Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè P , ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó p, ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîóãîëüíèêîì ñ ïëîùàäüþ N(p). Êàæäûé óçåë Z ÿâëÿåòñÿ òàêæå óçëîì P , çíà÷èò, ïðè ñîâ-
ìåùåíèè äâóõ ÿ÷ååê P ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà ñîâìåùàþòñÿ âñå íàõîäÿùèåñÿ â
íèõ óçëû P . Òî åñòü âíóòðè ðàçíûõ ÿ÷ååê Z ïîðîâíó óçëîâ P .

Ïóñòü â îäíîé ÿ÷åéêå Z ñîäåðæèòñÿ t óçëîâ P . Âîçüìåì êàêóþ-íèáóäü ÿ÷åéêó Z è ñîïîñòàâèì
êàæäîìó óçëó P âíóòðè ýòîé ÿ÷åéêè ÿ÷åéêó ðåøåòêè P , êðàéíèì óçëîì êîòîðîé ýòîò óçåë
ÿâëÿåòñÿ. Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âñåõ ñîïîñòàâëåííûõ ÿ÷ååê ðàâíà tN(p).

Âîçüìåì òåïåðü ìíîæåñòâî S ÿ÷ååê Z, îáðàçóþùèõ áîëüøîé ïðÿìîóãîëüíèê s × s ÿ÷ååê
è ñäåëàåì òàêîå æå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè èç S. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå ñóììàðíîé
ïëîùàäè ÿ÷ååê ìíîæåñòâà S ê ñóììàðíîé ïëîùàäè âñåõ ñîïîñòàâëåííûõ ÿ÷ååê ñòðåìèòñÿ ê 1

ïðè s → ∞. Îòíîøåíèå ýòèõ ïëîùàäåé ðàâíî s2N(z)
s2tN(p)

= N(z)
tN(p)

, ïîýòîìó t = N(z)
N(p)

.

Äîëÿ ýëåìåíòîâ Zz[i], êðàòíûõ p, ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà óçëîâ P â ÿ÷åéêå Z ê ÷èñëó âñåõ
òî÷åê â ÿ÷åéêå Z, òî åñòü t

N(z)
= 1

N(p)
, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Íà ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà Z[i], åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîáùàåòñÿ ïîíÿòèå ðîñòà â ñðåä-
íåì. À èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèè f , g : Z[i] → N îäèíàêîâî ðàñòóò â ñðåäíåì, åñëè

lim
n→∞

∑
N(z)<n f(z)∑
N(z)<n g(z)

= 1.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîé ðàáîòû ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 3. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà â ñðåäíåì

φι(z) ∼̂CN(z), ãäå C :=
3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p4

)
·
∏
q∈P1

(
1− 1

q2

)2

≈ 0, 6637.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû âèäà (z, r), ãäå z ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì öåëûì ÷èñ-
ëîì, à r ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà Zz[i]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (z, r) îáðàòèìà, åñëè r
îáðàòèì â Zz[i].

Ïóñòü ãàóññîâî öåëîå ÷èñëî p íåïðèâîäèìî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (z, r) íåîáðàòèìà ïî
ìîäóëþ p, åñëè z è r êðàòíû p. Ïàðà îáðàòèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáðàòèìà ïî
ìîäóëþ âñåõ íåïðèâîäèìûõ p. ×åðåç T (p) îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ
ïàðà îêàæåòñÿ íåîáðàòèìà ïî ìîäóëþ p.

Âñåãî ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z ðîâíî N(z). Åñëè z íå êðàòíî p, òî íåïðèâîäèìûõ ïî
ìîäóëþ p ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z íå ñóùåñòâóåò. Åñëè z êðàòíî p, òî ïî ïðåäëîæåíèþ 6
íåïðèâîäèìûõ ïî ìîäóëþ ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z áóäåò N(z)

N(p)
.

Äîëÿ ãàóññîâûõ öåëûõ z, êðàòíûõ p, ñðåäè âñåõ ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë ðàâíà 1
N(p)

. Ïðè

ýòîì ðîñò â ñðåäíåì âåëè÷èíû N(z) îäèíàêîâ äëÿ z, êðàòíûõ p, è äëÿ z, íå êðàòíûõ p. Îòñþäà
ïîëó÷àåì T (p) = 1

N2(n)
.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ïàðà îêàæåòñÿ îáðàòèìà ïî ìîäóëþ p, ðàâíà 1−
T (p) = 1− 1

N2(p)
. Ñîáûòèÿ ¾âûïàäåíèå ïàðû, îáðàòèìîé ïî ìîäóëþ¿ ïðè ðàçíûõ íåïðèâîäèìûõ

p íåçàâèñèìû. Çíà÷èò âåðîÿòíîñòü âûáðàòü îáðàòèìóþ ïàðó ïðè ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàâíà∏
p∈P[i]

(
1− 1

N2(p)

)
Ïî ïðåäëîæåíèþ 6 ýòî ïðîèçâåäåíèå ðàâíî

3

4

∏
q∈P1

(
1− 1

q2

)2

·
∏

q∈P−1

(
1− 1

q4

)
.

Íî ÷èñëî îáðàòèìûõ ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z ðàâíî â òî÷íîñòè φi(z). Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü
âûáðàòü îáðàòèìóþ ïàðó ïðè ñëó÷àéíîé âûáîðêå ðàâíà

lim
n→∞

∑
N(z)<n φi(z)∑
N(z)<nN(z)

.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
n→∞

∑
N(z)<n φi(z)∑
N(z)<n N(z)

=
3

4

∏
q∈P1

(
1− 1

q2

)2 ∏
q∈P−1

(
1− 1

q4

)

Àâòîð áëàãîäàðèò Ï.Â. Áèáèêîâà çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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