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Íååâêëèäîâû ðåøåíèÿ äëÿ åâêëèäîâûõ çàäà÷

Ï.Â. Áèáèáêîâ1, È. È.Ôðîëîâ2

1 Ââåäåíèå

Ïîâîäîì äëÿ íàïèñàíèÿ äàííîé ñòàòüè ïîñëóæèëà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, ïðåäëàãàâøàÿñÿ â øîðò-
ëèñòå Ìåæäóíàðîäíîé ìàòåìàòè÷åñêîé îëèìïèàäû 2010 ã. (ò.å. ýòà çàäà÷à íå áûëà ïðåäëîæåíà
íà ñàìîé îëèìïèàäå, íî âîøëà â ÷èñëî ïîòåíöèàëüíûõ ïðåòåíäåíòîâ íà ýòó ïî÷åòíóþ ðîëü; ïîë-
íûé ñïèñîê çàäà÷ øîðò-ëèñòà 2010 ã. ìîæíî íàéòè íà ñòðàíèöå https://www.imo-official.org/
problems.aspx).

Çàäà÷à 1. Ðàññìîòðèì îòðåçîê AB è òî÷êó H íà íåì. Ïðîâåäåì òðè äóãè îêðóæíîñòåé
ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B, ëåæàùèå â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, è
òðè ëó÷à ñ íà÷àëîì â òî÷êå H, ëåæàùèå â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äóã
îêðóæíîñòåé è ëó÷åé âîçíèêàþò ÷åòûðå êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà (äâå èõ ñòîðîíû
ëåæàò íà äóãàõ îêðóæíîñòåé, à äâå îñòàâøèåñÿ � íà ëó÷àõ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â òðè
ýòèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, òî è â ÷åòâåðòûé ÷åòûðåõóãîëüíèê
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 1).

BА H

Ðèñ. 1:

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó ýòîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò î÷åíü êîðîòêîå ðåøåíèå (áóêâàëüíî óñòíîå). È
äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü åãî, íàì íóæíî áóäåò ïîñìîòðåòü íà ðèñ. 1 ïîä íåñêîëüêî èíûì óãëîì
çðåíèÿ. À èìåííî, ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. . . Â ïðèíöèïå, ïîäîáíûé ïîäõîä
íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì (ñì., íàïðèìåð, ñòàòüþ Ãàëüïåðèíà [3]), îäíàêî, ïî âñåé âèäèìîñòè, îí äî
ñèõ ïîð ñ÷èòàåòñÿ âåñüìà ýêçîòè÷åñêèì è ðàáîòàþùèì áóêâàëüíî ñ åäèíè÷íûìè ñëó÷àÿìè.
Ïîçíàêîìèâøèñü ñ çàäà÷àìè, ïðèâåäåííûìè íèæå, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî íå òàê, è äàííûé
ìåòîä âïîëíå çàñëóæèâàåò òîãî, ÷òîáû î íåì çíàëè è óìåëè ïðèìåíÿòü.
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2 Ìîäåëè Ïóàíêàðå è ìîäåëü Êëåéíà

Ìû íà÷íåì ñ îïèñàíèÿ òðåõ íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùèõñÿ ìîäåëåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî:
ìîäåëåé Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è â êðóãå, à òàêæå ìîäåëè Êëåéíà. Âñå òðè ýòè
ìîäåëè áóäóò íåîáõîäèìû íàì â òåõ èëè èíûõ åâêëèäîâûõ çàäà÷àõ. Áîëåå ïîäðîáíîå îïèñàíèå
ýòèõ ìîäåëåé ìîæíî íàéòè â [6].

Íà÷íåì ñ ìîäåëè Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Â ýòîé ìîäåëè ïëîñêîñòüþ Ëîáà÷åâ-
ñêîãî íàçûâàåòñÿ ôèêñèðîâàííàÿ ïîëóïëîñêîñòü (êîòîðóþ îáû÷íî íàçûâàþò âåðõíåé) îòíîñè-
òåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ýòà ïðÿìàÿ âìåñòå ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé íàçûâàåòñÿ àá-
ñîëþòîì. Òî÷êè àáñîëþòà íàçûâàþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè. Ïðÿìûìè â ìîäåëè Ïóàíêàðå
ÿâëÿþòñÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå è âåðòèêàëüíûå ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
àáñîëþòó. Óãîë ìåæäó äâóìÿ íååâêëèäîâûìè ïðÿìûìè ïî îïðåäåëåíèþ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì
åâêëèäîâîìó óãëó ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè.

Îäíèì èç íàèáîëåå âàæíûõ ôàêòîâ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî (ðàâíî êàê è â åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè) ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóììå óãëîâ òðåóãîëüíèêà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñóììà óãëîâ ëþáîãî
íååâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà ñòðîãî ìåíüøå π. Ëåãêî óáåäèòüñÿ â ýòîì, ðàññìîòðåâ òðåóãîëüíèê,
ïîëó÷àþùèéñÿ ìàëûì øåâåëåíèåì ïðÿìûõ, ïîïàðíî ïåðåñåêàþùèõñÿ íà àáñîëþòå: äóãè ïîëó-
îêðóæíîñòåé, îáðàçóþùèõ òàêîé òðåóãîëüíèê, ïðàêòè÷åñêè êàñàþòñÿ äðóã äðóãà, ïîýòîìó óãëû
ìåæäó íèìè ìîãóò áûòü ñäåëàíû ñêîëü óãîäíî ìàëûìè.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü, ÷òî ñóììà óãëîâ ëþáîãî íååâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà
ñòðîãî ìåíüøå π.

Èç òåîðåìû î ñóììå óãëîâ íååâêëèäîâà òðåóãîëüíèêà ñëåäóåò ÷åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà
òðåóãîëüíèêîâ: äâà òðåóãîëüíèêà ðàâíû ïî òðåì óãëàì. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íåò ïîäîáèé: ëþáîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîäîáèÿ ñîõðàíÿåò óãëû, à ïîòîìó
â ñèëó ÷åòâåðòîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì.

Óïðàæíåíèå 2. Äîêàæèòå ÷åòâåðòûé ïðèçíàê ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ.

Â ñâîþ î÷åðåäü èç ÷åòâåðòîãî ïðèçíàêà ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò âàæíûé ôàêò:
èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì â ìîäåëè
Ïóàíêàðå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Â ñàìîì äåëå, òàêàÿ èíâåðñèÿ ñîõðàíÿåò âåðõíþþ ïîëóïëîñ-
êîñòü è óãëû ìåæäó êðèâûìè (â ñèëó ñâîéñòâà êîíôîðìíîñòè èíâåðñèè). Áîëåå òîãî, ìîæíî
äàæå ñêàçàòü, êàê íàçûâàåòñÿ ýòî äâèæåíèå: ýòî îñåâàÿ ñèììåòðèÿ. Èìåííî ïîýòîìó èíâåðñèÿ
èãðàåò òàêóþ áîëüøóþ ðîëü â ìîäåëè Ïóàíêàðå: âåäü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÿâëÿþò-
ñÿ îñåâûìè ñèììåòðèÿìè, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ïîðîæäàþò âñþ ãðóïïó äâèæåíèé ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî (ò.å. ëþáîå äâèæåíèå ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà èíâåðñèé).

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàæèòå, ÷òî ãîìîòåòèÿ ñ öåíòðîì íà àáñîëþòå è ïîëîæèòåëüíûì êî-
ýôôèöèåíòîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ äâèæåíèåì â ìîäåëè Ïóàíêàðå. Êàêèì îáðàçîì ýòî äâèæåíèå
ðàñêëàäûâàåòñÿ â êîìïîçèöèþ èíâåðñèé, è êàê ðàçóìíî íàçâàòü ýòî äâèæåíèå (ïî àíàëîãèè
ñ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé)?

Â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ïðîñòåéøèå êðèâûå. Îäíàêî, â îòëè÷èå
îò åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ýëåìåíòàðíûå êðèâûå áîëåå ðàçíîîáðàçíû
è íå îãðàíè÷èâàþòñÿ îäíîé ëèøü îêðóæíîñòüþ.

Óïðàæíåíèå 4. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ åâêëèäîâà îêðóæíîñòü, öåëèêîì ëåæàùàÿ â âåðõíåé
ïîëóïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ òàêæå íååâêëèäîâîé îêðóæíîñòüþ, è íàîáîðîò, êàæäàÿ íååâêëè-
äîâà îêðóæíîñòü ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî è åâêëèäîâîé îêðóæíîñòüþ.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à ÷åì ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâà îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ àá-
ñîëþò? Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íàïîìíèì åùå äâà îïðåäåëåíèÿ.

Ýêâèäèñòàíòîé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ íà çàäàííîì ðàññòîÿíèè h
îò äàííîé ïðÿìîé p è ëåæàùèõ â çàäàííîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ýòîé ïðÿìîé. Ïðÿìàÿ
p íàçûâàåòñÿ áàçîé ýêâèäèñòàíòû, âåëè÷èíà h � âûñîòîé. Èíà÷å ãîâîðÿ, ýêâèäèñòàíòà � ýòî
íååâêëèäîâ àíàëîã ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé.
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Îðèöèêëîì íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, ïåðåñåêàþùàÿ âñå ïðÿìûå, èìåþùèå îáùóþ áåñêîíå÷íî óäà-
ëåííóþ òî÷êó, ïîä ïðÿìûì óãëîì.

Îòìåòèì, ÷òî íàêëîííûå ëó÷è ñ íà÷àëîì íà àáñîëþòå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ýêâèäèñòàíòàìè, à
ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå àáñîëþòó, � îðèöèêëàìè.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàæèòå, ÷òî åâêëèäîâà îêðóæíîñòü, êàñàþùàÿñÿ àáñîëþòà, ÿâëÿåòñÿ
îðèöèêëîì, à îêðóæíîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ àáñîëþò â äâóõ òî÷êàõ, � ýêâèäèñòàíòîé (ñì.
ðèñ. 2).

Ðèñ. 2:

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äàíû äâå ýêâèäèñòàíòû ñ îáùåé áàçîé è âûñîòàìè h1
è h2, ëåæàùèå â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî áàçû, òî ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè
îäíîé èç ýêâèäèñòàíò äî äðóãîé ðàâíî |h1 − h2|. Ýòó âåëè÷èíó åñòåñòâåííî íàçâàòü ðàññòî-
ÿíèåì ìåæäó ýêâèäèñòàíòàìè.

Òåïåðü îïèøåì ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå. Ëåã÷å âñåãî ñäåëàòü ýòî, ñîâåðøèâ èíâåðñèþ óæå
çíàêîìîé íàì ìîäåëè â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íèæ-
íåé ïîëóïëîñêîñòè. Â òàêîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî ñòàíåò âíóòðåííîñòüþ íåêîòîðîãî
êðóãà (êîòîðûé òàêæå íàçûâàåòñÿ àáñîëþòîì), à ïðÿìûå â ýòîé ìîäåëè áóäóò èçîáðàæàòüñÿ
äóãàìè îêðóæíîñòåé, îðòîãîíàëüíûõ àáñîëþòó, à òàêæå äèàìåòðàìè ñàìîãî àáñîëþòà.

Óïðàæíåíèå 7. Îïèøèòå, êàê âûãëÿäÿò îêðóæíîñòè, ýêâèäèñòàíòû è îðèöèêëû â ìîäåëè
Ïóàíêàðå â êðóãå.

Íàêîíåö, îïèøåì ìîäåëü Êëåéíà. Ïåðåõîä ê íåé îò ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ìîæíî îñóùå-
ñòâèòü òàê. Ðàññìîòðèì ñôåðó, ýêâàòîðîì êîòîðîé ñëóæèò àáñîëþò ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå.
Ïóñòü A � òî÷êà ìîäåëè Ïóàíêàðå, A1 � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé NA ñ ïîâåðõíîñòüþ ñôåðû,
ãäå N � ýòî ñåâåðíûé ïîëþñ. Ñïðîåêòèðóåì òî÷êó A1 íà ýêâàòîð è ïîëó÷èì òî÷êó A′. Ñîïîñòà-
âèâ êàæäîé òî÷êå A òî÷êó A′, ìû ïîëó÷èì íåêîòîðîå ïðåîáðàçîâàíèå ýêâàòîðèàëüíîãî êðóãà.
Òî, ÷òî ïîëó÷èëîñü, ìû íàçîâåì ìîäåëüþ Êëåéíà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî.

Äàâàéòå ïîéìåì, êàê âûãëÿäÿò ïðÿìûå â ìîäåëè Êëåéíà. Â ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ïðÿìàÿ
èçîáðàæàåòñÿ èëè â âèäå äèàìåòðà àáñîëþòà, èëè â âèäå äóãè îêðóæíîñòè, åìó ïåðïåíäèêóëÿð-
íîé. Ïîíÿòíî, ÷òî îáðàçîì äèàìåòðà êðóãà áóäåò òîò æå äèàìåòð. Ïîñìîòðèì, âî ÷òî ïåðåéäåò
äóãà îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíàÿ àáñîëþòó. Ïðè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè íà ñôåðó ýòà äóãà ïå-
ðåéäåò â äóãó îêðóæíîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñêîñòè àáñîëþòà (ò.ê. òàêàÿ ïðîåêöèÿ åñòü
íå ÷òî èíîå êàê ïðîñòðàíñòâåííàÿ èíâåðñèÿ). Ïîýòîìó îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèåé ïîëó÷èâøåéñÿ
äóãè îêðóæíîñòè íà ýêâàòîð ñôåðû ÿâëÿåòñÿ õîðäà ýêâàòîðà. Òàêèì îáðàçîì, â ìîäåëè Êëåéíà
âñå íååâêëèäîâû ïðÿìûå èçîáðàæàþòñÿ â âèäå õîðä àáñîëþòà.

Óïðàæíåíèå 8. 1. Îïèøèòå, êàê âûãëÿäÿò îêðóæíîñòè, ýêâèäèñòàíòû è îðèöèêëû â ìî-
äåëè Êëåéíà.

2. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè â ìîäåëè Êëåéíà � ýòî ëèáî åâêëèäîâû îêðóæíîñòè,
öåíòð êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì àáñîëþòà, ëèáî ýëëèïñû, êàñàþùèåñÿ àáñîëþòà â äâóõ
ìíèìûõ òî÷êàõ.
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3 Âîêðóã çàäà÷è èç øîðò-ëèñòà

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåéòè ê ðåøåíèþ çàäà÷è èç øîðò-ëèñòà, ñôîðìóëèðîâàííîé âî ââåäåíèè.
Óæå ñåé÷àñ, ãëÿäÿ íà ðèñ. 1, ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ áóäåò ïîëåçíà ìîäåëü
Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè. Âåäü ñ òî÷êè çðåíèÿ ýòîé ìîäåëè íà êàðòèíêå íàðèñîâàíû
äâå òðîéêè ýêâèäèñòàíò ñ îáùèìè áàçàìè. È ýòî îáñòîÿòåëüñòâî äåéñòâèòåëüíî ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü.

×òîáû ïðîñëåäèòü âåñü ïóòü ê ðåøåíèþ, ìû íà÷íåì ñ êðàñèâîãî óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå èí-
òåðåñíî è ñàìî ïî ñåáå. À èìåííî, äîêàæåì ñëåäóþùóþ ëåììó.

Ëåììà (î ãðóñòíîì ïðèâåäåíèè). Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè ω1 è ω2, âïèñàííûå â îáëàñòü
ìåæäó äóãàìè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B (ñì. ðèñ. 3). Òîãäà öåíòð âíåøíåé ãîìîòåòèè ýòèõ
îêðóæíîñòåé ëåæèò íà ïðÿìîé AB.

1. Лемма о грустном привидении.
Общие внешние касательные желтых окружностей
пересекаются на риадикальной оси синих окружностей.

В самом деле, проведем одну общую внешнюю
касательную, пересекащую радикальную ось в точке О.
Проводя вторую касательную к первой окружности из 
точки О, мы получаем пару красных эквидистант, 
расстояние между которыми равно диаметру первой 
окружности. Т.к. диаметры окружностей равны
(они находятся между двух синих эквидистант), 
то вторая красная эквидистанта будет касаться и
второй окружности.

H BА

Ðèñ. 3:

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñìîòðèì íà ýòó êàðòèíêó ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî. Òîãäà
ïðÿìàÿ AB ñòàíåò àáñîëþòîì, äóãè ñ êîíöàìè â òî÷êàõ A è B ñòàíóò ýêâèäèñòàíòàìè, à åâ-
êëèäîâû îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â îáëàñòü ìåæäó íèìè, ïðåâðàòÿòñÿ â íååâêëèäîâûå (õîòÿ ïî
ôîðìå îíè íå îòëè÷àþòñÿ îò åâêëèäîâûõ, íî öåíòð èõ ñìåùåí áëèæå ê àáñîëþòó). Çàìåòèì,
÷òî ðàäèóñû íååâêëèäîâûõ îêðóæíîñòåé ω1 è ω2 ðàâíû, ïîñêîëüêó îáà îíè ðàâíû ïîëîâèíå ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó ýêâèäèñòàíòàìè. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî åñëè âçÿòü ëþáóþ äðóãóþ ýêâèäèñòàíòó,
êàñàþùóþñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé è ïåðåñåêàþùóþ àáñîëþò â òî÷êàõ C è D, òî íàéäåòñÿ âòî-
ðàÿ ýêâèäèñòàíòà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç C è D è òàêæå êàñàþùàÿñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé. Â ñàìîì
äåëå, ðàññìîòðèì ýêâèäèñòàíòó, êîòîðàÿ ðàñïîëîæåíà â òîé æå ÷àñòè íååâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
÷òî è îêðóæíîñòè, è êîòîðàÿ óäàëåíà îò ïåðâîé ýêâèäèñòàíòû íà ðàññòîÿíèå, ðàâíîå äèàìåòðó
îêðóæíîñòåé. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà êàñàåòñÿ îáåèõ îêðóæíîñòåé (íàïðèìåð, ïîòîìó, ÷òî êîíöû
äèàìåòðîâ îêðóæíîñòåé, ïðîâåäåííûå ÷åðåç òî÷êè êàñàíèÿ ñ ïåðâîé ýêâèäèñòàíòîé, äîëæíû
ëåæàòü íà âòîðîé ýêâèäèñòàíòå).

Îñòàëîñü ïðèìåíèòü ýòî ñîîáðàæåíèå ê ïàðå ýêâèäèñòàíò, ÿâëÿþùèõñÿ îáùèìè âíåøíèìè
êàñàòåëüíûìè ê íàøèì îêðóæíîñòÿì.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, êîíñòðóêöèþ, îïèñàííóþ â ýòîé ëåììå, ñ òî÷êè çðåíèÿ åâêëèäîâîé
ãåîìåòðèè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü òàê. Ïîñêîëüêó ýêâèäèñòàíòà � ýòî íååâêëèäîâ àíàëîã ïðÿ-
ìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé (ò.å. ÃÌÒ, ðàâíîóäàëåííûõ îò äàííîé ïðÿìîé â ôèêñèðîâàííîé ïî-
ëóïëîñêîñòè), òî ïàðà ýêâèäèñòàíò ñ îáùåé áàçîé � ýòî ïðîñòî ïàðà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.
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Òîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ðàäèóñû âñåõ îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â ïðîñòðàíñòâî ìåæäó íèìè, ðàâ-
íû: âåäü ýòî ïðîñòî îêðóæíîñòè, âïèñàííûå â ïîëîñêó ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè. Òàêèå
îêðóæíîñòè ìîæíî ñîâìåñòèòü ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, êîòîðûé â íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè
ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ èíâåðñèé îòíîñèòåëüíî ïîëóîêðóæíîñòåé ñ öåíòðàìè íà àáñîëþòå.
Òàêàÿ íåôîðìàëüíàÿ òðàêòîâêà áûâàåò óäîáíà, ÷òîáû ëó÷øå ïîíÿòü ñèòóàöèþ.

Ïîñìîòðèì, êàêèå ôàêòû ìîæíî èçâëå÷ü èç ýòîé ëåììû, è êàê ïðè ýòîì áóäåò ðàáîòàòü
ìîäåëü Ïóàíêàðå.

Ïðåäëîæåíèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé ëåììû òî÷êè êàñàíèÿ îêðóæíîñòåé è ýêâèäè-
ñòàíò ëåæàò íà îäíîé (åâêëèäîâîé) îêðóæíîñòè, à ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè òî÷êè,
ïåðåñåêàþòñÿ â öåíòðå H âíåøíåé ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé.

H BА

Ðèñ. 4:

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì èíâåðñèþ ñ öåíòðîì â òî÷êå H îòíîñèòåëüíî
îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíîé ñèíèì äóãàì è ïåðåâîäÿùåé æåëòûå îêðóæíîñòè äðóã â äðóãà
(ñ òî÷êè çðåíèÿ íååâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ìû ðàññìàòðèâàåì îñåâóþ ñèììåòðèþ îòíîñèòåëü-
íî ïðÿìîé, îðòîãîíàëüíîé ïàðå ýêâèäèñòàíò è ïåðåâîäÿùåé îäíó íååâêëèäîâó îêðóæíîñòü â
äðóãóþ; èç ýòîé èíòåðïðåòàöèè òàêæå ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîé èíâåðñèè: äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðèì íååâêëèäîâó ïðÿìóþ, ÿâëÿþùóþñÿ ñåðåäèííûì ïåðïåíäèêóëÿðîì ê îòðåçêó ìåæäó
íåâêëèäîâûìè öåíòðàìè æåëòûõ îêðóæíîñòåé). Òîãäà òî÷êè êàñàíèÿ æåëòûõ îêðóæíîñòåé ñ
ñèíèìè äóãàìè ïåðåéäóò äðóã â äðóãà, ò.ê. òî÷êè êàñàíèÿ äîëæíû ïåðåéòè â òî÷êè êàñàíèÿ (ñì.
ðèñ. 4). Îòñþäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ïàðû òî÷åê êàñàíèÿ ëåæàò íà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç
öåíòð èíâåðñèè H. À èç ëåììû î ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêàõ (ñì., íàïðèìåð, [4]) ñëåäóåò, ÷òî âñå
÷åòûðå òî÷êè êàñàíèÿ ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

Çàìå÷àíèå 1. Èç ðåøåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åâêëèäîâû öåíòðû
æåëòûõ îêðóæíîñòåé è ÷åðåç èõ íååâêëèäîâû öåíòðû, òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êó H (ñì.
ðèñ. 4).

Òåïåðü ïåðåéäåì ê çàäà÷å èç øîðò-ëèñòà, ñ êîòîðîé è íà÷èíàëñÿ ýòîò ñþæåò. Ìû ïðèâåäåì
çäåñü äàæå äâà ðåøåíèÿ: ïåðâîå áóäåò áîëåå ¾åâêëèäîâûì¿ (îò÷àñòè îíî ïîõîæå íà àâòîðñêîå
ðåøåíèå), à âòîðîå áóäåò èñïîëüçîâàòü èñêëþ÷èòåëüíî ãåîìåòðèþ Ëîáà÷åâñêîãî. ×èòàòåëü ìî-
æåò ñðàâíèòü ýòè ðåøåíèÿ è ðåøèòü äëÿ ñåáÿ, êàêîå èç íèõ ïðîùå è ïîíÿòíåå.
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BА H

Ðèñ. 5:

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïî ëåììå î ãðóñòíîì ïðèâèäåíèè öåíòð ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé 2 è 3 ëå-
æèò íà àáñîëþòå. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå î òðåõ ãîìîòåòèÿõ (ñì., íàïðèìåð, [8]) äëÿ îêðóæíîñòåé
1, 2, 3 öåíòð ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé 1 è 3 òàêæå ëåæèò íà àáñîëþòå. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü
4, êàñàþùóþñÿ äâóõ ñèíèõ îêðóæíîñòåé è ëåâîé êðàñíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 5). Ïî ëåììå î ãðóñò-
íîì ïðèâåäåíèè öåíòð ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé 1 è 4 ëåæèò íà àáñîëþòå. Çíà÷èò, ïî òåîðåìå î
òðåõ ãîìîòåòèÿõ äëÿ îêðóæíîñòåé 1, 3, 4 öåíòð ãîìîòåòèè îêðóæíîñòåé 3 è 4 òàêæå ëåæèò íà
àáñîëþòå. Íî òîãäà ýòî â òî÷íîñòè òî÷êà H. Ïîýòîìó îêðóæíîñòü 4 êàñàåòñÿ è âòîðîé êðàñíîé
ïðÿìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4

32

1

Ðèñ. 6:

Âòîðîå ðåøåíèå. Ïî ñóòè êàðòèíêà ýêâèâàëåíòíà âîò òàêîé êàðòèíêå â åâêëèäîâîé ãåîìåò-
ðèè (ñì. ðèñ. 6). Âåäü ýêâèäèñòàíòà � ýòî àíàëîã ïàðàëëåëüíîé ïðÿìîé, ïîýòîìó êðèâîëèíåéíûå
÷åòûðåõóãîëüíèêè � ýòî ïðîñòî íååâêëèäîâû àíàëîãè ïàðàëëåëîãðàììîâ. À åñëè â ïàðàëëåëî-
ãðàìì ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, òî ýòî ðîìá. Òàêîì îáðàçîì, íóæíî ïðîñòî äîêàçàòü, ÷òî
åñëè â ñåòêå èç ïàðàëëåëîãðàììîâ åñòü òðè ðîìáà, êàê íà êàðòèíêå, òî â íåé âñå ïàðàëëåëî-
ãðàììû áóäóò ðîìáàìè. Íî ýòî î÷åâèäíî!

Ôîðìàëüíî è áåç àíàëîãèè ñ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèåé ýòî ìîæíî äîêàçàòü òàê. Çàìåòèì, ÷òî
íååâêëèäîâû æåëòûå îêðóæíîñòè ðàâíû, ïîñêîëüêó âñå îíè ïîïàðíî âïèñàíû â ýêâèäèñòàíòû.
Òîãäà ðàññìîòðèì ïàðó ñèíèõ ýêâèäèñòàíò è öåíòðàëüíóþ êðàñíóþ ýêâèäèñòàíòó. Ðàññìîòðèì
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îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ èõ òðåõ (ñóùåñòâîâàíèå òàêîé îêðóæíîñòè ñëåäóåò, íàïðèìåð, èç
çàäà÷è Àïîëëîíèÿ, ñì. [7]). Ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàëüíîé è ïðàâîé êðàñíûìè ýê-
âèäèñòàíòàìè ðàâíî äèàìåòðó ýòîé îêðóæíîñòè, òî ïðàâàÿ ýêâèäèñòàíòà òàêæå áóäåò êàñàòüñÿ
ýòîé îêðóæíîñòè. Âñå!

Â òàêîì âèäå çàäà÷à äîïóñêàåò ñëåäóþùåå îáîáùåíèå. Ðàññìîòðèì äâå òðîéêè ñîîñíûõ
îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ îäíó è òó æå ðàäèêàëüíóþ îñü, ãäå êàæäàÿ îêðóæíîñòü èç ïåðâîé
òðîéêè ïåðåñåêàåò êàæäóþ îêðóæíîñòü èç âòîðîé òðîéêè ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ. Òîãäà åñëè òðè
êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà áóäóò îïèñàííûìè, òî è ÷åòâåðòûé áóäåò îïèñàííûì.

Óïðàæíåíèå 9. Äîêàæèòå ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåð çàäà÷è, íàéòè åâêëèäîâî ðåøåíèå ó êîòîðîé ïîêà íå óäàëîñü, à
íååâêëèäîâî ïîëó÷àòñÿ â äâå ñòðî÷êè.

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì îòðåçîê AB è òî÷êó H íà íåì. Ïðîâåäåì òðè äóãè îêðóæíîñòåé ñ
êîíöàìè â òî÷êàõ A è B, ëåæàùèå â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé AB, è òðè
ëó÷à ñ íà÷àëîì â òî÷êå H, ëåæàùèå â òîé æå ïîëóïëîñêîñòè. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äóã îêðóæ-
íîñòåé è ëó÷åé âîçíèêàþò ÷åòûðå êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà (äâå èõ ñòîðîíû ëåæàò
íà äóãàõ îêðóæíîñòåé, à äâå îñòàâøèåñÿ � íà ëó÷àõ). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â äâà äèàãîíàëü-
íûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà (ò.å. íå èìåþùèõ îáùèõ ñòîðîí) ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, òî è
â áîëüøîé êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü (ñì. ðèñ. 7).

3 2

1

BА H

Ðèñ. 7:

Ðåøåíèå. Òåïåðü êàðòèíêà ñòàíîâèòñÿ ýêâèâàëåíòíîé âîò òàêîé êàðòèíêå â åâêëèäîâîé ãåî-
ìåòðèè. Åñòü ñåòêà èç ïàðàëëåëîãðàììîâ, â êîòîðîé äâà ïàðàëëåëîãðàììà ïî äèàãîíàëè ÿâ-
ëÿþòñÿ ðîìáàìè. Òîãäà áîëüøîé ïàðàëëåëîãðàìì òîæå áóäåò ðîìáîì. Ñëåäîâàòåëüíî, â íåãî
ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü.

3

2

1

Ðèñ. 8:

Ïðèâåäåì òàêæå íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé ýòîé çàäà÷è.

7



Çàäà÷à 3. 1. Ðàññìîòðèì äâå òðîéêè ñîîñíûõ îêðóæíîñòåé, èìåþùèõ îäíó è ò æå ðàäè-
êàëüíóþ îñü, ãäå êàæäàÿ îêðóæíîñòü èç ïåðâîé òðîéêè ïåðåñåêàåò êàæäóþ îêðóæíîñòü èç
âòîðîé òðîéêè ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ. Òîãäà åñëè äâà äèàãîíàëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà áóäóò îïèñàííûìè, òî è áîëüøîé êðèâîëèíåéíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê áóäåò îïèñàí-
íûì.

2. Áîëåå òîãî, ìîæíî äåëèòü áîëüøîé ÷åòûðåõóãîëüíèê íà n2 ÷àñòåé è áðàòü ìàëåíüêèå
÷àñòè ïî îäíîé â êàæäîì ñòîëáöå è ñòðîêå.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ïàðó õîðîøî èçâåñòíûõ êàðòèíîê èç åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, êîòîðûå
òàêæå äîïóñêàþò ïðîñòîå íååâêëèäîâî ðåøåíèå ñ ïîìîùüþ òåõ æå ñîîáðàæåíèé.

Ðèñ. 9:

Â ïåðâîé ìîæíî ãîâîðèòü î äâóõ òðîéêàõ ýêâèäèñòàíò, à âî âòîðîé � ïî òðîéêå îðèöèêëîâ
è òðîéêå ýêâèäèñòàíò (Ñì. ðèñ. 9).

8



4 Ïî ìîòèâàì îëèìïèàäû Øàðûãèíà

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ðàáîòàþò ìîäåëü Ïóàíêàðå â êðóãå è ìîäåëü Êëåéíà. ×àñòî áûâàåò òàê,
÷òî íåîáõîäèìî îñóùåñòâëÿòü ïåðåõîä ìåæäó ýòèìè ìîäåëÿìè, ïîýòîìó íàïîìíèì, ÷òî äëÿ
ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü äóãè îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ àáñîëþòó, íà îáùèå õîðäû
ýòèõ äóã è îêðóæíîñòè àáñîëþòà.

Çàäà÷à 4. Îêðóæíîñòü Ω êàñàåòñÿ îêðóæíîñòåé ω1, ω2 è ω3 âíåøíèì îáðàçîì. Îêðóæíîñòü
Γ1 ñîîñíà ñ ω2 è ω3 è ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ω1 ñ Ω. Îêðóæíîñòè Γ2 è Γ3 îïðåäåëÿþòñÿ
àíàëîãè÷íî. Òîãäà îêðóæíîñòè Γ1, Γ2 è Γ3 ñîîñíû (ñì. ðèñ. 10).

Ðèñ. 10:

Ðåøåíèå. Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íå âñå îêðóæíîñòè ω1, ω2, ω3 ïåðåñåêàþòñÿ. Â
òàêîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ω, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ω1, ω2, ω3. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà
îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò: åå öåíòð ýòî � ðàäèêàëüíûé öåíòð îêðóæíîñòåé ω1, ω2 è ω3. Çàìåòèì,
÷òî ëþáàÿ îêðóæíîñòü, ñîîñíàÿ ñ ω2 è ω3, òàêæå áóäåò ïåðïåíäèêóëÿðíà ω. Çíà÷èò, îêðóæíîñòè
Γ1, Γ2 è Γ3 ïåðïåíäèêóëÿðíû ω.

Ïðèìåì òåïåðü ω çà àáñîëþò äëÿ ìîäåëè Ïóàíêàðå â êðóãå ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî è ñðàçó
æå ïåðåéäåì ê ìîäåëè Êëåéíà. Îêðóæíîñòè ω1, ω2 è ω3 ñòàíóò ïðÿìûìè, îáðàçóþùèìè íååâêëè-
äîâ òðåóãîëüíèê. Îêðóæíîñòü Ω ñòàíåò êîíèêîé, âïèñàííîé â ýòîò òðåóãîëüíèê, à îêðóæíîñòè
Γ1, Γ2 è Γ3 ïðåâðàòÿòñÿ â ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà ñ òî÷êàìè êàñàíèÿ êîíè-
êè ñî ñòîðîíàìè. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå (â ýòîì ìîæíî
óáåäèòüñÿ, ñäåëàâ ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå êîíèêó â îêðóæíîñòü è ñâîäÿ çà-
äà÷ó ê òî÷êå Æåðãîííà). Ïåðåõîäÿ îáðàòíî ê ìîäåëè Ïóàíêàðå, ïîëó÷àåì, ÷òî îêðóæíîñòè Γ1,
Γ2 è Γ3 îðòîãîíàëüíû àáñîëþòó è èìåþò îáùóþ òî÷êó. Çíà÷èò, îíè ñîîñíû.

Óïðàæíåíèå 10. Ðåøèòå çàäà÷ó â ñëó÷àå, êîãäà îêðóæíîñòè ω1, ω2 è ω3 ïîïàðíî ïåðåñåêà-
þòñÿ. Óêàçàíèå: ñäåëàéòå èíâåðñèþ â òî÷êå êàñàíèÿ Ω è ω1.

Óïðàæíåíèå 11. Äèàãîíàëè âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M .
Îêðóæíîñòü ω êàñàåòñÿ îòðåçêà MA â òî÷êå P , îòðåçêà MD â òî÷êå Q è îêðóæíîñòè
ABCD â òî÷êå X. Äîêàæèòå, ÷òî X ëåæèò íà ðàäèêàëüíîé îñè îêðóæíîñòåé (ACQ) è
(BDP ).

Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à ïî ñóùåñòâó ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ òî÷êè Æåðãîííà â íååâêëè-
äîâîì òðåóãîëüíèêå. Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñóùåñòâîâàíèþ òî÷êè Íàãåëÿ. Íàì íå
èçâåñòíî åå ðåøåíèå, íå èñïîëüçóþùåå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.
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Çàäà÷à 5. Îêðóæíîñòè ω1, ω2 è ω3 ïîïàðíî ïåðåñåêàþòñÿ. Îêðóæíîñòü Γ1 êàñàåòñÿ îêðóæ-
íîñòåé ω2 è ω3 âíåøíèì îáðàçîì è êàñàåòñÿ ω1 âíóòðåííèì îáðàçîì, ïðè÷åì Γ1 ëåæèò âíóò-
ðè ω1. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ω1 ñ Γ1 è òî÷êè ïåðåñå÷å-
íèÿ ω2 ñ ω3 è äâå àíàëîãè÷íûõ îêðóæíîñòè. Òîãäà ýòè òðè îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â äâóõ
òî÷êàõ (ñì. ðèñ. 11).

Ðèñ. 11:

Ðåøåíèå. Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ýòà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé. Ïóñòü ABC � òðå-
óãîëüíèê íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî, A1, B1 è C1 � òî÷êè êàñàíèÿ âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé
ñî ñòîðîíàìè. Òîãäà ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå 2. Âîîáùå ãîâîðÿ, èíîãäà âìåñòî âíåâïèñàííûõ îêðóæíîñòåé íóæíî ðàññìàòðèâàòü
ýêâèäèñòàíòû èëè îðèöèêëû (ïîäðîáíåå ñì. [2]). Íàøå ðàññóæäåíèå íå çàâèñèò îò ýòîãî, ïî-
ýòîìó äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ãîâîðèòü ¾âíåâïèñàííûå îêðóæíîñòè¿, èìåÿ ââèäó åâêëèäîâû
îêðóæíîñòè.

Ýòî óòâåðæäåíèå ïðîùå âñåãî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ íååâêëèäîâîé òåîðåìû ×åâû: åñëè âû-
ïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

sh(AB1)

sh(B1C)
· sh(CA1)

sh(A1B)
· sh(BC1)

sh(C1A)
= 1,

òî ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Çäåñü shx = (ex − e−x)/2 � ãèïåðáî-
ëè÷åñêèé ñèíóñ ÷èñëà x; ïîäðîáíåå ñì. [6].

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðèìåíèòü íååâêëèäîâó òåîðåìó ×åâû, çàìåòèì, ÷òî AB1 = BA1, BC1 =
CB1 è CA1 = AC1.

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàæèòå ýòè ðàâåíñòâà.

Çàìå÷àíèå 3. Òî÷íî òàê æå ìîæíî áûëî áû ðåøèòü è ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó, ñâîäÿùóþñÿ ê òî÷êå
Æåðãîííà. Îäíàêî â îòëè÷èå îò òî÷êè Æåðãîííà äëÿ òî÷êè Íàãåëÿ íàì íåèçâåñòíî ÷èñòî
ãåîìåòðè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà, íå èñïîëüçóþùåãî òåîðåìó ×åâû.
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5 Êëàññè÷åñêèå òåîðåìû è ìîäåëü Êëåéíà

Òåïåðü ïîñìîòðèì, êàê ðàáîòàåò â åâêëèäîâûõ çàäà÷àõ ìîäåëü Êëåéíà. Ïîñêîëüêó ýòà ìîäåëü
îñíîâàíà íà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, íåóäèâèòåëüíî, ÷òî òðè çàäà÷è, î êîòîðûõ ñåé÷àñ ïîéäåò
ðå÷ü, òàêæå èìåþò ïðîåêòèâíóþ ïðèðîäó. Ïåðâûå äâå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè è õîðîøî
èçâåñòíûìè, à òðåòüÿ, âîçìîæíî, íå òàê ïîïóëÿðíà.

Çàäà÷à 6 (çàäà÷à î áàáî÷êå). Ðàññìîòðèì â îêðóæíîñòè õîðäó AB è åå ñåðåäèíóM . Ïðîâåäåì
÷åðåç òî÷êó M äâå õîðäû PQ è RS. Ïóñòü ïðÿìûå PR è QS ïåðåñåêàþò õîðäó AB â òî÷êàõ
C è D (ñì. ðèñ. 12). Òîãäà CM = DM .

M

A

BP

Q
R

S

C

D

Ðèñ. 12:

Äîêàçàòåëüñòâî. Õîðîøî èçâåñòåí ïðîåêòèâíûé õàðàêòåð äàííîé çàäà÷è, äåëàþùèé ÷èñòî åâ-
êëèäîâû ðåøåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ïîäîáíûå òðåóãîëüíèêè, ðàâåíñòâà óãëîâ è ò.ä., âåñüìà çà-
òðóäíèòåëüíûìè. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïðîåêòèâíûõ õàðàêòåð ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èí-
òåðïðåòàöèè äàííîé çàäà÷è â ìîäåëè Êëåéíà ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî.

Ðàññìîòðèì êàðòèíêó ñ òî÷êè çðåíèÿ ìîäåëè Êëåéíà. Ïðèìåíèì öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ
ñ öåíòðîì â òî÷êå M . ßñíî, ÷òî òîãäà ïðÿìàÿ PR ïåðåéäåò â ïðÿìóþ QS, à òî÷êà C ïåðåéäåò
â òî÷êó D. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íååâêëèäîâû äëèíû îòðåçêîâ CM è DM ðàâíû. Îäíàêî òîãäà
ýòè îòðåçêè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äèàìåòðà àáñîëþòà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç M , à ïîòîìó
åâêëèäîâû äëèíû ýòèõ îòðåçêîâ òàêæå ðàâíû, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Îòìåòèì èäåþ ñâÿçàòü ïàðó ïåðåñåêàþùèõñÿ õîðä â îêðóæíîñòè ñ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé
â ìîäåëè Êëåéíà îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ õîðä. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ýòî ñîîáðàæåíèå
áóäåò èñïîëüçîâàíî ñðàçó òðè ðàçà.

Çàäà÷à 7 (òåîðåìà Ïàñêàëÿ). Ðàññìîòðèì øåñòü òî÷åê A1, B1, C1, A2, B2, C2, ëåæàùèå íà
îäíîé îêðóæíîñòè. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ A1B2 è A2B1, Q � òî÷êà ïåðåñå-
÷åíèÿ ïðÿìûõ B1C2 è B2C1, R � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ C1A2 è C2A1. Òîãäà òî÷êè P , Q,
R ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé (ñì. ðèñ. 13).
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A
C

A

C

B

1

1

1

2

2

2

P

Q

R

Ðèñ. 13:

Çàìå÷àíèå 4. Äëÿ óäîáñòâà ìû áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî òî÷êè P , Q è R ëåæàò âíóòðè îêðóæíî-
ñòè, ÷òî äîñòèãàåòñÿ ïîäõîäÿùèì âûáîðîì ïîëîæåíèÿ òî÷åê Ai, Bi, Ci íà îêðóæíîñòè (ñì.
ðèñ. 13). Ðàññóæäåíèÿ ìîæíî îáîáùèòü è äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëîæåíèÿ òî÷åê, íî äëÿ ýòîãî
ïðèäåòñÿ èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûå èäåàëüíûå ýëåìåíòû. Ïîäðîáíåå î íèõ ìîæíî ïðî÷è-
òàòü, íàïðèìåð, â [1]. Çàèíòåðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ñìîæåò âîññòàíîâèòü íåîáõîäèìûå äåòàëè
äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ñëó÷àÿ âîçíèêíîâåíèÿ èäåàëüíûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñå ðàññìîòðåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â ìîäåëè Êëåéíà. Ïðîâåäåì ïðÿìóþ PQ,
ïðåñåêàþùóþ ïðÿìûå A1A2, B1B2 è C1C2 â òî÷êàõ X, Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæåì, ÷òî
∠A1XP = ∠C2ZQ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì êîìïîçèöèþ öåíòðàëüíûõ ñèììåòðèé ZQ ◦ZP . ßñíî,
÷òî ýòà êîìïîçèöèÿ ïåðåâîäèò A1 â C1 è A2 â C2. Êðîìå òîãî, èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà
íååâêëèäîâûõ óãëîâ:

∠A1XP = ∠B2Y P = ∠B1Y Q = ∠C2ZQ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ñèììåòðèþ ZR, ïåðåâîäÿùóþ A1A2 â C1C2. Ïîñêîëüêó
∠A1XP = ∠C2ZQ, íåñëîæíî äîêàçàòü, ÷òî òî÷êà R äîëæíà ëåæàòü íà ïðÿìîé PQ. Â ñàìîì
äåëå, ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ öåíòðàëüíàÿ ñèììåòðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ A1A2 â C1C2, è åå öåíòð
� ýòî ñ îäíîé ñòîðîíû òî÷êà R, à ñ äðóãîé � íååâêëèäîâà ñåðåäèíà îòðåçêà PQ. Çíà÷èò, òî÷êà
R � ýòî íååâêëèäîâà ñåðåäèíà îòðåçêà PQ.

Ðàññìîòðèì åùå îäíó êëàññè÷åñêóþ (íî, âèäèìî, óæå íå øèðîêî èçâåñòíóþ) òåîðåìó.

Òåîðåìà 1 (Ôðåæüå). Ïóñòü äàíà êîíèêà è òî÷êà C íà íåé. Òîãäà õîðäû XY êîíèêè, êîòîðûå
âèäíû èç C ïîä ôèêñèðîâàííûì (îðèåíòèðîâàííûì) óãëîì, îãèáàþò íåêîòîðóþ êîíèêó.

À. Àêîïÿí. Ïóñòü X � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà íàøåé êîíèêè. Òîãäà äëÿ íåå ñóùåñòâóåò åäèí-
ñòâåííàÿ òî÷êà Y = f(X) íà êîíèêå, òàêàÿ, ÷òî îðèåíòèðîâàííûé óãîë ∠XCY ðàâåí çàäàííîìó.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X 7→ Y ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì.

Òåïåðü ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåâåäåì äàííóþ êîíèêó â îêðóæíîñòü. Òîãäà ïðî-
åêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå f ïåðåéäåò â ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå îêðóæíîñòè f̃ . Ïðîäîëæèì
åãî íà ïëîñêîñòü è áóäåì ñ÷èòàòü îêðóæíîñòü àáñîëþòîì ìîäåëè Êëåéíà. Â òàêîì ñëó÷àå ïðî-
äîëæåííîå ïðåîáðàçîâàíèå, êîòîðîå ìû òàêæå áóäåò îáîçíà÷àòü ÷åðåç f̃ , áóäåò ñîáñòâåííûì
äâèæåíèåì ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî. Êàæäîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîìïîçèöèåé äâóõ îñåâûõ ñèììåò-
ðèé. Â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñóùåñòâóþò òðè òèïà ñîáñòâåííûõ äâèæåíèé:
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ïîâîðîò (ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì), îðèöèêëè÷åñêèé ïîâîðîò (ñîîòâåòñòâó-
þùèé ïðÿìûì, ïåðåñåêàþùèìñÿ íà àáñîëþòå) è ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ (ñîîòâåòñòâóþùèé ðàñ-
õîäÿùèìñÿ ïðÿìûì). Íåñëîæíî âèäåòü. ÷òî ïîâîðîò ñîõðàíÿåò êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè,
îðèöèêëè÷åñêèé ïîâîðîò � îðèöèêëû, à ïàðàëëåëüíûé ïåðåíîñ � ýêâèäèñòàíòû. Ïîýòîìó â
çàâèñèìîñòè îò òèïà äâèæåíèÿ f̃ , âñå ïðÿìûå Xf̃(X) áóäóò îãèáàþò îêðóæíîñòü, îðèöèêë èëè
ýêâèäèñòàíòó. Êàæäàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ êîíèêîé, ïîýòîìó è åå ïðîîáðàç òàêæå áóäåò
êîíèêîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì ðåøåíèå ñëåäóþùåé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è.

Çàäà÷à 8. Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ABC è îêðóæíîñòü ω. Ïóñòü A′, B′, C ′ � ïîëþñû ïðÿ-
ìûõ BC, CA, AB îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè ω. Òîãäà ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå (ñì. ðèñ. 14).

A

C

B

A'

C'

B'

Ðèñ. 14:

Ðåøåíèå. Ñíîâà ïîñìîòðèì íà íàøó çàäà÷ó ÷åðåç ïðèçìó ìîäåëè Êëåéíà. Äëÿ îïðåäåëåí-
íîñòè ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà òðåóãîëüíèê ABC öåëèêîì ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè ω
(îáùèé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåíèÿ èäåàëüíûõ ýëåìåíòîâ; ïîäðîáíåå ñì. [1]).
Òîãäà ïðÿìûå AA′, BB′ è CC ′ � ýòî âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC.

Óïðàæíåíèå 13. Äîêàæèòå ýòî.

Òàêèì îáðàçîì, ìû îïÿòü ñâåëè çàäà÷ó ê êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò íååâêëè-
äîâà òðåóãîëüíèêà â îäíîé òî÷êå. Ëåã÷å âñåãî ýòî äîêàçàòü, ïåðåìåñòèâ òðåóãîëüíèê òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû îäíà èç åãî âåðøèí ñîâïàëà áû ñ öåíòðîì àáñîëþòà. Òîãäà íååâêëèäîâû âûñî-
òû òàêîãî òðåóãîëüíèêà ñîâïàäóò ñ åâêëèäîâûìè, ÷òî è çàâåðøàåò ðåøåíèå çàäà÷è.

Ìû çàâåðøèì ýòó ñòàòüþ ñëåäóþùåé çàäà÷åé, ïðåäñòàâëÿþùåéñÿ íàì î÷åíü òðóäíîé.

Çàäà÷à 9. Ðàññìîòðèì âïèñàííî-îïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæ-
íîñòü ñ öåíòðîì â O. Òîãäà öåíòðû Iab, Ibc, Icd è Ida âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ
OAB, OBC, OCD è ODA ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 15).

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, ïðèíàäëåæàùåå À.À. Çàñëàâñêîìó, ìîæíî íàéòè â [5].
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