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Ââåäåíèå.
� Áîþñü, ÷òî íå ñóìåþ âàì âñå ýòî îáúÿñíèòü, �
ó÷òèâî ïðîìîëâèëà Àëèñà. � ß è ñàìà íè÷åãî íå
ïîíèìàþ.

Ëüþèñ Êýððîëë, ¾Àëèñà â Ñòðàíå ×óäåñ¿.

Äàííàÿ êîëëåêöèÿ çàäà÷ ðàññ÷èòàíà íà øêîëüíèêîâ, îñâîèâøèõ êóðñ 9 êëàññà ñðåäíåé øêîëû ïî ãåîìåòðèè.
Îñíîâíîé öåëüþ ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ïðåæäå âñåãî ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêîé êóëüòóðû ó ó÷àùèõñÿ,
à òàêæå âêóñà ê ãåîìåòðè÷åñêèì çàäà÷àì. ß íå ñòàâèë ñâîåé öåëüþ íàòàñêàòü ó÷àùèõñÿ íà ðåøåíèå îëèì-
ïèàäíûõ çàäà÷. Ïîýòîìó ñðåäè çàäà÷ ïðàêòè÷åñêè íåò ¾ãðîáîâ¿ èëè çàäà÷ ñ ãðîìîçäêèìè ÷åðòåæàìè, ñòîëü
ëþáèìûõ ñîñòàâèòåëÿìè îëèìïèàä. Áîëüøèíñòâî êîíôèãóðàöèé î÷åíü åñòåñòâåííû è ïðîñòû, è òåì óäèâèòåëü-
íåå òîò ôàêò, ÷òî çà÷àñòóþ áîëüøèíñòâî ðåøåíèé äàëåêî íå òðèâèàëüíû.

Ýòà áðîøþðà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé. Â ïåðâîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ òàê íàçûâàåìûå îïîðíûå çàäà÷è, ýòàêèå
¾êèðïè÷èêè¿, èç êîòîðûõ ìîæíî ¾ñëîæèòü¿ ðåøåíèÿ áîëüøèíñòâà çàäà÷ ïî ïëàíèìåòðèè.

Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâîäÿòñÿ óñëîâèÿ çàäà÷. ß ñòàðàëñÿ îòîáðàòü çàäà÷è ñ îäíîé ñòîðîíû èíòåðåñíûå è áåç
íàãðîìîæäåíèé, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåñòàíäàðòíûå, êîòîðûì íå îñòàåòñÿ âðåìåíè íà óðîêàõ.

Â çàêëþ÷åíèå ÿ õîòåë áû âûðàçèòü áëàãîäàðíîñòü ó÷àùèìñÿ 9 ¾Á¿ è ¾Â¿ êëàññîâ, íà êîòîðûõ äàííûé
ñáîðíèê áûë îïðîáîâàí ëåòîì 2008 ãîäà (êàê ìíå êàæåòñÿ, íå áåç óñïåõà) è êîòîðûå ïðåäëîæèëè ìíîãî íîâûõ
ðåøåíèé, äàæå íåñìîòðÿ íà 30-ãðàäóñíóþ æàðó, îòñóòñòâèå ïàðò è íåîáõîäèìîñòü ïîñòîÿííî ãîòîâèòü êîíöåðòû,
ïîñâÿùåííûå ¾Äíþ òàïî÷åê¿.
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1. Îïîðíûå çàäà÷è.
� ×òî òîëêó â êíèæêå, � ïîäóìàëà Àëèñà, �
åñëè â íåé íåò êàðòèíîê?

Ëüþèñ Êýððîëë, ¾Àëèñà â Ñòðàíå ×óäåñ¿.

Ïåðåä òåì, êàê ðåøàòü çàäà÷è, ïîëåçíî îçíàêîìèòüñÿ ñ îñíîâíûìè ôàêòàìè øêîëüíîé ãåîìåòðèè. Ýòè ôàêòû
ìû1 íàçûâàåì îïîðíûìè çàäà÷àìè, ïîñêîëüêó íà íèõ ìîæíî îïåðåòüñÿ ïðè ðåøåíèè áîëåå ñëîæíûõ çàäà÷.

Îäíî èç îñíîâíûõ îòëè÷èé ãåîìåòðèè îò àëãåáðû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ãåîìåòðèÿ ìåíåå àëãîðèòìèçèðîâà-
íà: åñëè ïî âèäó àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è, êàê ïðàâèëî, ïîíÿòíî, êàê åå íóæíî ðåøàòü, òî ïî âèäó ãåîìåòðè÷åñêîé
çàäà÷è ýòî ìîæíî ñäåëàòü äàëåêî íå âñåãäà. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò îñíîâíóþ ñëîæíîñòü ïðè
ðåøåíèè ãåîìåòðè÷åñêèõ çàäà÷: ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå òâîð÷åñêîé íàóêîé, ÷òî äàëî ìíîãèì
ìàòåìàòèêàì ïðîøëîãî ïîâîä íàçâàòü åå îäíèì èç âèäîâ èñêóññòâà.

Äàííîå ïîñîáèå ïðèçâàíî ïîìî÷ü øêîëüíèêó îâëàäåòü ýòèì èñêóññòâîì. Äëÿ ýòîãî ìû îòîáðàëè èç âñåãî
ìíîãîîáðàçèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôàêòîâ è òåîðåì 25 óòâåðæäåíèé, êîòîðûå íàèáîëåå ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ ïðè
ðåøåíèè çàäà÷. Ýòè óòâåðæäåíèÿ ìû íàçûâàåì îïîðíûìè çàäà÷àìè, ïîñêîëüêó, îïèðàÿñü íà íèõ, ìîæíî ðåøèòü
ïðàêòè÷åñêè ëþáóþ çàäà÷ó ïî ãåîìåòðèè.

Îñíîâíàÿ èäåÿ îïîðíûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íåîáõîäèìî çàïîìíèòü îãðàíè÷åííûé (âåñüìà íåáîëü-
øîé!) íàáîð êîíêðåòíûõ óòâåðæäåíèé è ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âñïîìíèòü îïîðíûå çàäà÷è, êîòîðûå ìîãóò èìåòü
îòíîøåíèå ê äàííîé êîíôèãóðàöèè. Äëÿ ýòîãî, ðàçóìååòñÿ, íóæíî õîðîøî ïîìíèòü âñå îïîðíûå çàäà÷è (äëÿ
÷åãî èõ ïðåæäå âñåãî íóæíî ïðîðåøàòü) âìåñòå ñ êàðòèíêàìè è óñëîâèÿìè.

Äàííîå ïîñîáèå èìååò îäíó îòëè÷èòåëüíóþ îñîáåííîñòü: óñëîâèÿ îïîðíûõ çàäà÷ íå ïðèâîäÿòñÿ. Ýòî îáúÿñ-
íÿåòñÿ òåì, ÷òî øêîëüíèê, ðåøàÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó, âèäèò ïåðåä ñîáîé ÷åðòåæ, à íå òåêñò, ïîýòîìó äëÿ
ïðèìåíåíèÿ òîé èëè èíîé îïîðíîé çàäà÷è íåîáõîäèìî äåðæàòü â ãîëîâå èìåííî êàðòèíêó! Êðîìå òîãî, íàëè÷èå
òåêñòà âñåãäà âûçûâàåò èñêóøåíèå âûó÷èòü íàèçóñòü èìåííî åãî, ÷òî ðåäêî ïîìîãàåò íà ïðàêòèêå. Êàê ïðàâèëî,
èç ðèñóíêîâ ìîæíî ëåãêî äîãàäàòüñÿ, î ÷åì èäåò ðå÷ü, ïîñêîëüêó âñå ïðåäëàãàåìûå óòâåðæäåíèÿ äîëæíû áûòü
õîðîøî èçâåñòíû (ïî êðàéíåé ìåðå ó÷èòåëþ); êðîìå òîãî, íàçâàíèÿ ðèñóíêîâ îòðàæàþò òåìàòèêó òîé èëè èíîé
îïîðíîé çàäà÷è.

Öâåòà íà ðèñóíêàõ íå òîëüêî ïîìîãàþò âûäåëèòü òå èëè èíûå îáúåêòû, íî åùå è ñëóæàò äîïîëíèòåëüíûì
ïîÿñíåíèåì ê çàäà÷å: ÷åðíûì öâåòîì îáîçíà÷åíû îáúåêòû, êîòîðûå äàíû â óñëîâèè; ñèíèì öâåòîì âûäåëåíû
îáúåêòû, ïðî êîòîðûå ñòàâèòñÿ âîïðîñ â çàäà÷å (íàïðèìåð, ðàâåíñòâî îòðåçêîâ èëè óãëîâ); çåëåíûì öâåòîì îáî-
çíà÷åíû äîïîëíèòåëüíûå ïîñòðîåíèÿ, ïîìîãàþùèå ðåøèòü çàäà÷ó; íàêîíåö, êðàñíûì öâåòîì âûäåëåíû ïîäïèñè
è ôîðìóëû.

Ïîñëå òîãî, êàê îïîðíûå çàäà÷è áóäóò ïðîðàáîòàíû, ìîæíî íà÷èíàòü ðåøàòü çàäà÷è èç ÷àñòè 2. Íàäî ñêàçàòü,
÷òî ÿ íå ñòðåìèëñÿ ïîäîáðàòü çàäà÷è ïîä îïîðíûå ôàêòû, ò.å. òàê, ÷òîáû îíè ðåøàëèñü áûñòðî è ïðîñòî ñ
ïðèìåíåíèåì ïðèâåäåííûõ íèæå ôàêòîâ. Òåì íå ìåíåå ïîëó÷èëîñü èìåííî òàê. Íàâåðíîå, ýòî ãîâîðèò î òîì,
÷òî ñïèñîê îïîðíûõ çàäà÷ ïîëó÷èëñÿ íåïëîõèì.

Óäà÷è!

1ß è Ê.Â. Êîçåðåíêî
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Ðèñ. 1. Îñåâàÿ ñèììåòðèÿ
Ðèñ. 2. 6 ñòàíäàðòíûõ ïîäîáèé

Ðèñ. 3. Âïèñàííûå óãëû

Ðèñ. 4. Ìåòîä ïëîùàäåé

Ðèñ. 5. Ïðèçíàê ðàâíîáîêîñòè òðàïåöèè

2ab : (a+b)

(a+b) : 2
(a 2

+b
2 ) : 2

ab

Ðèñ. 6. Çàìå÷àòåëüíûå îòðåçêè â òðàïåöèè
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Ðèñ. 7. Ãîìîòåòèÿ

Ðèñ. 8. Âàðèíüîí Ðèñ. 9. Ìåòîä ñðåäíèõ ëèíèé

ab

c

d

x

y
x :y=?

Ðèñ. 10. Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè

m h

l

30

Ðèñ. 11. 4 ñâîéñòâà ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà

a b

abab

ba

Ðèñ. 12. Ñðåäíåå ãåîìåòðè÷åñêîå

B

D

a

b

c

d

a+c=b+d

A

C

A+C=B+D=180

Ðèñ. 13. Âïèñàííûå è îïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè
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Ðèñ. 14. 7 ÃÌÒ

b

b 1a
1

ba

Ðèñ. 15. Ñâîéñòâî áèññåêòðèñû

A

90 +A/2

I

Ðèñ. 16. Óãîë I

I

Ðèñ. 17. Òåîðåìà î òðåçóáöå

Ðèñ. 18. ×åâà Ðèñ. 19. Ìåíåëàé

x=?

ba

Ðèñ. 20. Îòðåçêè êàñàòåëüíûõ
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O

Ðèñ. 21. Öåíòðàëüíûé è âïèñàííûé óãëû

r=?

r2
r
1

Ðèñ. 22. Îáîáùåííàÿ òåîðåìà Ïèôàãîðà

PAPA 1=PB
2

PA PA1=PB PB1
=d

2
-R
2

PA PA1=PB PB1
=R

2
-d
2

A 1

B1

A1

A

P
P

B

AB

A

P

B 1

B

A1

Ðèñ. 23. Ïðîïîðöèîíàëüíûå îòðåçêè â êðóãå

c

c
x

b

Ðèñ. 24. c2 = x2 + b2 − 2bx cos γ
Ðèñ. 25. Áèññåêòðèñû ñìåæíûõ óãëîâ
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2. Óñëîâèÿ çàäà÷.
È åñëè òû ýòî íàéäåøü, ÷óæåñòðàíåö, óìîì ïîðàñêèíóâ,
È ñìîæåøü òî÷íî íàçâàòü êàæäîãî ñòàäà ÷èñëî,
Òî óõîäè, âîçãîðäèâøèñü ïîáåäîé, è áóäåò ñ÷èòàòüñÿ,
×òî â ýòîé ìóäðîñòè òû âñå äî êîíöà ïðåâçîøåë.

Àðõèìåä.

Âñå çàäà÷è, ïðåäñòàâëåííûå â äàííîì ñáîðíèêå, äåëÿòñÿ íà òàê íàçûâàåìûå ñþæåòû. Ñþæåò � ýòî íàáîð
çàäà÷, ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì îáùåé êîíôèãóðàöèåé èëè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ. Ðàçóìååòñÿ, èíîãäà ïîäîáíîå
ðàçäåëåíèå óñëîâíî, ïîñêîëüêó ìíîãèå çàäà÷è äîïóñêàþò íåñêîëüêî ðåøåíèé. Îäíàêî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ
íàèáîëåå ïðîñòûì è èçÿùíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå, èñïîëüçóþùåå òåìàòèêó äàííîãî ñþæåòà.

ß íå ñòàë ïðèâîäèòü ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîñêîëüêó èíà÷å ýòîò ñáîðíèê ðàçðîññÿ áû äî ðàçìåðîâ çàäà÷íèêà
Ïðàñîëîâà, ïðè÷åì íå ñòîëüêî ïîòîìó, ÷òî çäåñü ìíîãî çàäà÷ (êàê ðàç íàîáîðîò), ñêîëüêî ïîòîìó, ÷òî íåêîòîðûå
çàäà÷è äîïóñêàþò ÷óòü ëè íå 10 (!!!) ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé. Íàïðèìåð, íåñêîëüêî çàäà÷ î÷åíü ïðîñòî è áûñòðî
ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ èíâåðñèè (ñïàñèáî Æåíå Àëåêñååâîé, Ìèòå Ëåîíêèíó è Äèìå Ëîöìàíó çà ýòè ðåøåíèÿ).

Îñíîâíîå îòëè÷èå ñþæåòà îò ïîäáîðêè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷è èç îäíîãî ñþæåòà â îòëè÷èå îò ïîäáîðêè
èñïîëüçóþò îäíó êîíôèãóðàöèþ è ðàçíûå èäåè ðåøåíèÿ. Êðîìå òîãî, íàçâàíèå ñþæåòà íå âêëþ÷àåò îñíîâíîé
ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ èç íåãî.

Â íà÷àëå êàæäîãî ñþæåòà äàåòñÿ îïèñàíèå îñíîâíîé êîíôèãóðàöèè (åñëè îíà åñòü) è ââîäÿòñÿ íåîáõîäèìûå
îáîçíà÷åíèÿ. Îíè èñïîëüçóþòñÿ íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ñþæåòà áåç êàêèõ-ëèáî ïîÿñíåíèé.

Ñëåäóÿ Ìàÿêîâñêîìó

. . . Ïàðîâîç ïîñòðîèòü ìàëî �
íàêðóòèë êîëåñ è óòåê.
Åñëè ïåñíü íå ãðîìèò âîêçàëà,
òî ê ÷åìó ïåðåìåííûé òîê?..

ÿ ñòàðàëñÿ ñäåëàòü òàê, ÷òîáû êîíå÷íîé öåëüþ ëþáîãî ñþæåòà áûëî ðåøåíèå íåêîòîðîé ñëîæíîé è ÿðêîé çàäà÷è,
êîòîðóþ íåâîçìîæíî ðåøèòü áåç ïðåäâàðèòåëüíîé ïîäãîòîâêè. Ïåðâûå çàäà÷è ñþæåòà ÿâëÿþòñÿ ¾ââîäíûìè¿,
îíè ïîìîãàþò ðåøàòåëþ âîéòè â êóðñ äåëà è îñâîèòüñÿ ñ îñíîâíûìè èäåÿìè è ìåòîäàìè äàííîãî ñþæåòà.
Ïîñëåäóþùèå æå èäóò ïî âîçðàñòàíèþ ñëîæíîñòè, è, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò ðåçóëüòàòû ðàíåå âñòðå÷àâøèõñÿ
çàäà÷, ïîýòîìó ïåðåìåøèâàòü çàäà÷è âíóòðè ñþæåòà íå ðåêîìåíäóåòñÿ. Àïîôåîçîì ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíÿÿ çàäà÷à,
êîòîðàÿ è îáúÿñíÿåò, ¾ê ÷åìó ïåðåìåííûé òîê¿. Áîëåå òîãî, ïðåäûäóùèå çàäà÷è íå òîëüêî ïîìîãàþò åå ðåøèòü,
íî è âñêðûâàþò ïðè÷èíó äàííîãî ÿâëåíèÿ è îáúÿñíÿþò, êàê ìîæíî áûëî äîäóìàòüñÿ äî òàêîé çàäà÷è (âîïðîñ,
êîòîðûé î÷åíü ÷àñòî çàäàåòñÿ è íà êîòîðûé î÷åíü ðåäêî äàåòñÿ ÷åòêèé îòâåò).

Ñþæåòû ïðàêòè÷åñêè íåçàâèñèìû äðóã îò äðóãà, ïîýòîìó ìîæíî ðåøàòü èõ â ëþáîì ïîðÿäêå. Îäíàêî â
äàííîì ñáîðíèêå îíè ðàñïîëîæåíû, êàê ìíå êàæåòñÿ, ïî âîçðàñòàíèþ ñëîæíîñòè è èçîùðåííîñòè ðåøåíèé.

Ñðåäè ïðåäëàãàåìûõ íèæå çàäà÷ ïðàêòè÷åñêè íåò àâòîðñêèõ. Áîëüøèíñòâî èç íèõ ÿ çàèìñòâîâàë èç ðàçíûõ
ñáîðíèêîâ è çàäà÷íèêîâ. ß íå ñòàë óêàçûâàòü, îòêóäà ÿ âçÿë òó èëè èíóþ çàäà÷ó, ïîñêîëüêó, âî-ïåðâûõ, ýòî
óòîìèòåëüíî, âî-âòîðûõ, íåêîòîðûå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ â ðàçíûõ ñáîðíèêàõ, à â-òðåòüèõ, íåêîòîðûå çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ ¾êëàññèêîé¿ è âîñõîäÿò åùå ê Àðõèìåäó.
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Ñþæåò 1. ¾T¿ � êîíôèãóðàöèÿ â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå

Â ýòîì ñþæåòå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì ïðè âåðøèíå C è ïðîâåäåí-
íîé âûñîòîé CH. Îòðåçêè CH è AB íàïîìèíàþò ïåðåâåðíóòóþ áóêâó ¾Ò¿, îòêóäà è ïðîèñõîäèò íàçâàíèå ñþæåòà. Ýòà
êîíôèãóðàöèÿ î÷åíü ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, îäíàêî, êàê ïðàâèëî, îíà èñïîëüçóåòñÿ ëèøü â êà÷åñòâå
âñïîìîãàòåëüíîãî èíñòðóìåíòà. Ñåé÷àñ ìû óâèäèì, ÷òî è ñàìà ¾Ò¿ � êîíôèãóðàöèÿ îáëàäàåò áîãàòûìè ñâîéñòâàìè.
Íèæå ïðåäëîæåíû çàäà÷è, êîòîðûå äåìîíñòðèðóþò åå ñâÿçü ñ áèññåêòðèñàìè.

1.1. Ïóñòü CL, HL1 è HL2 � áèññåêòðèñû ïðÿìûõ óãëîâ ÂCH, B̂HC è ÂHC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êè C, H, L, L1 è L2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
1.2. Ïóñòü CL � áèññåêòðèñà óãëà ÂCH. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê BCL � ðàâíîáåäðåííûé.
1.3. Ïóñòü CL1 è CL2 � áèññåêòðèñû óãëîâ ÂCH è B̂CH ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî äèàìåòð âïèñàííîé
îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâåí îòðåçêó L1L2.
1.4. Ïóñòü I, I1 è I2 � öåíòðû âïèñàííûõ îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêîâ ABC, ACH è BCH ñîîòâåòñòâåííî.
Äîêàæèòå, ÷òî I1I2 = CI.
1.5. Äîêàæèòå, ÷òî I � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò â òðåóãîëüíèêå CI1I2.
1.6. Ïðÿìàÿ I1I2 ïåðåñåêàåò êàòåòû AC è BC â òî÷êàõM è N ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî CM = CN = CH.
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Ñþæåò 2. Ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê

Òåìà ýòîãî ñþæåòà � ïåäàëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê òðåóãîëüíèêà ABC îòíîñèòåëüíî òî÷êè
P � ýòî òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè â îñíîâàíèÿõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè P íà ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà
ABC. Çàìå÷ó, ÷òî òî÷êà P âîâñå íå îáÿçàíà ëåæàòü âíóòðè òðåóãîëüíèêà! Ïîäáîðêà ñîâñåì íåáîëüøàÿ, è ÿâëÿåòñÿ
òèïè÷íûì ïðèìåðîì ¾ëèêáåçà¿, ò.å. ôîðìèðóåò ó ó÷àùèõñÿ îáùåå ïðåäñòàâëåíèå îá îáúåêòå è î ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ, ñ
íèì ñâÿçàííûõ. Ïîýòîìó ñþäà íå âêëþ÷åíû òàêèå çàäà÷è, êàê ôîðìóëà Ýéëåðà, è ò.ä.

2.1. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà H1, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êå P îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû îòðåçêà P2P3, ÿâëÿåòñÿ
òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò â òðåóãîëüíèêå AP2P3.
2.2. Ïóñòü H1, H2 è H3 � îðòîöåíòðû â òðåóãîëüíèêàõ AP2P3, BP3P1 è CP1P2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
4H1H2H3 = 4P1P2P3.
2.3. Ïóñòü N1, N2 è N3 � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AP , BP è CP ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ òðåóãîëüíèêà
ABC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèê N1N2N3 ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó P1P2P3.
2.4. Ðàññìîòðèì ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê A1B1C1 òðåóãîëüíèêà ABC, ïîòîì ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê A2B2C2

òðåóãîëüíèêà A1B1C1, è, íàêîíåö, ïåäàëüíûé òðåóãîëüíèê A3B3C3 òðåóãîëüíèêà A2B2C2 îòíîñèòåëüíî îäíîé
è òîé æå òî÷êè P . Äîêàæèòå, ÷òî òðåóãîëüíèêè A3B3C3 è ABC ïîäîáíû.
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Ñþæåò 3. Âïèñàííûå óãëû è âïèñàííûå ÷åòûðåõóãîëüíèêè

Äàííûé ñþæåò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîëëåêöèþ çàäà÷ íà âïèñàííûå óãëû. Îñíîâíîé èäååé ýòèõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ äîêà-
çàòåëüñòâî òîãî, ÷òî êàêèå-òî òî÷êè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè. Â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñþæåòîâ, ýòè çàäà÷è íèêàê íå
ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì è ñêîðåå ñëóæàò äëÿ çàïîëíåíèÿ âðåìåíè, íåæåëè äëÿ äåìîíñòðàöèè íåêîòîðîé ÿðêîé èäåè.

3.1. ×åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü. Òî÷êà M � ñåðåäèíà äóãè ^ AB. Ïðÿìûå CM è DM
ïåðåñåêàþò ñòîðîíó AB â òî÷êàõ C ′ è D′ ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê CDC ′D′ âïèñàííûé.
3.2. Äîêàæèòå, ÷òî â ðàâíîáîêîé òðàïåöèè âåðøèíû áîêîâîé ñòîðîíû, òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è öåíòð
îïèñàííîé îêðóæíîñòè ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
3.3. Â ÷åòûðåõóãîëüíèêå äèàãîíàëè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O è âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. Èç òî÷êè O îïóùåíû
ïåðïåíäèêóëÿðû OPi (i = 1,. . . , 4) íà ñòîðîíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê P1P2P3P4

âïèñàííûõ.
3.4. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíû áèññåêòðèñà BL è âûñîòà BH. Èç âåðøèí A è C íà íåå îïóùåíû âûñîòû
AH1 è CH2. Òî÷êàM � ñåðåäèíà ñòîðîíû AC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êèM ,H,H1 èH2 ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
*Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð ýòîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê òðåóãîëüíèêà ABC.
3.5. Èç âåðøèíû ïàðàëëåëîãðàììà íà ñòîðîíû è äèàãîíàëü îïóùåíû ïåðïåíäèêóëÿðû. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ
ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ è òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
3.6. Â îêðóæíîñòü âïèñàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ACD (AC = CD). Â òî÷êå A ê îêðóæíîñòè ïðîâåäåíà
êàñàòåëüíàÿ. Ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà K íà ýòîé êàñàòåëüíîé ñîåäèíåíà ñ òî÷êîé C, è òî÷êà B � ïåðåñå÷åíèå
îêðóæíîñòè ñ îòðåçêîì KC. Ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD. Äîêàæèòå,
÷òî KP ïàðàëëåëüíî AD.
3.7. Äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1 è O2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ê ýòèì îêðóæíîñòÿì â òî÷êå
B ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå, ïåðåñåêàþùèå ðàäèóñû O1A è O2A â òî÷êàõ P1 è P2 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
P1P2 ïàðàëëåëüíî O1O2.
3.8. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê ABCD, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè P äóãè ^ AB îïó-
ñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû PI, PQ è PR íà ïðÿìûå AB, AC è BD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà I � öåíòð
âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà PQR.
3.9. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Ê îêðóæíîñòÿì â òî÷êå A ïðîâåäåíû êàñàòåëüíûå, âòîðè÷íî
ïåðåñåêàþùèå îêðóæíîñòè â òî÷êàõ P è Q ñîîòâåòñòâåííî. Îòðåçîê PQ ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå
R. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ RB ïåðåñåêàåò îòðåçîê AQ â åãî ñåðåäèíå.
3.10. Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ P è Q. Ïðÿìàÿ a ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü
â òî÷êàõ A1 è B1, à âòîðóþ � â òî÷êàõ A2 è B2. Äîêàæèòå, ÷òî ëèáî ∠A1PB2 = ∠B1QA2, ëèáî ∠A1PB2 +
∠B1QA2 = π (âîçìîæíû ðàçíûå ñëó÷àè!).
3.11. Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè, êàñàþùèåñÿ âíóòðåííèì îáðàçîì â òî÷êå P . Ïóñòü õîðäà BC ïåðâîé îêðóæ-
íîñòè êàñàåòñÿ âòîðîé îêðóæíîñòè â òî÷êå Q, à òî÷êà W � ñåðåäèíà äóãè ^ BC. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q,
W ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. *Ñðàâíèòå ýòó çàäà÷ó ñ ïðåäûäóùåé.
3.12. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ P è Q, ïðè÷åì öåíòð âòîðîé îêðóæíîñòè ëåæèò íà ïåðâîé îêðóæ-
íîñòè. Íà ïåðâîé îêðóæíîñòè âçÿëè ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó C è ñîåäèíèëè ñ P è Q. Ïóñòü R � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
CP ñî âòîðîé îêðóæíîñòüþ. Äîêàæèòå, ÷òî CQ = CR.
3.13. Ðàññìîòðèì äâå îêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ O1 è O2, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êàõ A è B. Ïðÿìàÿ O2A
ïåðåñåêàåò ïåðâóþ îêðóæíîñòü â òî÷êå C. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O1, O2, B è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
3.14. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ èç òî÷êè, ëåæàùåé íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè
òðåóãîëüíèêà ABC íà åãî ñòîðîíû, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé2. *Äîêàæèòå îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.
3.15. Äâå îêðóæíîñòè ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A è B. Íà ïåðâîé îêðóæíîñòè âçÿòà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà M .
Ïðÿìûå AM è BM ïåðåñåêàþò âòîðóþ îêðóæíîñòü â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà îòðåçêà PQ íå
çàâèñèò îò òî÷êè M .
3.16. Ïóñòü A1, B1 è C1 � ïðîèçâîëüíûå òî÷êè, ëåæàùèå íà ïðÿìûõ BC, CA è AB ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå,
÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ A1BC, AB1C è ABC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
3.17. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïðÿìûå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî îïèñàííûå îêðóæíîñòè ïîëó÷åííûõ òðå-
óãîëüíèêîâ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå3.
3.18. Ðàññìîòðèì øåñòèóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äâå ïàðû åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ
ñòîðîí ïàðàëëåëüíû (ïîïàðíî), òî è äâå îñòàâøèåñÿ ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû4.

2Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé Ñèìñîíà.
3Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Ìèêåëÿ.
4Ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ïàñêàëÿ.
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Ñþæåò 4. Ïðÿìàÿ Ýéëåðà è îêðóæíîñòü äåâÿòè òî÷åê

Ýòîò ñþæåò ïîñâÿùåí êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, ñâÿçàííûì ñ èìåíåì Ýéëåðà. Îäíàêî ïîäõîä ê äîêàçàòåëüñòâó îñ-
íîâíîãî óòâåðæäåíèÿ îá îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê îòëè÷àåòñÿ îò îáùåïðèíÿòîãî. Çäåñü ìû ñòàðòóåì ñ îêðóæíîñòè,
îïèñàííîé âîêðóã îðòîòðåóãîëüíèêà, à íå âîêðóã ñðåäèííîãî òðåóãîëüíèêà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò çàäà÷è, êîòîðûå
îñòàâàëèñü â òåíè ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå. Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû î
ïðÿìîé Ýéëåðà.

4.1. Äîêàæèòå, ÷òî AH = 2OMA, ãäå MA � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC.
4.2. Äîêàæèòå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî −−→OH =

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC.

4.3. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè O, M è H ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé5, è òî÷êà M äåëèò îòðåçîê OH â îòíîøåíèè 1 : 2.
4.4. Îáîçíà÷èì ÷åðåç OA ñåðåäèíó îòðåçêà AH. Àíàëîãè÷íî ââåäåì òî÷êè OB è OC . ÏóñòüHA èHB � îñíîâàíèÿ
âûñîò, ïðîâåäåííûõ èç âåðøèí A è B ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè HAHB è OC ïåðïåíäèêóëÿðíû.
4.5. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà HABHC . Äîêàæèòå, ÷òî åå öåíòð � ýòî òî÷êà
OB .
4.6. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà HAHBHC . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè OA, OB è OC
òàêæå ëåæàò íà ýòîé îêðóæíîñòè.
4.7. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòü èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïåðåñåêàåò ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ABC â èõ ñåðåäèíàõ6.
4.8. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòð îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê ëåæèò íà ïðÿìîé Ýéëåðà. Áîëåå òîãî, îí äåëèò îòðåçîê OH
ïîïîëàì.

5Îíà íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé Ýéëåðà.
6Ïîëó÷åííàÿ îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îêðóæíîñòüþ äåâÿòè òî÷åê.
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Ñþæåò 5. Ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà

Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, ýòîò ñþæåò ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ïðåäûäóùåãî. ß âûäåëèë åãî â îòäåëüíûé
ðàññêàç íå ïîòîìó, ÷òî çäåñü òðåáóþòñÿ êàêèå-òî íîâûå èäåè è ìåòîäû (íàîáîðîò, òå æå ñàìûå), à ïîòîìó, ÷òî ïàðàëëå-
ëîãðàììàì Ýéëåðà êàê ïðàâèëî âîîáùå íå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèÿ. Ìåæäó òåì ýòî î÷åíü âàæíûé îáúåêò â òðåóãîëüíèêå,
êîòîðûé ïîìîãàåò áûñòðî è ïðîñòî ðåøàòü íà ïåðâûé âçãëÿä ¾ãðîáîâûå¿ çàäà÷è. Ìíîãèå çàäà÷è èç ïðåäûäóùåãî
ñþæåòà òàêæå äîïóñêàþò ðåøåíèå ÷åðåç ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà. ß ðåêîìåíäóþ â ýòîì óáåäèòüñÿ.

5.1. Ïóñòü OA � ñåðåäèíà îòðåçêà AH. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèêè AOMOA è OAOMH ÿâëÿþòñÿ ïà-
ðàëëåëîãðàììàìè7 (ãäå O � öåíòð îïèñàííîé îêðóæíîñòè, à M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC).
5.2. Ðåøèòå çàäà÷è ïðåäûäóùåãî ñþæåòà, èñïîëüçóÿ ïàðàëëåëîãðàììû Ýéëåðà.
5.3. Ðàññìîòðèì òî÷êè O1, O2 è O3, ñèììåòðè÷íûå òî÷êå O îòíîñèòåëüíî ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå,
÷òî ïðÿìûå AO1, BO2 è CO3 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Êàê íàçûâàåòñÿ ýòà òî÷êà?
5.4. Ðàññìîòðèì äóãó ^ MAHA îêðóæíîñòè äåâÿòè òî÷åê, âûñåêàåìóþ íà íåé ñòîðîíîé BC. Äîêàæèòå ÷òî
ãðàäóñíàÿ ìåðà ýòîé äóãè ðàâíà 2|β−γ|, ãäå β è γ � óãëû òðåóãîëüíèêà ABC ïðè âåðøèíàõ B è C ñîîòâåòñòâåííî.
*Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ãðàäóñíûõ ìåð äâóõ òàêèõ äóã ðàâíà ãðàäóñíîé ìåðå òðåòüåé äóãè.
5.5. Äîêàæèòå ôîðìóëó Ýéëåðà: OH2 = 9R2 − (a2 + b2 + c2).

7Ýòè ïàðàëëåëîãðàììû íàçûâàþòñÿ ïåðâûì è âòîðûì ïàðàëëåëîãðàììàìè Ýéëåðà ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñþæåò 6. Âñå îá îðòîöåíòðå

Â ýòîì ñþæåòå ðå÷ü ïîéäåò î ñâîéñòâàõ îðòîöåíòðà òðåóãîëüíèêà. Ìíîãèå åãî ñâîéñòâà óæå âñòðå÷àëèñü ðàíåå (ñì. ñþ-
æåòû îá îêðóæíîñòè, ïðÿìîé è ïàðàëëåëîãðàììàõ Ýéëåðà). Íèæå ïðèâîäÿòñÿ íîâûå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà îðòîöåíòðà,
êàê õîðîøî èçâåñòíûå, òàê è ñîâñåì íîâûå. Îðòîöåíòð ìû áóäåì îáîçíà÷àòü áóêâîé H.

6.1. Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíèê, âïèñàííûé â îêðóæíîñòü. Èç ïðîèçâîëüíîé òî÷êè îêðóæíîñòè îïóñòèì ïåð-
ïåíäèêóëÿðû íà ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà. Äîêàæèòå, ÷òî îñíîâàíèÿ ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿðîâ îáðàçóþò ïîëíûé
÷åòûðåõâåðøèííèê (ò.å. ëþáàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíàìè â òðåõ äðóãèõ òî÷êàõ).
*Äîêàæèòå àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ ïàðû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ôèêñè-
ðîâàííóþ òî÷êó îêðóæíîñòè.
6.2. Äîêàæèòå, ÷òî AH2 = 4R2 − a2, ãäå a � äëèíà ñòîðîíû BC, à R � ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
6.3. Ðàññìîòðèì âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü HA � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà BCD. Àíàëîãè÷íî
îïðåäåëèì òî÷êà HB , HC è HD. Äîêàæèòå, ÷òî AB = HAHB . *Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AHA, BHB , CHC è DHD

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå è äåëÿòñÿ ýòîé òî÷êîé ïîïîëàì.
6.4. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó îòíîñèòåëüíî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, ëåæèò íà åãî îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè. *Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà, öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íàÿ îðòîöåíòðó îòíîñèòåëüíî ñåðåäèíû ñòîðîíû
òðåóãîëüíèêà, òîæå ëåæèò íà åãî îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
6.5. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé âîêðóã òðåóãîëüíèêà HBC, ðàâåí ðàäèóñó îêðóæíîñòè,
îïèñàííîìó âîêðóã òðåóãîëüíèêà ABC.
6.6. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìûå Ýéëåðà òðåóãîëüíèêîâ HBC, AHC è ABH ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.
6.7. Ðàññìîòðèì òðè ðàâíûå îêðóæíîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç îäíó òî÷êó H. Ïóñòü A, B è C � âòîðûå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ îêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî H � îðòîöåíòð òðåóãîëüíèêà ABC.
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Ñþæåò 7. Âîêðóã áèññåêòðèñ, ¾ëàïîê¿ è òî÷åê âèäà W

Ýòîò ñþæåò äîñòàòî÷íî áîëüøîé è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðàçëè÷íûå çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ áèññåêòðèñàìè òðåóãîëüíèêà. Ïðè
ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ïðåäëàãàåìûõ íèæå, îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ÿâëÿþòñÿ ëåììà î òî÷êå I è òåîðåìà î ¾ëàïêå¿
(òî÷êà W ). Íàïîìíþ, ÷òî ëåììà î òî÷êå I çàêëþ÷àåòñÿ â ðàâåíñòâå \BIC = π+α

2
; òî÷êà W � ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà ñ îïèñàííîé îêðóæíîñòüþ; òåîðåìà î ¾ëàïêå¿ ãëàñèò, ÷òî WB = WC = WI = WIA. Åñëè
ýòè ôàêòû íåèçâåñòíû ðåøàòåëþ, ÿ ðåêîìåíäóþ äîêàçàòü èõ, ïðåæäå ÷åì ðåøàòü çàäà÷è ýòîãî ñþæåòà.

7.1. Ïóñòü ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îïèñàí âîêðóã îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â òî÷êå O. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M è
N òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïàð åãî ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí AB, CD è BC, AD ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî
∠AOM = ∠CON .
7.2. Ïóñòü îêðóæíîñòü, âïèñàííàÿ â òðåóãîëüíèê ABC, êàñàåòñÿ ñòîðîí AB, BC è AC â òî÷êàõ M , K è N
ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü A′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ MN è AI, à C ′ � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îòðåçêîâ KN è
CI. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè A, A′, C ′ è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
7.3. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåé çàäà÷è ïóñòü P � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ BI è MN . Äîêàæèòå, ÷òî óãîë B̂PC
ïðÿìîé.
7.4. Ðàññìîòðèì âïèñàííûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Ïóñòü IA � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ òðåóãîëüíèêà
BCD. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì òî÷êà IB , IC è ID. Äîêàæèòå, ÷òî ÷åòûðåõóãîëüíèê IAIBICID � ïðÿìîóãîëüíèê.
7.5. Ïóñòü HA � îñíîâàíèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà ABC, îïóùåííîé íà ñòîðîíó BC, òî÷êè I è Ia � öåíòðû
âïèñàííîé è âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòåé òðåóãîëüíèêà ABC ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ∠IHAC = ∠IaHAC.
7.6. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ I â òðåóãîëüíèêå ABC ÿâëÿåòñÿ îðòîöåíòðîì òðåóãîëüíèêà
WAWBWC .
7.7. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, îïèñàííóþ âîêðóã òðåóãîëüíèêà IABC, ãäå òî÷êà IA � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, êàñàþùåéñÿ ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî åå öåíòð ëåæèò íà îïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
7.8. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü, âïèñàííóþ â óãîë B̂AC è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó I. Ïóñòü îíà êàñàåòñÿ ñòîðîí
óãëà â òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê PQ êàñàåòñÿ âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
7.9. Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî MW = ra−r

2 (ãäå ra è r � ðàäèóñû âíåâïèñàííîé è
âïèñàííîé îêðóæíîñòåé ñîîòâåòñòâåííî).
7.10. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà t ¾ëàïêè¿ (ò.å. äëèíà îòðåçêà WB) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå t2 = R(ra − r).
7.11. Äîêàæèòå ôîðìóëû Ýéëåðà:
a) OI2 = R2 − 2Rr;
b) OI2

a = R2 + 2Rra;
c) II2

a = 4R(ra − r).
7.12. Ðàññìîòðèì ïîëóâïèñàííóþ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC, ò.å. îêðóæíîñòü, êàñàþùóþñÿ ñòîðîí AB,
AC â òî÷êàõ K è L è îïèñàííîé îêðóæíîñòè â òî÷êå V . Áèññåêòðèñà óãëà B̂V C ïåðåñåêàåò îòðåçîê KL â òî÷êå
I. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà I � öåíòð âïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà ABC.
7.13. Äîêàæèòå, ÷òî ðàäèóñ ïîëóâïèñàííîé îêðóæíîñòè èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è ðàâåí r1 = r

cos2 α/2 .
7.14. Îáîçíà÷èì ÷åðåç WA òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñû âíåøíåãî óãëà ïðè âåðøèíå A ñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòüþ. Äîêàæèòå òåîðåìó î âòîðîé ëàïêå: WAB = WAC = WAIB = WAIC .
7.15. Ïóñòü M � ñåðåäèíà ñòîðîíû BC. Äîêàæèòå, ÷òî MWA = rb+rc

2 .
7.16. Äîêàæèòå, ÷òî äëèíà s ¾âòîðîé ëàïêè¿ (ò.å. äëèíà îòðåçêàWAB) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå s2 = R(rb+rc).
7.17. Äîêàæèòå âòîðóþ ôîðìóëó Êàðíî: ra + rb + rc = r+ 4R. *Ýòà ôîðìóëà âåðíà òîëüêî äëÿ îñòðîóãîëüíîãî
òðåóãîëüíèêà. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã ýòîé ôîðìóëû äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
7.18. Ïóñòü da, db è dc � ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè O äî ñåðåäèí ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ABC. Äîêàæèòå ïåðâóþ ôîð-
ìóëó Êàðíî: da+db+dc = r+R. *Ýòà ôîðìóëà âåðíà òîëüêî äëÿ îñòðîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà. Ñôîðìóëèðóéòå
è äîêàæèòå àíàëîã ýòîé ôîðìóëû äëÿ òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà.
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Ñþæåò 8. Ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû â îêðóæíîñòè

Îñíîâîé äëÿ çàäà÷ ýòîãî ñþæåòà ÿâëÿåòñÿ, êàçàëîñü áû, ñîâñåì ïðîñòàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñî âçàèìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíûìè õîðäàìè â îêðóæíîñòè. Îäíàêî ìíîãèå çàäà÷è èç ýòîé ñåðèè îáëàäàþò áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé, à
íåêîòîðûå, òèïà çàäà÷è Àðõèìåäà, äàâíî ñòàëè êëàññè÷åñêèìè. Ïðèâîäèìûå íèæå çàäà÷è ñëàáî ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì,
ïîýòîìó ìîæíî ðåøàòü èõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå.

8.1. Ðàññìîòðèì àðáåëîñ, ò.å. òðè ïîïàðíî êàñàþùèåñÿ ïîëóîêðóæíîñòè ñ öåíòðàìè íà îäíîé ïðÿìîé. Ïóñòü
òî÷êè A, B è C ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè êàñàíèÿ ýòèõ ïîëóîêðóæíîñòåé. Îòðåçîê BH ïåðïåíäèêóëÿðåí AC, à îòðåçîê
KL � îáùàÿ âíåøíÿÿ êàñàòåëüíàÿ ìàëûõ ïîëóîêðóæíîñòåé. Äîêàæèòå, ÷òî BH = KL.
8.2. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ äèàìåòðà îêðóæíîñòè íà åå õîðäó âûñåêàåò íà íåé ðàâíûå îòðåçêè.
8.3. Ïóñòü äâå ïåðïåíäèêóëÿðíûå õîðäû äåëÿòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ íà îòðåçêè äëèíû a, b, c è d. Äîêàæèòå
ôîðìóëó Àðõèìåäà: a2 + b2 + c2 + d2 = 4R2.
8.4. Ðàññìîòðèì îêðóæíîñòü ñ äèàìåòðîì AB. Ïóñòü O � ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà îêðóæíîñòè. Ïðîâåäåì âòîðóþ
îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå O, êàñàþùóþñÿ äèàìåòðà AB â òî÷êå K è ïåðåñåêàþùóþ ïåðâóþ îêðóæíîñòü â
òî÷êàõ P è Q. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçîê PQ äåëèò ðàäèóñ OK ïîïîëàì.
8.5. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ñî âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè, âïèñàííûé â îêðóæ-
íîñòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ åãî äèàãîíàëåé, à ÷åðåç H1 � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåí-
íîãî èç ýòîé òî÷êè íà ñòîðîíó AB. Äîêàæèòå, ÷òî ïðÿìàÿ PH1 ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà â åå ñåðåäèíå.
8.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíû ñòîðîí ÷åòûðåõóãîëüíèêà èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è è îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.
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Ñþæåò 9. Òåîðåìà ×åâû, èëè ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ

Â äàííîì ñþæåòå ïðèñóòñòâóþò çàäà÷è, â êîòîðûõ îñíîâíàÿ êîíôèãóðàöèÿ � òðè îòðåçêà â òðåóãîëüíèêå, ïåðåñå-
êàþùèåñÿ â îäíîé òî÷êå. Êàçàëîñü áû, åñòåñòâåííî, ÷òî îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷ äîëæíà
áûëà áû áûòü òåîðåìà ×åâû. Ïðèâîäèìûå íèæå çàäà÷è äåéñòâèòåëüíî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû, îäíàêî
çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîå èõ ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ. . . ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè.

9.1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ìåäèàíà AM . Íà íåé îòìå÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà N , ÷åðåç êîòîðóþ
ïðîâåäåíû ÷åâèàíû BK è CL. Îòðåçîê KL ïåðåñåêàåò ìåäèàíó AM â òî÷êå P . Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà P �
ñåðåäèíà îòðåçêà KL.
9.2. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà âûñîòà AH. Íà íåé îòìå÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà N , ÷åðåç êîòîðóþ ïðî-
âåäåíû ÷åâèàíû BK è CL. Äîêàæèòå, ÷òî âûñîòà AH � áèññåêòðèñà óãëà K̂HL.
9.3. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ÷åâèàíà AP . Íà íåé îòìå÷åíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà N , ÷åðåç êîòîðóþ ïðîâå-
äåíû ÷åâèàíû BK è CL. Ïðÿìûå PK è PL ïåðåñåêàþò ïðÿìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ñòîðîíå BC è ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
âåðøèíó A, â òî÷êàõ X è Y ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AX = AY . Òåïåðü ïîïðîáóéòå ðåøèòü ïðåäûäóùóþ
çàäà÷ó.
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Ñþæåò 10. Òî÷êà Òîðè÷åëëè

Ýòîò ñþæåò ïîñâÿùåí êëàññè÷åñêîé òåìå, ñâÿçàííîé ñ òî÷êîé Òîðè÷åëëè. Îäíàêî ÿ ïðåäëàãàþ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê
äîêàçàòåëüñòâó îñíîâíîãî ñâîéñòâà òî÷êè Òîðè÷åëëè, ÷òî ïîçâîëÿåò ïðîäåìîíñòðèðîâàòü íåêîòîðûå èíòåðåñíûå êîí-
ñòðóêöèè, ñâÿçàííûå ñ ýòî çàìå÷àòåëüíîé òî÷êîé. Íàïîìíþ, ÷òî òî÷êîé Òîðè÷åëëè íàçûâàåòñÿ òî÷êà T òðåóãîëüíèêà,
èç êîòîðîé êàæäàÿ èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà âèäíà ïîä óãëîì 2π

3
. Âî âñåõ çàäà÷àõ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òî÷êà Òîðè÷åë-

ëè ñóùåñòâóåò. Ìîæíî äîêàçàòü (ïîïðîáóéòå ýòî ñäåëàòü), ÷òî òî÷êà Òîðè÷åëëè ñóùåñòâóåò â ëþáîì òðåóãîëüíèêå ñ
óãëàìè, ìåíüøèìè 2π

3
.

10.1. Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíûå òðåóãîëüíèêè ABC1, BCA1 è CAB1, ïîñòðîåííûå íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ABC
âî âíåøíþþ ñòîðîíó. Äîêàæèòå, ÷òî îêðóæíîñòè, îïèñàííûå âîêðóã ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïåðåñåêàþòñÿ
â îäíîé òî÷êå. *Ïîäóìàéòå, ÷òî áóäåò, åñëè ñòðîèòü òðåóãîëüíèêè âîâíóòðü.
10.2. Äîêàæèòå, ÷òî öåíòðû OA, OB è OC ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, ïîñòðîåííûõ â ïðåäûäóùåé çàäà÷å,
îáðàçóþò ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê8.
10.3. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Òîðè÷åëëè T .
10.4. Äîêàæèòå, ÷òî AA1 = BB1 = CC1 = AT +BT + CT .
10.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè â ïðàâèëüíîì òðåóãîëüíèêå äî åãî ñòîðîí ïîñòî-
ÿííî.
10.6. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòîÿíèé îò òî÷êè X äî âåðøèí òðåóãîëüíèêà ABC ìèíèìàëüíà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà X = T � òî÷êà Òîðè÷åëëè9.

P.S.
� Çà÷åì ÷èòàòü âñþ ýòó åðóíäó, � ïðåðâàë åå
Êâàçè, � åñëè òû âñå ðàâíî íå ìîæåøü íè÷åãî
îáúÿñíèòü?

Ëüþèñ Êýððîëë, ¾Àëèñà â Ñòðàíå ×óäåñ¿.

8Ýòîò òðåóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ òðåóãîëüíèêîâ Íàïîëåîíà, õîòÿ óòâåðæäåíèå çàäà÷è âïåðâûå áûëî äîêàçàíî Ëàïëàñîì.
9Ïîïðîáóéòå ïðèäóìàòü äâà ðåøåíèÿ: îäíî � ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 10.4, âòîðîå � ñ ïîìîùüþ çàäà÷è 10.5.
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