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Ïðåäèñëîâèå

Êàêèì ìû âèäèì îêðóæàþùèé íàñ ìèð?
Äàëüíèå îáúåêòû íàì êàæóòñÿ ìåëêèìè, áëèæ-
íèå � êðóïíûìè, à æåëåçíîäîðîæíûå ðåëüñû
� ñõîäÿùèìèñÿ ê ãîðèçîíòó. Íà èçîáðàæåíèè
êóáà ðåáðà íå òîëüêî íå îáðàçóþò ïðÿìûõ
óãëîâ, íî äàæå íå ëåæàò íà ïàðàëëåëüíûõ
ïðÿìûõ. Íà ôîòîãðàôèè âûñîòíîãî çäàíèÿ,

ñäåëàííîé ñ áëèçêîãî ðàññòîÿíèÿ, êîíòóðû îùóòèìî ñæèìàþòñÿ.

Åâêëèäîâà ãåîìåòðèÿ íå â ñîñòîÿíèè îáúÿñ-
íèòü ýòè ÿâëåíèÿ. Òàì ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå
íå ïåðåñåêàþòñÿ, à óãëû ïðè äîïóñòèìûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ñîõðàíÿþòñÿ. Àäåêâàòíîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ
öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ.

Èçó÷åíèå öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè íà÷àëè õó-
äîæíèêè åùå â XIV - XV ââ. Îíè õîòåëè,
÷òîáû èçîáðàæåíèå íà õîëñòå ñîâïàäàëî ñ òåì,

÷òî ìû ðåàëüíî âèäèì. Î÷åíü ñêîðî áûëà ðåøåíà çàäà÷à ïîñòðîå-
íèÿ òàê íàçûâàåìîãî ïåðñïåêòèâíîãî èçîáðàæåíèÿ. Äëÿ ýòîãî áûëè
ðàçðàáîòàíû íàáîðû ýìïèðè÷åñêèõ ïðàâèë, ñîñòàâëåíû ñáîðíèêè
âíóòðèöåõîâûõ ðåìåñëåííûõ ðåöåïòîâ. Ïîòîì çà äåëî âçÿëèñü ìàòå-
ìàòèêè, ÷òî ïðèâåëî, âî-ïåðâûõ, ê îòêðûòèþ íîâûõ çàìå÷àòåëüíûõ
ôàêòîâ, à, âî-âòîðûõ, ê ãëóáîêèì îáîáùåíèÿì, ïîçâîëèâøèì, íàïðè-
ìåð, À. Êýëè â êîíöå XIX âåêà ñêàçàòü, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ
� ýòî âñÿ ãåîìåòðèÿ.

Â ýòîé êíèãå ìû ïîçíàêîìèìñÿ ñ îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè, òåîðå-
ìàìè è êîíñòðóêöèÿìè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ ïðè
ýòîì, ÷òî ÷èòàòåëü õîòÿ áû îò÷àñòè âëàäååò îñíîâíûìè ïîíÿòèÿìè
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ëèíåéíîé àëãåáðû, òî åñòü çíàåò, ïî êðàéíåé ìåðå, ÷òî òàêîå âåê-
òîðíîå ïðîñòðàíñòâî, áàçèñ è ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïîñêîëüêó
àâòîðû ìíîãî ëåò ïðåïîäàþò ìàòåìàòèêó â ëèöåå ¾Âòîðàÿ øêîëà¿,
ïðåäïîëàãàåìûé ÷èòàòåëü áîëüøå âñåãî ïîõîæ íà íåðàâíîäóøíîãî ê
ìàòåìàòèêå ñòàðøåêëàññíèêà èëè ïåðâîêóðñíèêà.

Íî åñòü åùå îäíà âàæíàÿ öåëü, êîòîðóþ àâ-
òîðû ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé, çàäóìàâ íàïèñàòü
ýòó êíèãó.

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà ïðîèçîøëî ñî-
áûòèå, ñîïîñòàâèìîå ïî ñâîåìó èñòîðè÷åñêîìó
è öèâèëèçàöèîííîìó çíà÷åíèþ ñ ïîÿâëåíèåì â Äðåâíåé Ãðåöèè äå-
äóêòèâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìàòåìàòèêè íà÷àëè ïîíèìàòü,
÷òî äîëæíî áûòü ïîçâîëåíî ðàññóæäàòü îá îáúåêòàõ, íå èìåþùèõ
íèêàêîé íàãëÿäíîé èëè ÷óâñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè. Â 1870 ãîäó ïî-
ëó÷èëà ïðèçíàíèå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòî ïðîèçîøëî ïîñëå
òîãî, êàê Ôåëèêñ Êëåéí îáíàðóæèë â îäíîé ðàáîòå Àðòóðà Êýëè
¾ìîäåëü¿, ïîçâîëÿþùóþ îòîæäåñòâèòü îáúåêòû è ñîîòíîøåíèÿ ãåî-
ìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñ íåêîòîðûìè îáúåêòàìè è ñîîòíîøåíèÿìè
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ýòèì îí äîêàçàë, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî
íåïðîòèâîðå÷èâà â òîé æå ìåðå, ÷òî è åâêëèäîâà, � ïðîòèâîðå÷èå â
îäíîé èç íèõ íåîáõîäèìî âëå÷åò ïðîòèâîðå÷èå â äðóãîé. Â 1872 ãîäó
ïî÷òè îäíîâðåìåííî Êàíòîð, Äåäåêèíä è Âåéåðøòðàññ äàëè îïðåäåë-
íèå (ïðàâäà, äîâîëüíî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè) âåùåñòâåííîãî ÷èñëà,
çàòåì Âåéåðøòðàññ ïðåäëîæèë èäåþ ââåäåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷è-
ñåë â âèäå êëàññîâ ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è, íàêîíåö, â 1888 ãîäó
Äåäåêèíä ñôîðìóëèðîâàë ïîëíóþ ñèñòåìó àêñèîì äëÿ àðèôìåòèêè
(àêñèîìû Ïåàíî). Â ãåîìåòðèè ïîõîæèå ïðîöåññû çàâåðøèëèñü âû-
õîäîì â 1899 ãîäó êíèãè Ãèëüáåðòà ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿, ãäå îí
îáúÿñíèë, ÷òî ïðÿìàÿ, òî÷êà è ïëîñêîñòü ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ñâÿçè
ñ òåìè àêñèîìàìè, êîòîðûå äëÿ íèõ âûáèðàþòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè,
íàçâàòü ëè èõ òî÷êàìè, ïðÿìûìè, ïëîñêîñòÿìè èëè æå ñòîëàìè, ñòó-
ëüÿìè, ïèâíûìè êðóæêàìè, � ýòî áóäóò òå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ
ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàåìûå àêñèîìàìè. Ðîäèëñÿ íîâûé
ôîðìàëüíûé ÿçûê! È íîâàÿ èíòóèöèÿ! Òåïåðü ¾èíòóèöèÿ îòíþäü
íå îáÿçàòåëüíî èìååò ïðîñòðàíñòâåííóþ èëè ÷óâñòâåííóþ ïðèðîäó,
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êàê ÷àñòî äóìàþò, à ñêîðåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå çíàíèå ïî-
âåäåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ÷àñòî ïðèáåãàþùåå ê ïîìîùè
îáðàçîâ ñàìîé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, íî îñíîâàííîå ïðåæäå âñåãî íà
ïîâñåäíåâíîì çíàêîìñòâå ñ ýòèìè îáúåêòàìè¿ (Áóðáàêè).
Âñëåäñòâèå òàêîãî ðàçâèòèÿ íàóêè â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè

ïîÿâèëèñü ðàçðûâû. Òî÷êà ðàçðûâà � ýòî íåâåðíî ñôîðìèðîâàí-
íàÿ èíòóèöèÿ èëè, èíûìè ñëîâàìè, ýòî ðàçðûâ â ìàòåìàòè÷åñêîé
êóëüòóðå. Òî÷êè ðàçðûâà â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè ñèëüíî ñíè-
æàþò åãî óðîâåíü è êà÷åñòâî. Â ìàòåìàòèêå åñòü òåîðèè è ïîíÿòèÿ
(îáùàÿ òîïîëîãèÿ, ëèíåéíàÿ àëãåáðà, àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà è äð.)
íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿ äðóãèõ òåîðèé. Î÷åíü ÷àñòî ýòè ïðåä-
âàðèòåëüíûå òåîðèè â ìàòåìàòèêå èçëàãàþòñÿ ôîðìàëüíî è ïðè ýòîì
áåç êàêèõ-ëèáî ìîòèâèðîâîê. Íî ñàìîå ñòðàøíîå ÷òî, êàê ïðàâèëî,
ýòè ôîðìàëüíûå êîíñòðóêöèè îáðóøèâàþòñÿ íà ãîëîâó ñîâåðøåííî
íå ïîäãîòîâëåííîãî ê íèì áûâøåãî øêîëüíèêà. Íå ïîäãîòîâëåííî-
ãî ïîòîìó, ÷òî ¾øêîëüíàÿ¿ ìàòåìàòèêà êîíêðåòíà. Òàì ïî÷òè íåò
âîçìîæíîñòè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ôîðìàëüíûì ÿçûêîì èçëîæåíèÿ. À ê
ôîðìàëüíîìó ÿçûêó íàäî åùå ïðèâûêíóòü, íàäî óìåòü åãî óçíàâàòü,
íàäî âûðàáîòàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ èíòóèöèþ. Íà ýòî íóæíî âðåìÿ.
Òàê âîò ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ, èãðàÿ ðîëü ñâîåãî ðîäà ìîñòèêà

ìåæäó øêîëîé è âóçîì, äàåò óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü ïîçíàêîìèòü-
ñÿ ñ íåêîòîðûì ôîðìàëüíûì ÿçûêîì è óâèäåòü êàê ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ÿçûêà ìîæíî ïîñòðîèòü ñîäåðæàòåëüíóþ òåîðèþ. Â êíèãå ÷åðåäóþò-
ñÿ àëãåáðàè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå ãëàâû, è áîëüøèíñòâî ôàêòîâ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ñ äâóõ ñòîðîí. Êðîìå òîãî, íàì æàëü, ÷òî ïðî-
åêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ, ñòîëü ïîïóëÿðíàÿ â XIX âåêå, ñåãîäíÿ ñòàëà
¾íè÷üåé çåìëåé¿. Äëÿ ñðåäíåé øêîëû � ñëèøêîì ñëîæíî, äëÿ èí-
æåíåðîâ � íå ñëèøêîì íóæíî, à íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ôàêóëüòåòàõ
êóðñ, êàê ïðàâèëî ¾÷èòàþò¿ ôîðìàëüíî-àëãåáðàè÷åñêè, îñòàâëÿÿ â
ñòîðîíå ñîáñòâåííî ãåîìåòðèþ. Àâòîðû ïîïûòàëèñü óñòðàíèòü ýòîò
ïðîáåë, íàïèñàâ êíèãó, êîòîðóþ ñàìè õîòåëè áû ïðî÷èòàòü.

È. Ä. Æèæèëêèí, Ê. Â. Êîçåðåíêî, À. È. Ìàëàõîâ



Ãëàâà I

Ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

Ïîïðîáóåì, íàïðèìåð, èçîáðàçèòü íà ïëîñêîñòè õîëñòà äâå ïàðàë-

ëåëüíûå ïðÿìûå (ðåëüñû, ëåæàùèå íà çåìëå). Ãëàâíîå òðåáîâàíèå:

ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ëó÷è, ïðîâåäåííûå îò ãëàçà ê èçîáðàæåíèþ íà

õîëñòå, øëè òî÷íî òàê æå, êàê ëó÷è, ïðîâåäåííûå îò ãëàçà ê äâóì

ëåæàùèì íà çåìëå ðåëüñàì. Òî÷êà, â êîòîðîé íàõîäèòñÿ ãëàç, áóäåò

öåíòðîì ïðîåêöèè. Ïðîâåäåì èç íåå ïðÿìûå ê òî÷êàì, ëåæàùèì íà

ðåëüñàõ. Ýòè ïðÿìûå ïåðåñåêóò ïëîñêîñòü êàðòèíû, è òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ îáðàçóþò èçîáðàæåíèå ðåëüñ. Îäíàêî ïðÿìûå èçîáðàæåíèÿ íå

áóäóò ïàðàëëåëüíûìè. Îíè ïåðåñåêóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå. ßñíî, ÷òî

ýòà òî÷êà íà õîëñòå íå ñîîòâåòñòâóåò íèêàêîé òî÷êå íà çåìëå (ðåëüñû,

êîíå÷íî, íå ïåðåñåêàþòñÿ).

Â ñàìîì äåëå, ëó÷, ïðî-

õîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó ïå-

ðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ íà õîë-

ñòå, ïàðàëëåëåí çåìëå è

ðåëüñàì. ×òîáû òî÷êà íà

õîëñòå áûëà êàê ìîæíî

áëèæå ê òî÷êå ïåðåñå÷å-

íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé

òî÷êà íà ðåëüñå äîëæíà óéòè êàê ìîæíî äàëüøå îò ïëîñêîñòè õîë-

ñòà. ×åì äàëüøå ìû îòîäâèãàåì ýòó òî÷êó ïî ðåëüñó, òåì áëèæå åå

èçîáðàæåíèå ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ íà õîëñòå. Íî ïîïàñòü â ýòó ¾ôèê-

òèâíóþ¿ òî÷êó, î÷åâèäíî, íåâîçìîæíî. Ìîæíî ëèøü ïîäîéòè ê íåé

êàê óãîäíî áëèçêî, îòîäâèãàÿ òî÷êó íà ðåëüñå ¾â áåñêîíå÷íîñòü¿.

Òåïåðü ñîâåðøåííî ÿñíî, îòêóäà áåðåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ôðàçà èç

êíèã ïî ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè: ¾Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàëëåëü-
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íûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå¿. Ãåîìåòðû

ÕIÕ âåêà, íà÷èíàÿ ñ Ïîíñåëå, (¾Òðàêòàò î ïðîåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ

ôèãóð¿, 1822) äîáàâëÿëè ê îáû÷íîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè òàê íà-

çûâàåìûå èäåàëüíûå (áåñêîíå÷íî óäàëåííûå) ýëåìåíòû, íå èìåÿ â

âèäó ïðè ýòîì íèêàêîé ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè. Îäíàêî, íà

îáû÷íîé åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè íåò íèêàêèõ ¾èäåàëüíûõ¿ ýëåìåíòîâ

è íåïîíÿòíî, ãäå èõ âçÿòü, ÷òîáû ðàñøèðèòü ïëîñêîñòü. Ïîñòóïàþò

ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìàòðèâàþò îáû÷íóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü

(çåìëþ), íåêîòîðóþ òî÷êó, åé íå ïðèíàäëåæàùóþ, è ïó÷îê ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòó òî÷êó. Êàæäîé òî÷êå çåìëè ñîîòâåòñòâóåò

îäíà ïðÿìàÿ ïó÷êà. Òî÷êàì çåìëè, ëåæàùèì íà îäíîé ïðÿìîé, ñî-

îòâåòñòâóþò ïðÿìûå ïó÷êà, ëåæàùèå â îäíîé ïëîñêîñòè. Îäíàêî, â

ýòîì ïó÷êå åñòü ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå çåìëå è ýòè ïðÿìûå ëåæàò

â îäíîé ïëîñêîñòè. Âìåñòî òîãî, ÷òîáû äîáàâëÿòü ¾áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííóþ¿ ïðÿìóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè, äàäèì

ôîðìàëüíîå

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü {E3, ∗} � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ñ îòìå-

÷åííîé òî÷êîé (çâåçäî÷êîé). Ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòüþ íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó. Ýòè

ïðÿìûå ïîëó÷àþò íîâîå èìÿ: òåïåðü îíè áóäóò íàçûâàòüñÿ ïðîåê-

òèâíûìè òî÷êàìè, ïðîåêòèâíîé æå ïðÿìîé ìû íàçîâåì åâêëèäîâó

ïëîñêîñòü, òîæå ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó. Ïðîåêòèâíóþ

ïëîñêîñòü áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç P(E3).

Çàìå÷àíèå. Äàííîå îïðåäåëåíèå, ðàçóìååòñÿ, íå ïîçâîëÿåò ñôîðìè-

ðîâàòü íàãëÿäíûé îáðàç ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Îò íåãî ýòî è íå

òðåáóåòñÿ. Çäåñü ïðåñëåäóåòñÿ äðóãàÿ öåëü � ñòðîãîñòü, ïîñêîëü-

êó ¾ðàññóæäåíèÿ ëèøü òîãäà ïðèîáðåòóò äîêàçàòåëüíóþ ñèëó, êîãäà

ñòðîãîñòü áóäåò ïðåäâàðèòåëüíî âíåñåíà â îïðåäåëåíèÿ¿ (Ïóàíêàðå).

Íàãëÿäíûé æå îáðàç áóäåò ïîñòåïåííî ôîðìèðîâàòüñÿ ïî ìåðå óãëóá-

ëåíèÿ â ïðåäìåò. Èñòîðè÷åñêè âñå áûëî íàîáîðîò: ê ýòîìó ôîð-

ìàëüíîìó îïðåäåëåíèþ ïðèøëè, îòòàëêèâàÿñü êàê ðàç îò íàãëÿäíûõ

ïðåäñòàâëåíèé.
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Çàìå÷àíèå. Â ïðîñòðàíñòâå E3 çàäàíî ðàññòîÿíèå è ìåðà óãëà, ÷òî

íå òðåáóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïîçæå (ñì.),

èñïîëüçóÿ âåêòîðíûé ÿçûê, ìû óòî÷íèì ýòî îïðåäåëåíèå.

1. Àôôèííàÿ êàðòà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå. Àôôèííîé êàðòîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåò-

ñÿ ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå E3, íå ñîäåðæàùàÿ îòìå÷åííóþ òî÷êó.

Ïóñòü α � îäíà èç àôôèííûõ êàðò. ×åðåç α∞ îáîçíà÷èì åâêëèäî-

âó ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó è ïàðàëëåëüíóþ êàðòå

α. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà α∞ ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé àôôèííîé êàðòû α.

Ïðîèçâîëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ β, îòëè÷íàÿ îò ïðÿìîé α∞, ïå-

ðåñåêàåò êàðòó α ïî åâêëèäîâîé ïðÿìîé b. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ b åñòü èçîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé β íà

êàðòå α. Åñëè ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà a ïåðåñåêàåò êàðòó α â òî÷êå A, òî

ýòó òî÷êó ìû áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì ïðîåêòèâíîé òî÷êè íà

àôôèííîé êàðòå α. Ýòè ñîãëàøåíèÿ îáúÿñíÿþò, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ â ïðî-

åêòèâíîé ãåîìåòðèè ïðîåêòèâíîé òî÷êîé, à ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ
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÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó, ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêòèâíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé α∞ íå èìå-

þò èçîáðàæåíèé íà êàðòå α.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå β1 è β2, èçîáðàæåíèÿ

êîòîðûõ b1 è b2 íà êàðòå α ïàðàëëåëüíû, ò.å. ïóñòü

b1 = β1 ∩ α, b2 = β2 ∩ α, b1 ‖ b2.

Ïîëîæèì a = β1 ∩ β2. Î÷åâèäíî, ÷òî a ‖ α, ò.å. a ⊂ α∞.

Êëàññèêè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè (Äåçàðã, Ïàñêàëü, Ïîíñåëå è äð.)

âìåñòî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàëè åå àôôèííóþ êàðòó,

íî ïðè ýòîì ãîâîðèëè, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå b1 è b2 ¾ïåðåñå-

êàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå a¿. Ñëîâî áåñêîíå÷íîñòü îíè

óïîòðåáëÿëè, ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òî

îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå ìû îòðàçèëè â ôîðìóëå a ‖ α (ïåðåñå÷åíèå

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íå èçîáðàæàåòñÿ íà êàðòå α, à ëåæèò, òàê ñêà-

çàòü, ¾â áåñêîíå÷íîñòè¿). Âñÿ ýòà ìèñòèêà ñ áåñêîíå÷íîñòüþ èñ÷åçàåò

áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåíèÿì. Áîëåå òîãî, íà ðèñóíêå

ýòîãî ïóíêòà ìû èçîáðàçèëè è áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó a, è áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ α∞. Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ìû

òîëüêî ñîõðàíèëè èõ ñòàðûå íàçâàíèÿ.

2. Ñôåðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ñôåðè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçû-

âàåòñÿ ñôåðà ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â îòìå÷åííîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà E3.

Êàæäàÿ ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè ïåðåñåêàåò ñôåðè÷åñêóþ êàðòó â

äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ.

Èìåÿ ýòî â âèäó, ãîâîðÿò, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ

ïëîñêîñòü åñòü ñôåðà, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-

ïîëîæíûå òî÷êè êîòîðîé ýêâèâàëåíòíû. Òàêîå
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ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè âûçûâàåò íåïðåîäîëèìîå æå-

ëàíèå ñêëåèòü, òàê ñêàçàòü, ýòè ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè è ïîñìîòðåòü

êàê âûãëÿäèò ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Ïðîâåäåì ìûñëåííûé ýêñïå-

ðèìåíò. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå E3, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

îòìå÷åííóþ òî÷êó (ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ). Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñå÷åò

ñôåðè÷åñêóþ êàðòó ïî îêðóæíîñòè. Íàçîâåì ýòó îêðóæíîñòü ýêâàòî-

ðîì. Ýêâàòîð äåëèò ñôåðó íà äâå ïîëóñôåðû. Îäíó èç íèõ íàçîâåì

ñåâåðíîé ïîëóñôåðîé, äðóãóþ � þæíîé. Êàæäàÿ ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà

èçîáðàæàåòñÿ ëèáî äâóìÿ òî÷êàìè ýêâàòîðà, ëèáî òî÷êîé â þæíîé

ïîëóñôåðå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî þæíàÿ ïîëóñôåðà èçãîòîâëåíà èç òîíêîé ðå-

çèíû (êàê âîçäóøíûé øàðèê), ðàñòÿíåì åå, ñáëèæàÿ ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè ýêâàòîðà äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ñîâïàäóò. Ïîñëå òîãî, êàê

ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè ñîâïàëè, ñêëåèì èõ. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàííûõ äåéñòâèé.

1. Ñíà÷àëà ðàçðåçàëè ñôåðó

ïëîñêîñòüþ è óäàëèëè ñåâåðíóþ

ïîëóñôåðó.

2. Ñáëèçèëè ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè.

3. Ñêëåèëè ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü åñòü

ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ïîâåðõ-

íîñòü (¾ñêðåùåííûé êîëïàê¿)

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E3.

Èçâåñòíî, ÷òî âëîæèòü ïðîåê-

òèâíóþ ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî áåç ñàìîïåðåñå-

÷åíèé íåëüçÿ, îäíàêî ýòèì óæå çàíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ

òîïîëîãèÿ.

Çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà íåâîçìîæíîñòü âëîæèòü ïðîåêòèâíóþ ïëîñ-
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êîñòü â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îíà ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå ¾ðàâíî-

ïðàâíîé¿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, êàê, ñêàæåì, ñôåðà èëè òîð.

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî îò âîçìîæíîñòè

âëîæèòü èõ êóäà-ëèáî, è íåçàâèñèìî îò ýòîé âîçìîæíîñòè èõ íåîáõî-

äèìî èçó÷àòü. Èìåííî â ýòîì ñîñòîèò ãëàâíàÿ ìîòèâèðîâêà ââåäåíèÿ

è èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé. Â ãëàâå II ìû ïîãîâîðèì îá

îäíîì èç ñïîñîáîâ èçó÷åíèÿ äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé

3. Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà

Â ýòîì ïóíêòå ìû íå áóäåì ñêëåèâàòü òî÷êè ýêâàòîðà þæíîé ïî-

ëóñôåðû, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Âìåñòî ýòîãî ðàññìîòðèì îð-

òîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ þæíîé ïîëóñôåðû íà ïëîñêîñòü ýêâàòîðà.

Òî÷êè þæíîé ïîëóñôåðû ïðè ýòîé ïðîåêöèè ïîïàäóò âíóòðü êðóãà,

ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîð.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà, ïðè÷åì

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûå òî÷êè ãðàíèöû ýòîãî êðóãà

ýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå òî÷êè a è b íà ãðà-

íèöå êðóãà. Ðàçðåæåì êðóã ïî äâóì õîðäàì,

ñîåäèíÿþùèì ýòè òî÷êè. Êðóã ðàñïàäåòñÿ íà

òðè ÷àñòè: äâà ñåãìåíòà è ñðåäíþþ ÷àñòü, êîòî-

ðàÿ, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÿâëÿåòñÿ ëåíòîé

Ìåáèóñà.

Äåôîðìèðóåì îáà ñåãìåíòà, ïðåâðàòèâ õîð-

äû â äóãè, à äóãè â õîðäû. Ñêëåèì ýêâèâà-

ëåíòíûå òî÷êè ñåãìåíòîâ, êîòîðûå ïîñëå äåôîðìàöèè îêàçàëèñü íà

õîðäàõ. Ïîëó÷èì íîâûé êðóã, òî÷êè ãðàíèöû êîòîðîãî åñòü òî÷-

êè ðàçðåçà. Òåïåðü èñõîäíûé êðóã (ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè)

ðàçáèò íà äâå ÷àñòè: ëåíòó Ìåáèóñà è êðóã, ïðè÷åì òî÷êè ãðàíèö
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ëåíòû Ìåáèóñà è êðóãà ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíàÿ

ïëîñêîñòü åñòü ëåíòà Ìåáèóñà, ê ãðàíèöå êîòîðîé ïðèêëååí êðóã.

Ïîñêîëüêó ëåíòà Ìåáèóñà ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ,

ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü èìååò òîëüêî îäíó ñòîðîíó.

Óäèâèòåëüíîå äåëî: êàê è ñôåðà ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå èìååò ãðà-

íèöû, íî â îòëè÷èå îò ñôåðû ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ.

Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè òî, î ÷åì ìû ñåé÷àñ ãîâîðèì,

ôîðìàëèçóåòñÿ òåðìèíîì îðèåíòàöèÿ. Èòàê, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü

äîñòàâëÿåò ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè âîçíèêà-

åò ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à êàêèå âîîáùå áûâàþò çàìêíó-

òûå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè? Êàêîâà èõ êëàññèôèêàöèÿ? Ïîäîáíûå
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çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç êëþ÷åâûõ â ìàòåìàòèêå. Èçó÷àÿ òå èëè

èíûå îáúåêòû, íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèÿ, ôóíêöèè, äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ âû, ãðóáî ãîâîðÿ, ïðèõîäèòå ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäå-

ëèòü, êàêèå îáúåêòû âû ñ÷èòàåòå ðàçëè÷íûìè, à êàêèå íå îòëè÷àåòå.

×òî çíà÷èò ¾íå îòëè÷àòå¿ èëè, èíûìè ñëîâàìè, ¾ñ÷èòàåòå ðàâíûìè¿?

Äâà îáúåêòà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå (àíàëîã äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè), êîòîðîå

ïåðåâîäèò îäèí îáúåêò â äðóãîé. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòåñòâåí-

íûì îáðàçîì ïåðåâîäÿò îäíó ïîâåðõíîñòü â äðóãóþ? Ñî âðåìåíåì

ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ è âåðíåìñÿ ê êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ

äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

4. Îòðåçîê è ëó÷ â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

Îêàçàâøèñü íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàäî õîðîøåíüêî çàïîìíèòü

îäíî ïðàâèëî: çäåñü ïðèâû÷íûå íàãëÿäíûå îáðàçû åâêëèäîâîé ãåî-

ìåòðèè íå ðàáîòàþò. Âîò îäèí èç ñàìûõ ÿðêèõ ïðèìåðîâ. Â åâêëè-

äîâîé ãåîìåòðèè èç òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà è òîëüêî îäíà ëåæèò

ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè äåëî îáñòîèò íå òàê.

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ çàìêíóòà. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îäíà èç

òðåõ òî÷åê ïðÿìîé ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

Çàìå÷àíèå. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê îêðóæíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì òðè ïðîåêòèâíûå òî÷êè

a, b, c íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è äâå àô-

ôèííûå êàðòû α è α′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

A,B,C èçîáðàæåíèÿ ïðÿìûõ a, b, c íà

êàðòå α, à ÷åðåç A′, B′, C ′ èõ æå èçîá-

ðàæåíèÿ íà êàðòå α′. Íà ýòîì ðèñóíêå

âèäíî, ÷òî íà êàðòå α òî÷êà B ëåæèò

ìåæäó òî÷êàìè A è C, à íà êàðòå α′ òî÷êà A′ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè

B′ è C ′.
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Äëÿ ÷åëîâåêà, âîñïèòàííîãî íà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, åñòåñòâåí-

íî ïîñëå ýòîãî ñïðîñèòü: à êàê îáñòîèò äåëî ñ îòðåçêîì è ëó÷îì

â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè? Äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû óäîáíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà. Òîãäà

î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà íå ðàçáèâàåò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ íà äâå ÷à-

ñòè. Ïîýòîìó àíàëîãà åâêëèäîâà ëó÷à â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íåò,

à, ñëåäîâàòåëüíî, íåò è àíàëîãà åâêëèäîâîãî óãëà. Íåò ñìûñëà â

ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ãîâîðèòü è î ¾ïîëóïëîñêîñòÿõ¿, ïîñêîëüêó

ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íå äåëèò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè.

Äâå æå òî÷êè ðàçáèâàþò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ íà

äâà êóñêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü ïðî-

åêòèâíûì îòðåçêîì. ×òîáû îòëè÷èòü îäèí îòðåçîê îò

äðóãîãî, íóæíî óêàçàòü åùå îäíó åãî òî÷êó, ïîýòîìó

â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè îòðåçîê îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ

òî÷êàìè (acb íà ðèñóíêàõ).

Çàìåòèì, ÷òî íà îäíîé àôôèííîé êàðòå ïðîåê-

òèâíûé îòðåçîê ìîæåò èçîáðàæàòüñÿ àôôèííûì îò-

ðåçêîì, à íà äðóãîé êàðòå ýòî æå ìíîæåñòâî òî÷åê

ìîæåò èçîáðàæàòüñÿ ëó÷îì èëè äàæå äâóìÿ íåïåðå-

ñåêàþùèìèñÿ ëó÷àìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé, ñ

ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè òî÷êàìè. Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðåäñòàâëåíû

âñå òðè ñëó÷àÿ.

Íàîáîðîò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íà êàðòå β íåêîòîðîå ìíîæå-

ñòâî ïðîåêòèâíûõ òî÷åê èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ëó÷à èëè äâóõ ëó÷åé,

ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, òî ýòî ìíîæåñòâî åñòü îòðåçîê. Äëÿ
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äàëüíåéøåãî íàì áóäåò óäîáíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êà d ïðèíàäëåæèò îòðåçêó acb, à òî÷êà e

� íå ïðèíàäëåæèò. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà òî÷åê c è d íå

ðàçäåëÿåò ïàðó òî÷åê a è b, à ïàðà òî÷åê c è e � ðàçäåëÿåò òî÷êè a

è b.

5. Òðåóãîëüíèê â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

Çäåñü íàñ òîæå æäóò ñþðïðèçû, íî ïîñëå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ýòî

óæå íå äîëæíî êàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì.

Ðàññìîòðèì òðè ïðîèçâîëüíûå ïðîåêòèâíûå òî÷-

êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé è òðè ïðîåêòèâíûå

ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè òî÷êè. Âûäåëèì íà

êàæäîé ïðÿìîé ïî îòðåçêó. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ëî-

ìàíóþ èç òðåõ çâåíüåâ. Åñòåñòâåííî, ýòó ëîìàíóþ
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íàçâàòü ¾ïðîåêòèâíûì òðåóãîëüíèêîì¿. Çàìåòèì? ÷òî

ìû ïîëó÷èëè òðåóãîëüíèêè äâóõ òèïîâ: òðåóãîëüíè-

êè ïåðâîãî òèïà ðàçäåëÿþò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà

äâå ÷àñòè, à òðåóãîëüíèêè âòîðîãî òèïà íå ðàçäåëÿþò.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ

âòîðîãî òèïà ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, êîòî-

ðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, äëÿ

òðåóãîëüíèêîâ æå ïåðâîãî òèïà òàêîé ïðÿìîé íå ñó-

ùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî òðè ïðîåêòèâíûå òî÷êè çàäàþò ÷å-

òûðå ïðîåêòèâíûõ òðåóãîëüíèêà. Îñîáåííî õîðîøî ýòè ÷åòûðå òðå-

óãîëüíèêà ìîæíî óâèäåòü íà ñôåðè÷åñêîé ìîäåëè ïðîåêòèâíîé ïëîñ-

êîñòè.

Ïîñìîòðèì íà òî, êàê èçîáðàæàåòñÿ ïðîåêòèâíûé

òðåóãîëüíèê íà àôôèííûõ êàðòàõ. Ïóñòü α � êàðòà,

íà êîòîðîé ïðîåêòèâíûé òðåóãîëüíèê èçîáðàæàåòñÿ

àôôèííûì òðåóãîëüíèêîì. Ðàññìîòðèì äðóãóþ êàðòó

β.

Åñëè áåñêîíå÷íîóäàëåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ β∞ è òðåóãîëüíèê

íà êàðòå α íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íà êàðòå β òðåóãîëüíèê èçîáðàæàåòñÿ

òîæå àôôèííûì òðåóãîëüíèêîì

Åñëè β∞ ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê íà êàðòå α â îäíîé âåðøèíå, òî

èçîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà íà êàðòå β âûãëÿäèò òàê, êàê íà ðèñóíêå

íèæå.

È, íàêîíåö, åñëè β∞ ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê íà êàðòå α ïî îò-

ðåçêó, íå ñîäåðæàùåìó íè îäíîé âåðøèíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî



I.5. Òðåóãîëüíèê â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè 17

èçîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà íà êàðòå β ïðåäñòàâëåíî íèæå

Èòàê, ìû ðàññêàçàëè î òîì, ÷òî òàêîå ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü,

ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå, îòðåçêè è òðåóãîëüíèêè. ×òî æå îñòàëîñü?

Ñóùåñòâóåò ëè â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè àíàëîã åâêëèäîâîé îêðóæ-

íîñòè è åâêëèäîâà äâèæåíèÿ? Íàéòè àíàëîã äâèæåíèÿ îñîáåííî âàæ-

íî, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå Êëåéíà, ýòî íåîáõî-

äèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ èìåëà ïðàâî íàçûâàòü-

ñÿ ãåîìåòðèåé. Êðîìå òîãî, ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî êàê ñêàçàòü, ÷òî

òàêîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåäü äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü

ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, ìû èñïîëüçîâàëè åâêëèäîâî òðåõìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ñòàëî áûòü, ñëåäóÿ òîé æå ñõåìå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîåê-

òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàì ïîíàäîáèëîñü áû ¾åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå¿.



Ãëàâà II

Òîïîëîãèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïàòü ê èññëåäîâàíèþ ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè,

êîòîðàÿ ðàçâîðà÷èâàåòñÿ íà ïðîñòîðàõ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, èíòå-

ðåñíî âçãëÿíóòü íà ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü êàê íà åäèíîå öåëîå. Â

ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû îòìåòèëè, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü äîñòàâ-

ëÿåò ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè.

Óìåñòíûì áóäåò çàäàòü âîïðîñ, êàêèå âîîáùå áûâàþò çàìêíóòûå

äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè? ×òî îòëè÷àåò îäíó îò äðóãîé? Êàêèå ñó-

ùåñòâóþò ñïîñîáû èññëåäîâàíèÿ òàêèõ îáúåêòîâ?

Åñëè îáðàòèòücÿ ê ïðèìåðàì, òî ïåðâîå, ÷òî, íàâåðíîå, ïðèõîäèò

â ãîëîâó, ýòî ñôåðà.

Ðèñ. . Ñôåðà
Ïîñëå íåäîëãèõ ðàçìûøëåíèé ìîæíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, âûðàæà-

ÿñü êóëèíàðíûìè òåðìèíàìè, áóáëèêà (îí æå òîð) è êðåíäåëÿ.

Ãäå äâå ¾äûðêè¿, òàì è òðè.

Èíòóèòèâíî íàì ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî òîð è ñôåðà - ýòî ðàçíûå

ïîâåðõíîñòè. Íåëüçÿ îäíó ¾ïðåâðàòèòü¿ â äðóãóþ. ×òî çíà÷èò ¾ïðå-

âðàòèòü¿? Â ìàòåìàòèêå êàæäûé òåðìèí èìååò ñòðîãîå îïðåäåëåíèå.

Â äàííîì ñëó÷àå ðå÷ü èäåò î íåïðåðûâíîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ïðå-
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Ðèñ. . Òîð è êðåíäåëü

Ðèñ. . Ñôåðà

îáðàçîâàíèè (ãîìåîìîðôèçìå) îäíîé ïîâåðõíîñòè â äðóãóþ. Èíûìè

ñëîâàìè, ïðåäñòàâüòå, ÷òî ïîâåðõíîñòü ñäåëàíà èç î÷åíü ýëàñòè÷-

íîé ðåçèíû, è âû ìîæåòå åå äåôîðìèðîâàòü. Çàïðåùåíû ðàçðûâû

è ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.

Ðèñ. . Ñôåðà

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü W � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n âåêòîð-

íîãî ïðîñòðàíñòâà V . Òîãäà ìíîæåñòâî

α = W + a,

ãäå a � íåíóëåâîé âåêòîð èç V , íàçûâàåòñÿ àôôèííîé êàðòîé ïðî-
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åêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PV . Ñàìî ïîäïðîñòðàíñòâî W íàçûâàåòñÿ

áåñêîíå÷íî óäàëåííûì ïî îòíîøåíèþ ê àôôèííîé êàðòå α è îáîçíà-

÷àåòñÿ α∞.

Åñëè ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà x̂ (ïðÿìàÿ â ïðîñòðàíñòâå V ) ïåðåñåêàåò

êàðòó α â òî÷êå X , áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà X = α ∩ x̂ ñëóæèò

èçîáðàæåíèåì ïðîåêòèâíîé òî÷êè x̂ íà êàðòå α. Îäíàêî, íå ó êàæäîé

òî÷êè ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PV åñòü èçîáðàæåíèå íà êàðòå.

Ïðÿìûå, ëåæàùèå â ïîäïðîñòðàíñòâå α∞, ïàðàëëåëüíû êàðòå, è ó

íèõ íåò èçîáðàæåíèé. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòè òî÷êè ïî îòíîøåíèþ ê äàííîé

êàðòå ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè.

1. Îäíîðîäíûå è íåîäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü

x = x1e1 + x2e2 + . . . + xn+1en+1,

ãäå e1, e2, . . . , en+1 � íåêîòîðûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . ×èñëà

x1, x2, . . . , xn+1 íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ïðîåêòèâ-

íîé òî÷êè x̂ ∈ PV .
Ñëîâî ¾îäíîðîäíûå¿ ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî êîîðäèíàòû òî÷êè îïðå-

äåëåíû ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîïîðöèîíàëüíîñòè, òî åñòü ÷èñëà

x1, x2, . . . , xn+1 è λx1, λx2, . . . , λxn+1 ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè îäíîé

è òîé æå òî÷êè x̂. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî áàçèñû e1, e2, . . . , en+1 è

λe1, λe2, . . . , λen+1 çàäàþò îäíè è òå æå îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû.

Îòìåòèì åùå, ÷òî îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû íå ìîãóò áûòü ðàâíû íó-

ëþ îäíîâðåìåííî. Òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè x1, x2, . . . , xn+1 îáîçíà÷àåòñÿ

(x1 : x2 : . . . : xn+1).

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ àôôèííîé êàðòû α ìîæíî âûáðàòü óäîá-

íûé áàçèñ òàêîé, ÷òî e1, e2, . . . , en+1 ∈ α. Â ýòîì ñëó÷àå îäíîðîäíûå

êîîðäèíàòû òî÷êè X ∈ α íàçûâàþòñÿ áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíà-

òàìè (Ìåáèóñ, ¾Áàðèöåíòðè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå¿, 1827). Ïîñêîëüêó â

âûáðàííîì áàçèñå ïëîñêîñòü α çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

x1 + x2 + . . . + xn+1 = 1,
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ñóììà áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò ðàâíà 1. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êî-

îðäèíàòû òî÷êè X íà êàðòå èìåþò ïðîñòîé ôèçè÷åñêèé ñìûñë. Åñëè

îáîçíà÷èòü èçîáðàæåíèÿ òî÷åê

ê1, ê2, . . . , ên+1

íà êàðòå α ÷åðåç E1, E2, . . . , En+1, òî êîîðäèíàòû (µ1 : µ2 : . . . : µn+1)

� ýòî ìàññû, êîòîðûå íàäî ïîìåñòèòü â òî÷êè E1, E2, . . . , En+1, ÷òî-

áû öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû òî÷åê ïîïàë â òî÷êó X(µ1 : µ2 :

. . . : µn+1), ïðè ýòîì µ1+µ2+ . . .+µn+1 = 1 (¾áàðîñ¿ ïî-ãðå÷åñêè çíà-

÷èò âåñ, òÿæåñòü, çíà÷èò ¾áàðèöåíò¿ � ýòî öåíòð òÿæåñòè). Åñëè æå

âñïîìíèòü, ÷òî ýòè êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ðàçëîæå-

íèÿ âåêòîðà x â íåêîòîðîì áàçèñå, òî ÿñíî, ÷òî íàáîðàì ìàññ òàêèì,

÷òî µ1 + µ2 + . . . + µn+1 = 1 ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî óäàëåííûå

òî÷êè.

Ïóñòü α � îäíà èç àôôèííûõ êàðò. ×åðåç α∞ îáîçíà÷èì åâêëèäî-

âó ïëîñêîñòü, ñîäåðæàùóþ îòìå÷åííóþ òî÷êó è ïàðàëëåëüíóþ êàðòå

α. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ïðåäûäóùåãî ïóíêòà α∞ ÿâëÿ-

åòñÿ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íî

óäàëåííîé ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé àôôèííîé êàðòû α.

Ïðîèçâîëüíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ β, îòëè÷íàÿ îò ïðÿìîé α∞, ïå-

ðåñåêàåò êàðòó α ïî åâêëèäîâîé ïðÿìîé b. Â ýòîì ñëó÷àå ìû áóäåì

ãîâîðèòü, ÷òî ïðÿìàÿ b åñòü èçîáðàæåíèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé β íà

êàðòå α. Åñëè ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà a ïåðåñåêàåò êàðòó α â òî÷êå A, òî

ýòó òî÷êó ìû áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæåíèåì ïðîåêòèâíîé òî÷êè íà

àôôèííîé êàðòå α. Ýòè ñîãëàøåíèÿ îáúÿñíÿþò, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó

ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ â ïðî-

åêòèâíîé ãåîìåòðèè ïðîåêòèâíîé òî÷êîé, à ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç îòìå÷åííóþ òî÷êó, ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Çàìåòèì, ÷òî ïðîåêòèâíûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé α∞ íå èìå-

þò èçîáðàæåíèé íà êàðòå α.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå β1 è β2, èçîáðàæåíèÿ

êîòîðûõ b1 è b2 íà êàðòå α ïàðàëëåëüíû, ò.å. ïóñòü

b1 = β1 ∩ α, b2 = β2 ∩ α, b1 ‖ b2.
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Ïîëîæèì a = β1 ∩ β2. Î÷åâèäíî, ÷òî a ‖ α, ò.å. a ⊂ α∞.

Êëàññèêè ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè (Äåçàðã, Ïàñêàëü, Ïîíñåëå è äð.)

âìåñòî ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ðàññìàòðèâàëè åå àôôèííóþ êàðòó,

íî ïðè ýòîì ãîâîðèëè, ÷òî ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå b1 è b2 ¾ïåðåñå-

êàþòñÿ â áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êå a¿. Ñëîâî áåñêîíå÷íîñòü îíè

óïîòðåáëÿëè, ïî âñåé âèäèìîñòè, äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü òî

îáñòîÿòåëüñòâî, êîòîðîå ìû îòðàçèëè â ôîðìóëå a ‖ α (ïåðåñå÷åíèå

ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ íå èçîáðàæàåòñÿ íà êàðòå α, à ëåæèò, òàê ñêà-

çàòü, ¾â áåñêîíå÷íîñòè¿). Âñÿ ýòà ìèñòèêà ñ áåñêîíå÷íîñòüþ èñ÷åçàåò

áëàãîäàðÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îïðåäåëåíèÿì. Áîëåå òîãî, íà ðèñóíêå

ýòîãî ïóíêòà ìû èçîáðàçèëè è áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó a, è áåñ-

êîíå÷íî óäàëåííóþ ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ α∞. Ñëåäóÿ òðàäèöèè, ìû

òîëüêî ñîõðàíèëè èõ ñòàðûå íàçâàíèÿ.

2. Ñôåðè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Îïðåäåëåíèå. Ñôåðè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçû-

âàåòñÿ ñôåðà ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì â îòìå÷åííîé òî÷êå

ïðîñòðàíñòâà E3.

Êàæäàÿ ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè ïåðåñåêàåò ñôåðè÷åñêóþ êàðòó â

äâóõ äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷êàõ.

Èìåÿ ýòî â âèäó, ãîâîðÿò, ÷òî ïðîåêòèâíàÿ

ïëîñêîñòü åñòü ñôåðà, äèàìåòðàëüíî ïðîòèâî-

ïîëîæíûå òî÷êè êîòîðîé ýêâèâàëåíòíû. Òàêîå

ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè âûçûâàåò íåïðåîäîëèìîå æå-

ëàíèå ñêëåèòü, òàê ñêàçàòü, ýòè ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè è ïîñìîòðåòü

êàê âûãëÿäèò ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü. Ïðîâåäåì ìûñëåííûé ýêñïå-

ðèìåíò. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå E3, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç

îòìå÷åííóþ òî÷êó (ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ). Ýòà ïëîñêîñòü ïåðåñå÷åò

ñôåðè÷åñêóþ êàðòó ïî îêðóæíîñòè. Íàçîâåì ýòó îêðóæíîñòü ýêâàòî-

ðîì. Ýêâàòîð äåëèò ñôåðó íà äâå ïîëóñôåðû. Îäíó èç íèõ íàçîâåì

ñåâåðíîé ïîëóñôåðîé, äðóãóþ � þæíîé. Êàæäàÿ ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà
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èçîáðàæàåòñÿ ëèáî äâóìÿ òî÷êàìè ýêâàòîðà, ëèáî òî÷êîé â þæíîé

ïîëóñôåðå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî þæíàÿ ïîëóñôåðà èçãîòîâëåíà èç òîíêîé ðå-

çèíû (êàê âîçäóøíûé øàðèê), ðàñòÿíåì åå, ñáëèæàÿ ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè ýêâàòîðà äî òåõ ïîð, ïîêà îíè íå ñîâïàäóò. Ïîñëå òîãî, êàê

ýêâèâàëåíòíûå òî÷êè ñîâïàëè, ñêëåèì èõ. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óêàçàííûõ äåéñòâèé.

1. Ñíà÷àëà ðàçðåçàëè ñôåðó

ïëîñêîñòüþ è óäàëèëè ñåâåðíóþ

ïîëóñôåðó.

2. Ñáëèçèëè ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè.

3. Ñêëåèëè ýêâèâàëåíòíûå

òî÷êè.

Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü åñòü

ñàìîïåðåñåêàþùàÿñÿ ïîâåðõ-

íîñòü (¾ñêðåùåííûé êîëïàê¿)

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E3.

Èçâåñòíî, ÷òî âëîæèòü ïðîåê-

òèâíóþ ïëîñêîñòü â òðåõìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî áåç ñàìîïåðåñå-

÷åíèé íåëüçÿ, îäíàêî ýòèì óæå çàíèìàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ

òîïîëîãèÿ.

Çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà íåâîçìîæíîñòü âëîæèòü ïðîåêòèâíóþ ïëîñ-

êîñòü â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îíà ÿâëÿåòñÿ òàêîé æå ¾ðàâíî-

ïðàâíîé¿ äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòüþ, êàê, ñêàæåì, ñôåðà èëè òîð.

Ãåîìåòðè÷åñêèå îáúåêòû ñóùåñòâóþò íåçàâèñèìî îò âîçìîæíîñòè

âëîæèòü èõ êóäà-ëèáî, è íåçàâèñèìî îò ýòîé âîçìîæíîñòè èõ íåîáõî-

äèìî èçó÷àòü. Èìåííî â ýòîì ñîñòîèò ãëàâíàÿ ìîòèâèðîâêà ââåäåíèÿ

è èçó÷åíèÿ àáñòðàêòíûõ ìíîãîîáðàçèé.
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3. Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà

Â ýòîì ïóíêòå ìû íå áóäåì ñêëåèâàòü òî÷êè ýêâàòîðà þæíîé ïî-

ëóñôåðû, êàê â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Âìåñòî ýòîãî ðàññìîòðèì îð-

òîãîíàëüíóþ ïðîåêöèþ þæíîé ïîëóñôåðû íà ïëîñêîñòü ýêâàòîðà.

Òî÷êè þæíîé ïîëóñôåðû ïðè ýòîé ïðîåêöèè ïîïàäóò âíóòðü êðóãà,

ãðàíèöåé êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýêâàòîð.

Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì

ïðåäñòàâëåíèå ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà, ïðè÷åì

äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæ-

íûå òî÷êè ãðàíèöû ýòîãî êðóãà

ýêâèâàëåíòíû.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâå òî÷êè a è b íà ãðà-

íèöå êðóãà. Ðàçðåæåì êðóã ïî äâóì õîðäàì,

ñîåäèíÿþùèì ýòè òî÷êè. Êðóã ðàñïàäåòñÿ íà

òðè ÷àñòè: äâà ñåãìåíòà è ñðåäíþþ ÷àñòü, êîòî-

ðàÿ, êàê íåòðóäíî ñîîáðàçèòü, ÿâëÿåòñÿ ëåíòîé

Ìåáèóñà.

Äåôîðìèðóåì îáà ñåãìåíòà, ïðåâðàòèâ õîð-

äû â äóãè, à äóãè â õîðäû. Ñêëåèì ýêâèâà-

ëåíòíûå òî÷êè ñåãìåíòîâ, êîòîðûå ïîñëå äåôîðìàöèè îêàçàëèñü íà

õîðäàõ. Ïîëó÷èì íîâûé êðóã, òî÷êè ãðàíèöû êîòîðîãî åñòü òî÷-

êè ðàçðåçà. Òåïåðü èñõîäíûé êðóã (ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè)

ðàçáèò íà äâå ÷àñòè: ëåíòó Ìåáèóñà è êðóã, ïðè÷åì òî÷êè ãðàíèö

ëåíòû Ìåáèóñà è êðóãà ýêâèâàëåíòíû. Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíàÿ

ïëîñêîñòü åñòü ëåíòà Ìåáèóñà, ê ãðàíèöå êîòîðîé ïðèêëååí êðóã.

Ïîñêîëüêó ëåíòà Ìåáèóñà ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ,

ñëåäîâàòåëüíî, è ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü èìååò òîëüêî îäíó ñòîðîíó.

Óäèâèòåëüíîå äåëî: êàê è ñôåðà ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü íå èìååò ãðà-

íèöû, íî â îòëè÷èå îò ñôåðû ÿâëÿåòñÿ îäíîñòîðîííåé ïîâåðõíîñòüþ.

Â êóðñå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè òî, î ÷åì ìû ñåé÷àñ ãîâîðèì,

ôîðìàëèçóåòñÿ òåðìèíîì îðèåíòàöèÿ. Èòàê, ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü



II.3. Ìîäåëü ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà 25

äîñòàâëÿåò ïðèìåð íåîðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè.

Çàìå÷àíèå. Â ñâÿçè ñ ðàññìîòðåíèåì ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè âîçíèêà-

åò ñëåäóþùèé åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à êàêèå âîîáùå áûâàþò çàìêíó-

òûå äâóìåðíûå ïîâåðõíîñòè? Êàêîâà èõ êëàññèôèêàöèÿ? Ïîäîáíûå

çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ îäíèìè èç êëþ÷åâûõ â ìàòåìàòèêå. Èçó÷àÿ òå èëè

èíûå îáúåêòû, íàïðèìåð, ìíîãîîáðàçèÿ, ôóíêöèè, äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ âû, ãðóáî ãîâîðÿ, ïðèõîäèòå ê íåîáõîäèìîñòè îïðåäå-

ëèòü, êàêèå îáúåêòû âû ñ÷èòàåòå ðàçëè÷íûìè, à êàêèå íå îòëè÷àåòå.

×òî çíà÷èò ¾íå îòëè÷àòå¿ èëè, èíûìè ñëîâàìè, ¾ñ÷èòàåòå ðàâíûìè¿?

Äâà îáúåêòà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ñîîòâåòñòâóþùåå

ïðåîáðàçîâàíèå (àíàëîã äâèæåíèÿ åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè), êîòîðîå

ïåðåâîäèò îäèí îáúåêò â äðóãîé. Êàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ åñòåñòâåí-
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íûì îáðàçîì ïåðåâîäÿò îäíó ïîâåðõíîñòü â äðóãóþ? Ñî âðåìåíåì

ìû îòâåòèì íà ýòîò âîïðîñ è âåðíåìñÿ ê êëàññèôèêàöèè çàìêíóòûõ

äâóìåðíûõ ïîâåðõíîñòåé.

4. Îòðåçîê è ëó÷ â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

Îêàçàâøèñü íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàäî õîðîøåíüêî çàïîìíèòü

îäíî ïðàâèëî: çäåñü ïðèâû÷íûå íàãëÿäíûå îáðàçû åâêëèäîâîé ãåî-

ìåòðèè íå ðàáîòàþò. Âîò îäèí èç ñàìûõ ÿðêèõ ïðèìåðîâ. Â åâêëè-

äîâîé ãåîìåòðèè èç òðåõ òî÷åê íà ïðÿìîé îäíà è òîëüêî îäíà ëåæèò

ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè. Â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè äåëî îáñòîèò íå òàê.

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ çàìêíóòà. Ïîýòîìó íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî îäíà èç

òðåõ òî÷åê ïðÿìîé ëåæèò ìåæäó äâóìÿ äðóãèìè.

Çàìå÷àíèå. Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ íå ÷åì èíûì, êàê îêðóæíîñòüþ.

Ðàññìîòðèì òðè ïðîåêòèâíûå òî÷êè

a, b, c íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è äâå àô-

ôèííûå êàðòû α è α′. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

A,B,C èçîáðàæåíèÿ ïðÿìûõ a, b, c íà

êàðòå α, à ÷åðåç A′, B′, C ′ èõ æå èçîá-

ðàæåíèÿ íà êàðòå α′. Íà ýòîì ðèñóíêå

âèäíî, ÷òî íà êàðòå α òî÷êà B ëåæèò

ìåæäó òî÷êàìè A è C, à íà êàðòå α′ òî÷êà A′ ëåæèò ìåæäó òî÷êàìè

B′ è C ′.

Äëÿ ÷åëîâåêà, âîñïèòàííîãî íà åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, åñòåñòâåí-

íî ïîñëå ýòîãî ñïðîñèòü: à êàê îáñòîèò äåëî ñ îòðåçêîì è ëó÷îì

â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè? Äëÿ îòâåòà íà ýòè âîïðîñû óäîáíî âîñ-

ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè â âèäå êðóãà. Òîãäà

î÷åâèäíî, ÷òî òî÷êà íå ðàçáèâàåò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ íà äâå ÷à-

ñòè. Ïîýòîìó àíàëîãà åâêëèäîâà ëó÷à â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íåò,

à, ñëåäîâàòåëüíî, íåò è àíàëîãà åâêëèäîâîãî óãëà. Íåò ñìûñëà â

ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ãîâîðèòü è î ¾ïîëóïëîñêîñòÿõ¿, ïîñêîëüêó

ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ íå äåëèò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè.
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Äâå æå òî÷êè ðàçáèâàþò ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ íà

äâà êóñêà, êàæäûé èç êîòîðûõ ìîæíî íàçâàòü ïðî-

åêòèâíûì îòðåçêîì. ×òîáû îòëè÷èòü îäèí îòðåçîê îò

äðóãîãî, íóæíî óêàçàòü åùå îäíó åãî òî÷êó, ïîýòîìó

â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè îòðåçîê îáîçíà÷àåòñÿ òðåìÿ

òî÷êàìè (acb íà ðèñóíêàõ).

Çàìåòèì, ÷òî íà îäíîé àôôèííîé êàðòå ïðîåê-

òèâíûé îòðåçîê ìîæåò èçîáðàæàòüñÿ àôôèííûì îò-

ðåçêîì, à íà äðóãîé êàðòå ýòî æå ìíîæåñòâî òî÷åê

ìîæåò èçîáðàæàòüñÿ ëó÷îì èëè äàæå äâóìÿ íåïåðå-

ñåêàþùèìèñÿ ëó÷àìè, ëåæàùèìè íà îäíîé ïðÿìîé, ñ

ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè òî÷êàìè. Íà ðèñóíêàõ íèæå ïðåäñòàâëåíû

âñå òðè ñëó÷àÿ.

Íàîáîðîò, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè íà êàðòå β íåêîòîðîå ìíîæå-

ñòâî ïðîåêòèâíûõ òî÷åê èçîáðàæàåòñÿ â âèäå ëó÷à èëè äâóõ ëó÷åé,

ëåæàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, òî ýòî ìíîæåñòâî åñòü îòðåçîê. Äëÿ

äàëüíåéøåãî íàì áóäåò óäîáíî ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü òî÷êà d ïðèíàäëåæèò îòðåçêó acb, à òî÷êà e
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� íå ïðèíàäëåæèò. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà òî÷åê c è d íå

ðàçäåëÿåò ïàðó òî÷åê a è b, à ïàðà òî÷åê c è e � ðàçäåëÿåò òî÷êè a

è b.

5. Òðåóãîëüíèê â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè

Çäåñü íàñ òîæå æäóò ñþðïðèçû, íî ïîñëå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ýòî

óæå íå äîëæíî êàçàòüñÿ óäèâèòåëüíûì.

Ðàññìîòðèì òðè ïðîèçâîëüíûå ïðîåêòèâíûå òî÷-

êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé è òðè ïðîåêòèâíûå

ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ýòè òî÷êè. Âûäåëèì íà

êàæäîé ïðÿìîé ïî îòðåçêó. Ïîëó÷èì çàìêíóòóþ ëî-

ìàíóþ èç òðåõ çâåíüåâ. Åñòåñòâåííî, ýòó ëîìàíóþ

íàçâàòü ¾ïðîåêòèâíûì òðåóãîëüíèêîì¿. Çàìåòèì, ÷òî

ìû ïîëó÷èëè òðåóãîëüíèêè äâóõ òèïîâ: òðåóãîëüíè-

êè ïåðâîãî òèïà ðàçäåëÿþò ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü íà

äâå ÷àñòè, à òðåóãîëüíèêè âòîðîãî òèïà íå ðàçäåëÿþò.

Êðîìå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü ÷òî äëÿ òðåóãîëüíèêîâ

âòîðîãî òèïà ñóùåñòâóåò ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, êîòî-

ðàÿ ïåðåñåêàåò âñå òðè ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà, äëÿ

òðåóãîëüíèêîâ æå ïåðâîãî òèïà òàêîé ïðÿìîé íå ñó-
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ùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî òðè ïðîåêòèâíûå òî÷êè çàäàþò ÷å-

òûðå ïðîåêòèâíûõ òðåóãîëüíèêà. Îñîáåííî õîðîøî ýòè ÷åòûðå òðå-

óãîëüíèêà ìîæíî óâèäåòü íà ñôåðè÷åñêîé ìîäåëè ïðîåêòèâíîé ïëîñ-

êîñòè.

Ïîñìîòðèì íà òî, êàê èçîáðàæàåòñÿ ïðîåêòèâíûé

òðåóãîëüíèê íà àôôèííûõ êàðòàõ. Ïóñòü α � êàðòà,

íà êîòîðîé ïðîåêòèâíûé òðåóãîëüíèê èçîáðàæàåòñÿ

àôôèííûì òðåóãîëüíèêîì. Ðàññìîòðèì äðóãóþ êàðòó

β.

Åñëè áåñêîíå÷íîóäàëåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ β∞ è òðåóãîëüíèê

íà êàðòå α íå ïåðåñåêàþòñÿ, òî íà êàðòå β òðåóãîëüíèê èçîáðàæàåòñÿ

òîæå àôôèííûì òðåóãîëüíèêîì

Åñëè β∞ ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê íà êàðòå α â îäíîé âåðøèíå, òî

èçîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà íà êàðòå β âûãëÿäèò òàê, êàê íà ðèñóíêå

íèæå.

È, íàêîíåö, åñëè β∞ ïåðåñåêàåò òðåóãîëüíèê íà êàðòå α ïî îò-

ðåçêó, íå ñîäåðæàùåìó íè îäíîé âåðøèíû ýòîãî òðåóãîëüíèêà, òî

èçîáðàæåíèå òðåóãîëüíèêà íà êàðòå β ïðåäñòàâëåíî íèæå

Èòàê, ìû ðàññêàçàëè î òîì, ÷òî òàêîå ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü,

ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå, îòðåçêè è òðåóãîëüíèêè. ×òî æå îñòàëîñü?
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Ñóùåñòâóåò ëè â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè àíàëîã åâêëèäîâîé îêðóæ-

íîñòè è åâêëèäîâà äâèæåíèÿ? Íàéòè àíàëîã äâèæåíèÿ îñîáåííî âàæ-

íî, ïîñêîëüêó, ñîãëàñíî Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå Êëåéíà, ýòî íåîáõî-

äèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ èìåëà ïðàâî íàçûâàòü-

ñÿ ãåîìåòðèåé. Êðîìå òîãî, ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî êàê ñêàçàòü, ÷òî

òàêîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Âåäü äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü

ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü, ìû èñïîëüçîâàëè åâêëèäîâî òðåõìåðíîå ïðî-

ñòðàíñòâî. Ñòàëî áûòü, ñëåäóÿ òîé æå ñõåìå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîåê-

òèâíîãî ïðîñòðàíñòâà íàì ïîíàäîáèëîñü áû ¾åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî

ðàçìåðíîñòè ÷åòûðå¿.
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6. Óðàâíåíèå ïðÿìîé

Ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ, èëè îäíîìåðíîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,

åñòü ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ëåæàùèõ â îäíîé ïëîñêîñòè è ïðîõîäÿùèõ

÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó, äðóãèìè ñëîâàìè � ïëîñêèé ïó÷îê ïðÿ-

ìûõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè � ïðÿìûå,

ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íîëü, òî ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå � ïëîñêîñòè, ïðî-

õîäÿùèå ÷åðåç íîëü. Íà àôôèííîé êàðòå ýòè ïëîñêîñòè îñòàâëÿþò

ñëåäû â âèäå ïðÿìûõ. Ëþáûå äâå ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íîëü,

ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, èëè ëþáûå äâå ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå ïåðå-

ñåêàþòñÿ â îäíîé ïðîåêòèâíîé òî÷êå. Åñëè äâå ïëîñêîñòè îñòàâëÿþò

íà êàðòå ïàðàëëåëüíûå ñëåäû, òî ïðÿìàÿ èõ ïåðåñå÷åíèÿ òàêæå ïà-

ðàëëåëüíà êàðòå, èëè äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ïî

îòíîøåíèþ ê äàííîé êàðòå ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåííîé.

Ëþáûå äâå ïðÿìûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íîëü, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-

þò ïëîñêîñòü, òî åñòü, ÷åðåç ëþáûå äâå ïðîåêòèâíûå òî÷êè ïðîõîäèò

åäèíñòâåííàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ. Ïóñòü ýòè òî÷êè â è b̂ èìåþò îä-

íîðîäíûå êîîðäèíàòû (α1 : α2 : α3) è (β1 : β2 : β3) , òî åñòü çàäàþòñÿ

âåêòîðàìè a = α1e1 + α2e2 + α3e3 è b = α1e1 + α2e2 + α3e3 . Ýòè âåê-

òîðû îáðàçóþò áàçèñ äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâàW . Ëþáîé äðóãîé

âåêòîð x ∈ W ïðåäñòàâèì â âèäå x = λa + µb. Èëè â îäíîðîäíûõ

êîîðäèíàòàõ

ρx1 = λα1 + µβ1

ρx2 = λα2 + µβ2

ρx3 = λα3 + µβ3

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü

âåêòîðîâ a, b, x ìîæåò áûòü òàêæå çàïèñàíà â âèäå ðàâåíñòâà íóëþ

îïðåäåëèòåëÿ: ∣∣∣∣∣∣
x1 α1 β1
x2 α2 β2
x3 α3 β3

∣∣∣∣∣∣ = 0
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Ðàçëîæèâ ýòîò îïðåäåëèòåëü ïî ïåðâîìó ñòîëáöó, ïîëó÷èì ëèíåéíîå

óðàâíåíèå

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0

êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìèíîðû.

ρu1 =

∣∣∣∣α2 β2
α3 β3

∣∣∣∣ ; ρu2 = −
∣∣∣∣α1 β1
α3 β3

∣∣∣∣ ; ρu3 =

∣∣∣∣α1 β1
α2 β2

∣∣∣∣ .
Òàêèì îáðàçîì, ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ çà-

äàåòñÿ ëèíåéíûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì. Åñëè äâå ïðÿìûå u è v

çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0

v1x1 + v2x2 + v3x3 = 0

òî îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ ìîãóò áûòü íàéäå-

íû êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé, òî åñòü ìèíîðû:

ρx1 =

∣∣∣∣u2 u2
v3 v3

∣∣∣∣ ; ρx2 = −
∣∣∣∣u1 v1
u3 v3;

∣∣∣∣ ; ρx3 =

∣∣∣∣u1 v1
u2 v2;

∣∣∣∣ .
Áðîñàåòñÿ â ãëàçà ñèììåòðèÿ ôîðìóë, ïîçâîëèâøàÿ Þëèóñó

Ïëþêêåðó (1801�1868) íàçâàòü êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ u1, u2, u3
îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè ïðÿìîé u. Â ñàìîì äåëå, êîîðäèíàòû

òî÷êè x1, x2, x3 è êîîðäèíàòû ïðÿìîé u1, u2, u3 âõîäÿò â óðàâíåíèå

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0 ñîâåðøåííî ðàâíîïðàâíî. Ìû ïðèâûêëè

ñ÷èòàòü, ÷òî u1, u2, u3 � ýòî êîíñòàíòû, à ïåðåìåííûå x1, x2, x3, çàäà-

þùèå òî÷êó íà ïðÿìîé, ìåíÿþòñÿ îò òî÷êè ê òî÷êå. Ìîæíî, îäíàêî,

ïîñòóïèòü ñòðîãî íàîáîðîò. Áóäåì ñ÷èòàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

òî÷êè x1, x2, x3 ïîñòîÿííûìè, à êîîðäèíàòû ïðÿìîé u1, u2, u3 � ïå-

ðåìåííûìè. Òîãäà óðàâíåíèå u1x1+ u2x2+ u3x3 = 0 áóäåò îïèñûâàòü

ìíîæåñòâî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ ïîñòîÿííóþ òî÷êó

x̂(x1 : x2 : x3), òî åñòü, ïó÷îê ïðÿìûõ. Òî÷íî òàê æå, êàê äâå òî÷-

êè çàäàþò åäèíñòâåííóþ ïðÿìóþ, òàê è äâå ïðÿìûå u è v çàäàþò

åäèíñòâåííûé ïó÷îê. Ëþáàÿ ïðÿìàÿ w, ïðèíàäëåæàùàÿ ïó÷êó, áóäåò
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ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ïðÿìûõ u è v, òî åñòü, w = λu + µv. Èëè â

îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

ρx1 = λu1 + µv1

ρx2 = λu2 + µv2

ρx3 = λu3 + µv3

Ïîäâåäåì èòîãè â òàáëèöå:

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0

Ïðè ïîñòîÿííûõ u1, u2, u3 óðàâíå-

íèå çàäàåò ìíîæåñòâî òî÷åê, ëå-

æàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé. Òî÷êà x̂

ëåæèò íà ïðÿìîé, çàäàííîé òî÷-

êàìè â è b̂

x = λa + µb

Òî÷êè x̂, ŷ, ẑ ëåæàò íà îäíîé ïðÿ-

ìîé, åñëè ∣∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣ = 0

Êîîðäèíàòû ïðÿìîé u, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç òî÷êè x̂, ŷ:

ρu1 =

∣∣∣∣x2 y2
x3 y3

∣∣∣∣
ρu2 = −

∣∣∣∣x1 y1
x3 y3

∣∣∣∣
ρu3 =

∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ .

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0

Ïðè ïîñòîÿííûõ x1, x2, x3 óðàâ-

íåíèå çàäàåò ìíîæåñòâî ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Ïðÿìàÿ w ïðèíàäëåæèò ïó÷êó,

çàäàííîìó ïðÿìûìè u è v

w = λu + µv

Ïðÿìûå u, v, w ïðîõîäÿò ÷åðåç îä-

íó òî÷êó, åñëè∣∣∣∣∣∣
u1 u1 u1
v2 v2 v2
w3 w3 w3

∣∣∣∣∣∣ = 0

Êîîðäèíàòû òî÷êè x̂, â êîòîðîé

ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå u, v:

ρu1 =

∣∣∣∣x2 y2
x3 y3

∣∣∣∣
ρu2 = −

∣∣∣∣x1 y1
x3 y3

∣∣∣∣
ρu3 =

∣∣∣∣x1 y1
x2 y2

∣∣∣∣ .
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Òàêàÿ ñèììåòðèÿ ôîðìóë ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëåíèåì ïðèíöèïà äâîé-

ñòâåííîñòè.
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7. Ïðîåêòèâíàÿ äâîéñòâåííîñòü

Â 1822 ãîäó â ñâîåì ¾Òðàêòàòå î ïðîåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ ôèãóð¿

Æàí-Âèêòîð Ïîíñåëå, â ÷àñòíîñòè, ïèøåò: ¾èç êàæäîãî ïðîåêòèâíî-

ãî ïðåäëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷åê è ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî âòîðîå ïðåäëîæåíèå ïóòåì çàìåíû ñëîâà ¾òî÷êà¿ ñëî-

âîì ¾ïðÿìàÿ¿ è íàîáîðîò¿. Ýòî íàáëþäåíèå îí íàçâàë ïðèíöèïîì

äâîéñòâåííîñòè, ïðè÷åì âûòåêàë ýòîò ïðèíöèï íåïîñðåäñòâåííî èç

åãî ñïèñêà àêñèîì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íà ïëîñêîñòè (ñì., íà-

ïðèìåð, Í.Â. Åôèìîâ, ¾Âûñøàÿ ãåîìåòðèÿ¿). Ïðè íàøåì ïîäõîäå

ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè ñòàíîâèòñÿ òåîðåìîé. Äëÿ òîãî, ÷òîáû åå

ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü íàì îïÿòü ïîíàäîáèòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå

îòñòóïëåíèå. Êñòàòè ãîâîðÿ, ïðîåêòèâíàÿ ãåîìåòðèÿ ÿâëÿåòñÿ, êàê

ìû óæå íå ðàç óáåæäàëèñü, ïðåêðàñíîé èëëþñòðàöèåé ïðèìåíåíèÿ

àëãåáðàè÷åñêîãî ÿçûêà. Êðîìå òîãî, èñïîëüçîâàíèå ìíîãèõ àëãåáðàè-

÷åñêèõ ïîíÿòèé â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ èõ î÷åíü õîðîøåé

ìîòèâèðîâêîé. Íó à òåïåðü íåîáõîäèìûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíîé ôóíêöèåé f íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå V

íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå f : V → R , îáëàäàþùåå ñâîéñòâàìè: f (x+

y) = f (x) + f (y), f (µx) = µf (x).

Ëèíåéíûå ôóíêöèè ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñêëàäûâàòü è

óìíîæàòü íà äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, òî åñòü îíè îáðàçóþò âåêòîðíîå

ïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñ V ïðîñòðàíñòâîì

è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç V ∗.

Òåîðåìà. dimV ∗ = dimV .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2, e3 � áàçèñ òðåõìåðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà V , è ëþáîé âåêòîð âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà x =

x1e1 + x2e2 + x3e3. Ðàññìîòðèì òðè êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè, êîòî-

ðûå ñòàâÿò ëþáîìó âåêòîðó â ñîîòâåòñòâèå åãî êîîðäèíàòû â äàííîì

áàçèñå.

ε1(x) = x1, ε2(x) = x2, ε3(x) = x3
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Î÷åâèäíî, ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè è εi(ej) =

{
1, i = j

0, i 6= j
.

Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà

âåêòîðàõ áàçèñà, ïîñêîëüêó â ñèëó ëèíåéíîñòè

f (x) = x1f (e1) + x2f (e2) + x3f (e3),

ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

f (e1) = ϕ1, f (e2) = ϕ2, f (e3) = ϕ3,

òî

f (x) = ϕ1ε1(x) + ϕ2ε2(x) + ϕ3ε3(x)

èëè

f = ϕ1ε1 + ϕ2ε2 + ϕ3ε3.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè ε1, ε2, ε3 îáðàçóþò â ïðîñòðàíñòâå V ∗

áàçèñ (êîòîðûé íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì ñ áàçèñîì e1, e2, e3 ïðîñòðàí-

ñòâà V ). Èòàê, ìû äîêàçàëè, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâ V è V ∗

ðàâíû. �

Çàìåòèì, ÷òî ñîïðÿæåííîñòü äâóõ âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ ÿâëÿåò-

ñÿ âçàèìíîé, òî åñòü, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî V ∗∗ = V . Òî÷íåå, ëþáîé

âåêòîð x ∈ V ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íàä

V ∗. Îòîáðàæåíèå x : V ∗ → R çàäàåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì x :

f 7→ f (x). Êðîìå òîãî, ëþáóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ íàä V ∗ ìîæíî çà-

äàòü èìåííî òàêèì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî âåêòîðà x ∈ V ,
ïîëîæèâ x = x1e1 + x2e2 + x3e3, ãäå x1, x2, x3 åñòü êîýôôèöèåíòû

ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè f ïî áàçèñó ε1, ε2, ε3.

Îïðåäåëåíèå. ÏîäïðîñòðàíñòâîW 0 ⊂ V ∗, íàçûâàåòñÿ àííóëÿòîðîì

ïîäïðîñòðàíñòâàW ⊂ V , åñëè îíî ñîñòîèò èç âñåõ ôóíêöèé, êîòîðûå

îáðàùàþòñÿ â 0 íà âåêòîðàõ èç W :

W 0 = {f ∈ V ∗|f (x) = 0,∀x ∈ W}
Òåîðåìà. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 1 ðàçìåðíîñòü àííó-

ëÿòîðà ðàâíà 2, à äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà ðàçìåðíîñòè 2 ðàçìåðíîñòü

àííóëÿòîðà ðàâíà 1.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè îòîæäåñòâèòü îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà ñ

ïðîåêòèâíûìè òî÷êàìè, à äâóìåðíûå � ñ ïðîåêòèâíûìè ïðÿìûìè, òî

ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî àííóëÿòîðîì òî÷êè â ïðîñòðàíñòâå V ÿâëÿåòñÿ ïðÿ-

ìàÿ â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå è íàîáîðîò. Êñòàòè ãîâîðÿ, òåïåðü

ïîíÿòíî, çà÷åì íàì ïîíàäîáèëîñü ñîïðÿæåííîå ïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîå îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U ïî-

ðîæäàåòñÿ îäíèì âåêòîðîì e1, à ëþáîå äâóìåðíîå W � äâóìÿ âåê-

òîðàìè e1, e2. Ëþáóþ ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó (èç îäíîãî èëè

äâóõ âåêòîðîâ) ìîæíî äîïîëíèòü äî áàçèñà e1, e2, e3. Â ñîïðÿæåí-

íîì ïðîñòðàíñòâå V ∗ ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííûé áàçèñ ε1, ε2, ε3. Ëþáàÿ

ôóíêöèÿ f èç äâóìåðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà U 0, ïîðîæäåííîãî âåêòî-

ðàìè ε2, ε3, èìååò âèä f = ϕ2ε2+ϕ3ε3, òî åñòü f (x) = f (x1e1+ x2e2+

x3e3) = ϕ2x2 + ϕ3x3. À ïîäïðîñòðàíñòâî U , ïîðîæäåííîå âåêòîðîì

e1, ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ, äëÿ êîòîðûõ x2 = x3 = 0. Òàêèì îáðà-

çîì, äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ∈ U è ëþáîé ôóíêöèè f ∈ U 0 ïîëó÷àåì

f (x) = 0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåêòîðû èç V ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíê-

öèÿìè íà V ∗ è ïðè ýòîì f (x) = x(f ), ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî U ÿâëÿåòñÿ

òàêæå àííóëÿòîðîì U 0, òî åñòü U 00 = U . Àíàëîãè÷íî, àííóëÿòîðîì

äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâàW ⊂ V áóäåò îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî

W 0 ⊂ V ∗, ïîðîæäåííîå âåêòîðîì ε3 èç ñîïðÿæåííîãî áàçèñà. �

Ìîæíî ðàññìîòðåòü òåïåðü ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâà-

ìè ïðîñòðàíñòâ V è V ∗ ïî åñòåñòâåííîìó ïðàâèëó

W ↔ W 0

Ïðè ýòîì, ðàçóìååòñÿ, îäíîìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì èç V (òî åñòü

ïðîåêòèâíûì òî÷êàì) ñîîòâåòñòâóþò äâóìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà èç

V ∗ (ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå), à äâóìåðíûì ïîäïðîñòðàíñòâàì èç V �

îäíîìåðíûå, è íàîáîðîò. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå W ↔ W 0 ñî-

õðàíÿåò âëîæåííîñòü ïîäïðîñòðàíñòâ, à èìåííî, åñëè U ⊂ W , òî

U 0 ⊃ W 0. Â ñàìîì äåëå, âëîæåíèå U ⊂ W îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâó-

åò áàçèñ e1, e2, e3 ïðîñòðàíñòâà V , â êîòîðîì âåêòîð e1 ïîðîæäàåò

ïîäïðîñòðàíñòâî U , à âåêòîðû e1, e2 � ïîäïðîñòðàíñòâî W . Â ñîïðÿ-
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æåííîì áàçèñå ε1, ε2, ε3 ïðîñòðàíñòâà V
∗ àííóëÿòîð U 0 ïîðîæäàåòñÿ

âåêòîðàìè ε2, ε3, à àííóëÿòîð W
0 � âåêòîðîì ε3, òî åñòü U

0 ⊃ W 0.

Íà ÿçûêå ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðè îòîáðàæå-

íèè W ↔ W 0 òî÷êàì ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PV ñîîòâåòñòâóþò

(ÿâëÿþòñÿ, òàê ñêàçàòü, äâîéñòâåííûìè) ïðÿìûå ïðîñòðàíñòâà PV ∗

è íàîáîðîò. Åñëè ïðè ýòîì â ïðîñòðàíñòâå PV òî÷êà x̂ ëåæèò íà

ïðÿìîé ŵ, òî â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå PV ∗ ïðÿìàÿ x̂0 ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó ŵ0. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà. (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Ïðîåêòèâíûå òî÷êè ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâîéñòâåííûå èì

ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Èòàê, ¾èç êàæäîãî ïðîåêòèâíîãî

ïðåäëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî òî÷åê è ïðÿ-

ìûõ íà ïëîñêîñòè ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî âòîðîå ïðåäëîæåíèå ïóòåì

çàìåíû ñëîâà ¾òî÷êà¿ ñëîâîì ¾ïðÿìàÿ¿ è íàîáîðîò¿.

Çàìåòèì, ÷òî â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè óäîáíî âìåñòî îáîðîòîâ

¾òî÷êà ëåæèò íà ïðÿìîé¿ è ¾ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó¿ ãîâî-

ðèòü, ÷òî ¾òî÷êà è ïðÿìàÿ èíöèäåíòíû¿. Òîãäà ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà

áóäåò çâó÷àòü òàê:

Òåîðåìà. (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè). Ïðîåêòèâíûå òî÷êè èíöè-

äåíòíû îäíîé ïðÿìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâîéñòâåííûå

èì ïðîåêòèâíûå ïðÿìûå èíöèäåíòíû îäíîé òî÷êå.

Âñïîìíèì òåïåðü, ÷òî êàê òî÷êè, òàê è ïðÿìûå çàäàþòñÿ òðåìÿ

îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè, è òî÷êà x̂(x1 : x2 : x3) ëåæèò íà ïðÿìîé

u(u1 : u2 : u3), åñëè

u1x1 + u2x2 + u3x3 = 0.

Êîîðäèíàòû ïðÿìîé ïîëó÷àþò î÷åíü óäîáíîå èñòîëêîâàíèå â ñîïðÿ-

æåííîì ïðîñòðàíñòâå. Â ñàìîì äåëå, â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå

ëþáîé âåêòîð u ∈ V ∗ ñ êîîðäèíàòàìè u(u1, u2, u3) çàäàåò ïðîåêòèâ-
íóþ òî÷êó u ∈ PV ∗ ñ îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè u(u1 : u2 : u3).
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà V ∗ ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè

ôóíêöèÿìè íà ïðîñòðàíñòâå V , ïðè÷åì äëÿ x ∈ V

u(x) = u1x1 + u2x2 + u3x3.

Ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ V , äëÿ êîòîðûõ u(x) = 0, îáðàçóþò äâóìåðíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî W 0, àííóëÿòîð ïîäïðîñòðàíñòâà èç V ∗, ïîðîæäåí-

íîãî âåêòîðîì u. Ýòî è åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ ïðÿ-

ìîé u (ðàíüøå ãîâîðèëè ¾ïðÿìîëèíåéíûé ðÿä òî÷åê¿). Ñàìó ïðÿìóþ

ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ïðîåêòèâíóþ òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå PV ∗.

Òî÷íî òàê æå ëþáîé âåêòîð x ∈ V ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé

íà V ∗, ïðè÷åì äëÿ u ∈ V ∗

x(u) = u1x1 + u2x2 + u3x3.

Ìíîæåñòâî òî÷åê u ∈ V ∗, äëÿ êîòîðûõ x(u) = 0, îáðàçóþò àííó-

ëÿòîð, òî åñòü äâóìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â V ∗, èëè ïó÷îê ïðÿìûõ,

ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó x̂.

Òàêèì îáðàçîì êîîðäèíàòû ïðÿìîé �

ýòî êîîðäèíàòû òî÷åê â ñîïðÿæåííîì

ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå PV ∗.

Ïîñëå âñåãî ñêàçàííîãî, ïîíÿòíî, ÷òî

â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè èìååò ñìûñë

ðàññìàòðèâàòü ïàðû � ïðÿìàÿ è ïó÷îê ïðÿìûõ, ïîñêîëüêó â ñèëó

ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè, ïðîåêòèâíàÿ ïðÿìàÿ � ýòî è åñòü ïó÷îê!

Ñîîòâåòñòâóþùèé ÷åðòåæ, èçîáðàæàþùèé âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé è ïðÿìûìè ïó÷êà

ìîæíî èñòîëêîâàòü êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äâóõ ñîïðÿæåííûõ

îäíîìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ.

8. Ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Â Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììå Ôåëèêñà Êëåéíà áûë ïðîâîçãëàøåí î÷åíü

âàæíûé ïðèíöèï: ãåîìåòðèÿ èçó÷àåò ñâîéñòâà ôèãóð, îñòàþùèåñÿ

íåèçìåííûìè ïîä äåéñòâèåì íåêîòîðîé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé.
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Ñêàæåì â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ôèãóð, íå

ìåíÿþùèåñÿ ïðè ïîâîðîòàõ, ïåðåíîñàõ è îñåâûõ ñèììåòðèÿõ (äâè-

æåíèÿõ). Åñëè äîïóñòèòü ê ðàññìîòðåíèþ åùå è ãîìîòåòèè, ïîëó÷èì

ãåîìåòðèþ ïîäîáèé. Íàêîíåö àôôèííàÿ ãåîìåòðèÿ ðàññìàòðèâàåò

ëþáûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îáû÷íîé ïëîñêîñòè. Ïðè ýòîì,

ñêàæåì, îñòàåòñÿ î÷åíü âàæíîå ïîíÿòèå ïàðàëëåëüíîñòè ïðÿìûõ.

Â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè íåò è ïàðàëëåëüíîñòè. Îäíàêî åñòü åùå

îòíîøåíèå èíöèäåíòíîñòè òî÷åê è ïðÿìûõ.

Ìîæíî òàê âîëüíî èçëîæèòü èäåþ Ýðëàíãåíñêîé ïðîãðàììû: â

êàæäîé íîâîé ãåîìåòðèè ¾èùè àíàëîã¿ åâêëèäîâà äâèæåíèÿ. Â ïðî-

åêòèâíîé ãåîìåòðèè òàêèì àíàëîãîì ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûå ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ

äîëæíû ïðÿìûå ïåðåâîäèòü â ïðÿìûå è ñîõðàíÿòü èíöèäåíòíîñòü.

Ïîñêîëüêó ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü ïîëó÷åíà ïðîåêòèâèçàöèåé âåê-

òîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V , åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü òàêèå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ ýòîãî âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå ïðÿìûå ïåðåâîäÿò â

ïðÿìûå.

Îïðåäåëåíèå. Ëèíåéíûì îïåðàòîðîì A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ èç

âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà V1 â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V2, êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò äâóì óñëîâèÿì:

1. A(x + y) = A(x) +A(y),

2. A(λx) = λA(x).

Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ëèíåéíîé àëãåáðû, â êîîðäèíàòàõ ëèíåé-

íûé îïåðàòîð çàäàåòñÿ ìàòðèöåé A, è äåéñòâóåò íà âåêòîð x, êàê

óìíîæåíèå ìàòðèöû íà âåêòîð

A(x) = Ax

Ëèíåéíûé îïåðàòîð, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, òî

åñòü ðàçëè÷íûå âåêòîðû ìîãóò èìåòü îäèí è òîò æå îáðàç. Â äàëüíåé-

øåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü îïåðàòîðû ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé

detA 6= 0, êîòîðûå çàäàþò âçàèìíî îäíîçíà÷íûå ëèíåéíûå ïðåîáðàçî-

âàíèÿ. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç 0 (ïðîåêòèâíàÿ òî÷êà),
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ïåðåõîäèò ïðè ýòîì â ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç 0 (òîæå ïðîåê-

òèâíóþ òî÷êó), ëèíåéíûé îïåðàòîð A ïîðîæäàåò íà ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè ïðåîáðàçîâàíèå Â.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A : V1 → V2 � ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ V1 è V2. Ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðî-

åêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ PV1 è PV2 íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå Â, çàäà-

âàåìîå ôîðìóëîé

Â(x̂) = (Â(x))

Íàïîìíèì, ÷òî ÷åðåç x̂ ìû îáîçíà÷àåì ïðîåêòèâíóþ òî÷êó (òî åñòü

ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íîëü), ïîðîæäåííóþ âåêòîðîì x. Òàêèì

îáðàçîì, ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå åñòü äåéñòâèå ëèíåéíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ A íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó x. Çíà÷åíèåì

ïðåîáðàçîâàíèÿ Â ÿâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó A(x).

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå îçíà÷àåò, ïî ñóùåñòâó, ïðåîáðàçî-

âàíèå ñàìîãî îáùåãî âèäà, òî åñòü ïðåîáðàçîâàíèå, ñîõðàíÿþùåå

¾ëèíåéíîñòü¿ (òî÷êà ïðåîáðàçóåòñÿ â òî÷êó, ïðÿìàÿ � â ïðÿìóþ,

ïëîñêîñòü � â ïëîñêîñòü).

Âïåðâûå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïîÿâèëîñü â ¾Èñòîðè÷åñêîì

îáçîðå ïðîèñõîæäåíèÿ è ðàçâèòèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ ìåòîäîâ¿, èç-

äàííîì â 1837 ãîäó. Àâòîðîì îáçîðà áûë ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê

Ìèøåëü Øàëü. Ïðàâäà, Øàëü íàçûâàë ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå

ãîìîãðàôèåé (îò ãðå÷åñêèõ ñëîâ ¾ãîìîñ¿ - ïîäîáíûé è ¾ãðàôî¿ -

ïèøó, ðèñóþ). Âïðî÷åì, ýòîò òåðìèí èñïîëüçóåòñÿ è ñåé÷àñ.

Çàìåòèì êñòàòè, ÷òî òàêîå åñòåñòâåííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå

êàê ãîìîòåòèÿ H(x) = λx ïîðîæäàåò òîæäåñòâåííîå ïðîåêòèâíîå

ïðåîáðàçîâàíèå, ïîñêîëüêó âñå ïðÿìûå, (îíè æå ïðîåêòèâíûå òî÷êè)

ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ.

Òåîðåìà. (Øòàóäò) Åñëè ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðîåêòèâ-

íîé ïðÿìîé â ñåáÿ èìååò òðè íåïîäâèæíûå òî÷êè, òî îíî òîæäå-

ñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íàì óæå èçâåñòíî, òðè òî÷êè íà ïðÿìîé

� ýòî ïðîåêòèâíûé ðåïåð E0, E1, E2, êîòîðûé îïðåäåëÿåò áàçèñ e1, e2
ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìîòåòèè. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî áàçèñ e1, e2 ïåðåõîäèò

â áàçèñ λe1, λe2, à âñå ïðîåêòèâíûå òî÷êè ïðè ýòîì îñòàþòñÿ íà ìåñòå.

�

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî ëþáîå ïðîåêòèâ-

íîå ïðåîáðàçîâàíèå ïðÿìîé îïðåäåëÿåòñÿ òðåìÿ òî÷êàìè, ïðè÷åì èõ

îáðàçû ìîæíî çàäàòü ïðîèçâîëüíî. Ñêàæåì, ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå Â ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìîæåò äâå òî÷êè â è b̂ îñòàâëÿòü íà

ìåñòå, à òî÷êó ĉ ïåðåâîäèòü â òî÷êó d̂.

Äâîéñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ � îòîáðàæåíèå ïó÷êà íà ñåáÿ. Òî÷íî

òàê æå â ïó÷êå ìîæíî âûáðàòü ðåïåð èç òðåõ ïðÿìûõ ε1, ε2, ε0 è

åãî îáðàç ε′1, ε
′
2, ε
′
0, îïðåäåëÿÿ ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïó÷êà íà ñå-

áÿ. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì ìû ðàññìàòðèâàåì ïðÿìóþ, êàê öåëûé,

íåäåëèìûé îáúåêò. ¾Ñóäüáà êàæäîé òî÷êè¿ íàñ ïðèíöèïèàëüíî íå

èíòåðåñóåò. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ âåðíîé äâîéñòâåííàÿ òåîðåìà: ïðî-

åêòèâíîå îòîáðàæåíèå ïó÷êà íà ñåáÿ, èìåþùåå òðè íåïîäâèæíûå

ïðÿìûå, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì.

Òåïåðü âïîëíå åñòåñòâåííî äîêàçàòü òåîðåìó, êîòîðóþ ÷àñòî íà-

çûâàþò ïåðâîé îñíîâíîé òåîðåìîé ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Îäíàêî,

íàäî çàìåòèòü, ÷òî â íàøåì èçëîæåíèè ýòà òåîðåìà òåðÿåò ñâîé ñòàòóñ

è óæå íå èãðàåò òîé ðîëè, êîòîðóþ îíà èãðàëà â XIX âåêå â ïðîåêòèâ-

íîé ãåîìåòðèè, êîãäà ïðè ïîìîùè ïðîåêòèâíûõ ïîñòðîåíèé ïûòàëèñü

ïîëó÷èòü âñå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé, íà÷àâ ñ òðåõ äàííûõ.

Òåîðåìà. (Ïåðâàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè)

Ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå ïëîñêîñòè âïîëíå îïðåäåëÿåòñÿ ÷å-

òûðüìÿ òî÷êàìè îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ïðè÷åì èõ îáðàçàìè ìîãóò

ñëóæèòü ëþáûå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü e1, e2, e3 è f1, f2, f3� áàçèñû ðåïåðîâ

E0, E1, E2, E3 è F0, F1, F2, F3. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå A, ïåðåâîäÿ-

ùåå îäèí áàçèñ â äðóãîé, ïîðîæäàåò èñêîìîå ïðîåêòèâíîå ïðåîáðà-
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çîâàíèå Â. Åñëè Â è Â′- äâà òàêèõ ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ,

òî ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå Â−1 ◦ Â′ îñòàâëÿåò âñå òî÷êè ðåïåðà
E0, E1, E2, E3 íà ìåñòå è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû åñòü ïðîñòî

óìíîæåíèå íà ÷èñëî λ. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Íà ðèñóíêå âû âèäèòå, êàê äåéñòâóþò ïðîåêòèâíûå ïðåîáðàçîâà-

íèÿ, ïåðåâîäÿùèå ïðÿìîóãîëüíèê â ïðîèçâîëüíûé ÷åòûðåõóãîëüíèê.

Íàïèøåì óðàâíåíèÿ ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â íåîäíîðîä-

íûõ êîîðäèíàòàõ. Â ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ

óðàâíåíèåì x′ = Ax, èëè ïîäðîáíî
x′1 = a11x1 + a12x2 + a13x3,

x′2 = a21x1 + a22x2 + a23x3,

x′3 = a31x1 + a32x2 + a33x3.

Ïåðåõîäÿ ê íåîäíîðîäíûì êîîðäèíàòàì íà àôôèííîé êàðòå x3 = 1

ïî ôîðìóëàì (x1 : x2 : x3) →
(
x1
x3
, x2x3

)
, ïîëó÷àåì ôîðìóëû ïðåîáðà-

çîâàíèÿ êîîðäèíàò íà êàðòå{
x′1 =

a11x1+a12x2+a13
a31x1+a32x2+a33

x′2 =
a21x1+a22x2+a23
a31x1+a32x2+a33

Çíà÷èò, äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò îáû÷íîé ïëîñ-

êîñòè çàäàåò íà íåé ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå, à â çíàìåíàòåëå

ñòîèò êàê ðàç óðàâíåíèå ïðÿìîé, ¾óõîäÿùåé íà áåñêîíå÷íîñòü¿.

9. Öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ
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Ìîæíî çàäàòü è ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îä-

íîé ïðÿìîé íà äðóãóþ. Ïîæàëóé, ñàìûé ïðî-

ñòîé ñïîñîá çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû ïåðåñå÷ü

îäèí ïó÷îê äâóìÿ ïðÿìûìè è ïîñòàâèòü â ñî-

îòâåòñòâèå äðóã äðóãó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îáåèõ

ïðÿìûõ ñ îäíîé è òîé æå ïðÿìîé ïó÷êà. Òàêîå

îòîáðàæåíèå îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ íàçûâà-

åòñÿ ïåðñïåêòèâîé èëè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé.

Ìîæíî ñêàçàòü, ñ íåãî íà÷èíàëàñü âñÿ ïðîåê-

òèâíàÿ ãåîìåòðèÿ.

Â ñàìîì äåëå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî äâå ïðÿ-

ìûå � ýòî äâà îäíîìåðíûõ ïðîåêòèâíûõ ïðî-

ñòðàíñòâà P 1
1 , P

1
2 , à ïðîåöèðóþùèé ïó÷îê òîæå

äâîéñòâåííîå îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî P ∗. Òîãäà öåíòðàëüíàÿ ïðî-

åêöèÿ áóäåò êîìïîçèöèåé äâóõ âçàèìíî-îäíîçíà÷íûõ ëèíåéíûõ îòîá-

ðàæåíèé f1 : P 1
1 → P ∗ è f2 : P ∗ → P 1

2 . Ñíà÷àëà ïåðâàÿ ïðÿìàÿ

îòîáðàæàåòñÿ íà ïó÷îê, çàòåì ïó÷îê � íà âòîðóþ ïðÿìóþ.

Äâîéñòâåííàÿ êîíñòðóêöèÿ � ïåðñïåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîãî

ïó÷êà íà äðóãîé. Ïåðåñå÷åì äâà ïó÷êà îäíîé ïðÿìîé (îñüþ ïåðñïåê-

òèâû) è ïîñòàâèì äðóã äðóãó â ñîîòâåòñòâèå òå ïðÿìûå èç äâóõ

ïó÷êîâ, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà îñè. Èçó÷èì

ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ýòèõ îòîáðàæåíèé.

Òåïåðü ìîæíî âñå æå ñ÷èòàòü, ÷òî îáå ïðÿìûå è ïðîåöèðóþùèé ïó-

÷îê ïîãðóæåíû â îäíó ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü. Âîçíèêàåò åñòåñòâåí-

íîå æåëàíèå ïðîäîëæèòü îòîáðàæåíèå äâóõ ïðÿìûõ äî ïðîåêòèâíîãî

ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåé ïëîñêîñòè.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íå

òîëüêî îòîáðàæåíèå ïðÿìîé

m íà m′, íî è îäíîâðåìåííî

îáðàòíîå îòîáðàæåíèå ïðÿ-

ìîé m′ íà m. Áóäåì ñ÷èòàòü,

÷òî ïðè öåíòðàëüíîé ïðîåê-
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öèè òî÷êà A ïåðåõîäèò â òî÷-

êó A′, è íàîáîðîò, òî÷êà A′ � â òî÷êó A.

Äëÿ ïðîäîëæåíèÿ ýòîãî ñîîòâåòñòâèÿ äî îòîáðàæåíèÿ âñåé ïðî-

åêòèâíîé ïëîñêîñòè íà ñåáÿ âîçüìåì íà ïðÿìûõ äâå ïàðû ñîîòâåò-

ñòâåííûõ òî÷åê A è A′, B è B′. Âìåñòå ñ òî÷êîé M ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ è öåíòðîì ïðîåêöèè O ïîëó÷àåòñÿ 6 òî÷åê. Ðàññìîòðèì ïðî-

åêòèâíîå îòîáðàæåíèå f ïëîñêîñòè íà ñåáÿ, êîòîðîå ðåïåð OMAB′

ïåðåâîäèò â ðåïåð OMA′B. Èññëåäóåì ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

1) Ïó÷îê ñ öåíòðîì O ïåðåõîäèò ñàì

â ñåáÿ, ïðè ýòîì òðè ïðÿìûå ïó÷êà

OM,OA,OB ïåðåõîäÿò ñàìè â ñåáÿ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå(!) ïðÿìûå ïó÷êà

îñòàþòñÿ íà ìåñòå. Ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ

AB ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ A′B′ è íàîáî-

ðîò, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëþáîé ïðÿìîé

ïó÷êà ñ ïðÿìûìè AB è A′B′ ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà. Çíà÷èò, íà ïðÿ-

ìûå AB è A′B′ îòîáðàæåíèå f äåéñòâóåò êàê ïåðñïåêòèâà ñ öåíòðîì

O.

2) Îòîáðàæåíèå f ìåíÿåò ìåñòàìè

òî÷êè A è A′, B è B′, ñëåäîâàòåëüíî

ïðÿìàÿ AB′ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ A′B

è íàîáîðîò, ñëåäîâàòåëüíî òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è A′B ïåðåõîäèò

ñàìà â ñåáÿ, òî åñòü îñòàåòñÿ íåïîäâèæ-

íîé.

Ýòî æå âåðíî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð ñî-

îòâåòñòâåííûõ òî÷åê, ëåæàùèõ íà ïðÿìûõ AB è A′B′. Åñëè òî÷êè X

èX ′ ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, òàêæå êàê è òî÷êè Y è Y ′, òî òî÷êà ïåðåñå÷å-

íèÿ ïðÿìûõ XY ′ è X ′Y ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé îòîáðàæåíèÿ

f .

3) Ó îòîáðàæåíèÿ f , î÷åâèäíî, èìååòñÿ ìíîãî íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
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íî ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿùåå ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëî-

æåíèÿ â ñåáÿ, ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì, òî ýòè íåïîäâèæíûå òî÷êè

äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé. Âûáåðåì ëþáûå äâå èç íèõ � P

è Q. Ó îòîáðàæåíèÿ f óæå èìåþòñÿ äâå íåïîäâèæíûå òî÷êè O è

M . Òî÷êè P è Q äîëæíû ëåæàòü íà îäíîé ïðÿìîé ëèáî ñ òî÷êîé

O, ëèáî ñ òî÷êîé M . Åñëè íåïîäâèæíûå òî÷êè O,P,Q ëåæàò íà îä-

íîé ïðÿìîé, òî âñå òî÷êè ýòîé ïðÿìîé äîëæíû áûòü íåïîäâèæíû,

÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, íåïîäâèæíûå òî÷êè P è Q ëåæàò

íà îäíîé ïðÿìîé ñ òî÷êîé M , à çíà÷èò, âñå íåïîäâèæíûå òî÷êè,

çà èñêëþ÷åíèåì òî÷êè O, ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷å-

ðåç òî÷êó M . Ýòà ïðÿìàÿ íàçûâàåòñÿ îñüþ îòîáðàæåíèÿ f . Òàêèì

îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà. Åñëè ïðè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ

òî÷êè A è B ïåðåõîäÿò â òî÷êè A′ è B′, òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ AB′ è A′B ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (îñè ïåðñïåê-

òèâû).

Çàìåòèì, ÷òî äîêàçàííóþ òåîðåìó ìîæíî ïðèìåíèòü äëÿ ðåøåíèÿ

èçâåñòíîé çàäà÷è: Íà ëèñòå áóìàãè íà÷åð÷åíû îòðåçêè AB è A′B′,

ïðè÷åì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è A′B′ ëåæèò çà ïðåäåëàìè

ëèñòà. Âûïîëíÿÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîé ëèíåéêîé è íå âûõîäÿ çà ïðåäåëû

ëèñòà, ïðîâåñòè ïðÿìóþ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó P è íåäîñòóïíóþ òî÷êó

M ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB è A′B′. (ðåøåíèå çàäà÷è èçîáðàæåíî íà

÷åðòåæå)

Èíòåðåñíî, ÷òî ñ îäíîé ñòîðîíû, äîêàçàòü ýòó òåîðåìó ñðåäñòâà-

ìè îáû÷íîé åâêëèäîâîé (øêîëüíîé) ãåîìåòðèè íå òàê ïðîñòî, íî ñ

äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âñåãî ëèøü âûáðàòü ïîäõîäÿùóþ àôôèííóþ

êàðòó è óòâåðæäåíèå ñòàíåò î÷åâèäíûì. Äîñòàòî÷íî ëèøü óâåñòè

òî÷êè O è M íà áåñêîíå÷íîñòü, ÷òîáû ïó÷êè ïåðåñåêàþùèõñÿ ïðÿ-

ìûõ èçîáðàçèëèñü íà êàðòå êàê ïó÷êè ïàðàëëåëüíûõ. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ¾òåîðåìó¿:

Òåîðåìà. Åñëè ïðè ïàðàëëåëüíîé ïðîåêöèè îäíîé ïàðàëëåëüíîé ïðÿ-

ìîé íà äðóãóþ òî÷êè A è B ïåðåõîäÿò â òî÷êè A′ è B′, òî òî÷êà
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ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è A′B ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé

(îñè ñèììåòðèè).

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîåêòèâíîé ãåîìåò-

ðèè äâå òåîðåìû ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíò-

íû. Îäíàêî, åñòü åùå îäèí èñòî÷íèê

íîâûõ òåîðåì � ïðèíöèï äâîéñòâåííî-

ñòè. Ñôîðìóëèðóåì äâîéñòâåííóþ òåî-

ðåìó, çàìåíèâ ïðÿìûå íà òî÷êè, à òî÷êè

íà ïðÿìûå. Îáîçíà÷åíèÿ ñîõðàíèì, âçÿâ âìåñòî ïðîïèñíûõ áóêâ

ñòðî÷íûå.

Òåîðåìà. Åñëè ïðè öåíòðàëü-

íîé ïðîåêöèè îäíîé ïðÿìîé íà

äðóãóþ òî÷êè A è B ïåðåõî-

äÿò â òî÷êè A′ è B′, òî òî÷-

êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è

A′B ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé

ïðÿìîé (îñè ïåðñïåêòèâû).

Òåîðåìà. Åñëè ïðè ïåðñïåê-

òèâíîì îòîáðàæåíèè îäíîãî

ïó÷êà íà äðóãîé ïðÿìûå a è

b ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå a′ è b′,

òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ òî÷-

êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ a, b′ è

a′, b, ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñè-

ðîâàííóþ òî÷êó (öåíòð ïåð-

ñïåêòèâû).
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10. Òåîðåìà Ïàïïà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîé

ïðÿìîé íà äðóãóþ. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íà ïðÿìîé m òðè ïðîèçâîëü-

íûå òî÷êè A,B,C, îáðàçóþùèå

ðåïåð, à íà äðóãîé ïðÿ-

ìîé m′ òàêæå ïðîèçâîëü-

íûé ðåïåð A′, B′, C ′ è ïî-

ñòðîèì îòîáðàæåíèå, ïåðåâî-

äÿùåå îäèí ðåïåð â äðóãîé.

Âîñïîëüçóåìñÿ åäèíñòâåííûì

ïîêà èçâåñòíûì íàì ïðîåê-

òèâíûì îòîáðàæåíèåì ïðÿ-

ìîé íà ïðÿìóþ � öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé.

Ïîñòðîèì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è A′B, îáîçíà÷èâ åå B1,

è òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AC ′ è A′C, îáîçíà÷èâ åå C1. Ïðîâåäåì

ïðÿìóþ m1, ñîåäèíèâ òî÷êè B1 è C1. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ m1

è AA′ îáîçíà÷èì A1.

Ðàññìîòðèì öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ ïðÿìîé m íà m1 ñ öåíòðîì

A′. Òî÷êè A,B,C ïåðåéäóò â òî÷êè A1, B1, C1. Òåïåðü ïðè ïðîåêöèè

ïðÿìîé m1 íà m′ ñ öåíòðîì A òî÷êè A1, B1, C1 ïåðåéäóò â òî÷êè

A′, B′, C ′. Òàêèì îáðàçîì, ïðè êîìïîçèöèè äâóõ óêàçàííûõ ïðîåê-

öèé ðåïåð A,B,C ïåðåéäåò â ðåïåð A′, B′, C ′. Öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè

ÿâëÿþòñÿ ïðîåêòèâíûìè îòîáðàæåíèÿìè, ñëåäîâàòåëüíî äîêàçàíà:

Òåîðåìà. Ëþáîå ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîé ïðÿìîé íà äðó-

ãóþ ëèáî ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé, ëèáî ïðåäñòàâèìî â âèäå

êîìïîçèöèè äâóõ öåíòðàëüíûõ ïðîåêöèé.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò îòëè÷àòü öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ îò

ïðîèçâîëüíîãî ïðîåêòèâíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé íà ïðÿìóþ.

Ëåììà. Ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ ÿâëÿ-

åòñÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà òî÷êà

ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà ïå-

ðåñå÷åíèÿ M ïåðåõîäèò â ñåáÿ ïðè ïðî-

åêòèâíîì îòîáðàæåíèè îäíîé ïðÿìîé íà

äðóãóþ. Âûáåðåì íà îäíîé ïðÿìîé òî÷-

êè A è B , à íà âòîðîé ïðÿìîé � èõ

îáðàçû A′ è B′. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-

íîå ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, êîòîðîå ïåðåâîäèò ðåïåð A,B,M â

ðåïåð A′, B′,M . Ïóñòü ïðÿìûå AA' è BB' ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

O, òîãäà öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñ öåíòðîì O êàê ðàç è ïåðåâî-

äèò ðåïåð A,B,M â ðåïåð A',B',M, è çíà÷èò, ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì

îòîáðàæåíèåì. �

Î÷åíü ïîëåçíà áûâàåò äâîéñòâåííàÿ

ëåììà, ãäå âìåñòî ïðÿìûõ ôèãóðèðóþò

ïó÷êè, à ðîëü îáùåé òî÷êè äâóõ ïðÿìûõ

èãðàåò îáùàÿ ïðÿìàÿ äâóõ ïó÷êîâ.

Ëåììà. Ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå îä-

íîãî ïó÷êà íà äðóãîé ÿâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îáùàÿ ïðÿìàÿ äâóõ ïó÷êîâ ïåðåõîäèò ñàìà â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî äâîéñòâåííîé ëåììû ¾. . . ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

. . . ïóòåì çàìåíû ñëîâà ¾òî÷êà¿ ñëîâîì ¾ïðÿìàÿ¿ è íàîáîðîò¿

(Ïîíñåëå).

Äîêàæåì òåïåðü îäíó êëàññè÷åñêóþ òåîðåìó ïðîåêòèâíîé ãåîìåò-

ðèè. Ìû óæå çíàåì, ÷òî äëÿ öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè ñóùåñòâóåò îñü

ïåðñïåêòèâû, ñîñòîÿùàÿ èç òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõAB′ èA′B, ãäå

A,A′ è B,B′ � ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê. Íà ñàìîì äåëå, òàêàÿ

îñü ñóùåñòâóåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé íà ïðÿìóþ,

â ÷åì ìû ñåé÷àñ óáåäèìñÿ.

Òåîðåìà. Åñëè ïðè ïðîåêòèâíîì îòîáðàæåíèè îäíîé ïðÿìîé íà

äðóãóþ òî÷êè A è B ïåðåõîäÿò â òî÷êè A′ è B′, òî òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è A′B ëåæèò íà ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîé (îñè

îòîáðàæåíèÿ).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì

ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå f ïðÿìîé

m íà ïðÿìóþ m′ â âèäå êîìïîçèöèè

f = p2 ◦ p1 äâóõ öåíòðàëüíûõ ïðî-

åêöèé p1 è p2 ñ öåíòðàìè A
′ è A. Èç

ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî åñëè ôèêñè-

ðîâàòü äâå ñîîòâåòñòâåííûå òî÷êè A

è A′, òî äëÿ ëþáîé äðóãîé ïàðû ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê X è X ′ ïðÿ-

ìûå AX ′ è A′X ïåðåñåêàþòñÿ íà ôèêñèðîâàííîé ïðÿìîém1, êîòîðóþ

ìîæíî âðåìåííî íàçâàòü ¾îñüþ, ïîðîæäåííîé ïàðîé òî÷åê A è A′¿.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê ïîðîæäà-

åò îäíó è òó æå îñü. Ïóñòü îñü m1 ïîðîæäàåòñÿ òî÷êàìè A è A′.

Ðàññìîòðèì òî÷êè P è Q′, â êîòîðûõ ýòà îñü ïåðåñåêàåò ïðÿìûå m è

m′ è òî÷êó M , â êîòîðîé ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå m è m′.

ρ1(P ) = P, ρ2(P ) =M ⇒ f (P ) = ρ2 ◦ ρ1(P ) =M.

ρ1(M) = Q′, ρ2(Q
′) = Q′ ⇒ f (M) = ρ2 ◦ ρ1(M) = Q′.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðè ðàññìàòðèâàåìîì îòîáðàæåíèè òî÷êà M

ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì òî÷êè P , è ïðîîáðàçîì òî÷êè Q′.

Ïîñêîëüêó îñü m1, ïîðîæäåííàÿ òî÷êàìè A è A′, ïðîõîäèò ÷åðåç

òî÷êè P è Q′, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îáðàçîì è ïðîîáðàçîì òî÷êèM , çà-

âèñÿò òîëüêî îò ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ è íèêàê íå ñâÿçàíû ñ âûáîðîì

ïàðû òî÷åê A è A′, ýòèì æå ñâîéñòâîì äîëæíà îáëàäàòü è ëþáàÿ äðó-

ãàÿ îñü, ïîðîæäåííàÿ ïàðîé ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê. Ýòî è îçíà÷àåò,

÷òî ó îòîáðàæåíèÿ åñòü ëèøü îäíà îñü. �

Ñëåäñòâèåì äîêàçàííîé òåîðåìû ïðî îñü îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

îäíà èç ñòàðåéøèõ òåîðåì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Åå ôîðìóëè-

ðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ñîäåðæàòñÿ â ¾Ìàòåìàòè÷åñêîì ñîáðàíèè¿

Ïàïïà Àëåêñàíäðèéñêîãî (íà÷àëî IV âåêà í. ý.). Áåçóñëîâíî, Ïàïï

ïîëüçîâàëñÿ ëèøü òåîðåìàìè êëàññè÷åñêîé åâêëèäîâîé ãåîìåò-

ðèè. Óäèâèòåëüíî äàæå íå òî, ÷òî îí ñìîã äîêàçàòü åå òàêèìè



II.10. Òåîðåìà Ïàïïà 51

íåóäîáíûìè ñðåäñòâàìè (ïîïðîáóéòå!), à òî ÷òî îí âîîáùå ñìîã åå

ñôîðìóëèðîâàòü. Âîò îíà:

Òåîðåìà. (Ïàïï). Ïóñòü òðîéêè òî÷åê A,B,C è A′, B′, C ′ ëåæàò

íà ïðÿìûõ m è m′ ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿ-

ìûõ AB′ è A′B, BC ′ è B′C, CA′ è C ′A òàêæå ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì

ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå, ïåðåâîäÿ-

ùåå ïðÿìóþ m â ïðÿìóþ m′, à ðåïåð

A,B,C � â ðåïåð A′, B′, C ′. Â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ïðåäûäóùåé òåîðåìîé

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AB′ è

A′B, BC ′ è B′C, CA′ è C ′A äîëæíû ëåæàòü íà îñè ýòîãî îòîáðà-

æåíèÿ. �

Ïî÷åìó òàê óäèâëÿåò òåîðåìà Ïàïïà? Îáû÷íûå òåîðåìû åâêëèäî-

âîé ãåîìåòðèè, êîòîðóþ èçó÷àþò (ïðîõîäÿò) â ñðåäíåé øêîëå, èìåþò

äåëî ñ óãëàìè, ðàññòîÿíèÿìè, îòíîøåíèÿìè. À çäåñü ïåðåä íàìè

òåîðåìà, êîòîðàÿ ãîâîðèò ëèøü î êîëëèíåàðíîñòè òî÷åê (òî÷êè èí-

öèäåíòíû îäíîé ïðÿìîé) è êîíêóðåíòíîñòè ïðÿìûõ (ïðÿìûå èíöè-

äåíòíû îäíîé òî÷êå). Èñõîäíûå òðîéêè òî÷åê ìîæíî ðàñïîëàãàòü íà

ïðÿìûõ â ëþáîì ïîðÿäêå, ïîëó÷àÿ ðàçíîîáðàçíûå, íåïîõîæèå äðóã

íà äðóãà ÷åðòåæè, íî òî÷êè ïåðåñå÷åíèé îáÿçàòåëüíî áóäóò ëåæàòü

íà îäíîé ïðÿìîé.
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Âñåãî â ðàññìîòðåííóþ êîíôèãóðàöèþ âõîäÿò äåâÿòü òî÷åê è äå-

âÿòü ïðÿìûõ. Íà êàæäîé ïðÿìîé ëåæàò ïî òðè òî÷êè, ÷åðåç êàæäóþ

òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå. Ïîïûòêà âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðèíöèïîì

äâîéñòâåííîñòè è îáìåíÿòü ìåñòàìè òî÷êè è ïðÿìûå ïðèâåäåò ëèøü

ê òîìó, ÷òî ìû ïîëó÷èì ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó òîé æå ñàìîé

òåîðåìû.

Òåîðåìà. (Ïàïï). Ïóñòü òðîéêè

ïðÿìûõ a, b, c è a′, b′, c′ ïðîõîäÿò ÷å-

ðåç òî÷êèM èM ′ ñîîòâåòñòâåííî.

Òîãäà ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ a, b′ è a′, b, b, c′ è b′, c,

c, a′ è c′, a, òàêæå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Ïîñòðîèâ ÷åðòåæ ê äâîéñòâåííîé òåîðåìå, óâèäèì òó æå ñàìóþ

êîíôèãóðàöèþ èç äåâÿòè ïðÿìûõ è äåâÿòè òî÷åê. Äëÿ ïîëíîòû êàð-

òèíû îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà, äâîéñòâåííàÿ òåîðåìå Ïàïïà

(è ñîâïàäàþùàÿ ñ íåé!) ìîæåò áûòü âûâåäåíà èç òåîðåìû î öåíòðå

îòîáðàæåíèÿ äâóõ ïó÷êîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê òåîðåìå

ïðî îñü îòîáðàæåíèÿ ïðÿìîé íà ïðÿìóþ.

Òåîðåìà. Åñëè ïðè ïðîåêòèâíîì îòîáðàæåíèè îäíîãî ïó÷êà íà äðó-

ãîé ïðÿìûå a è b ïåðåõîäÿò â ïðÿìûå a′ è b′, òî ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿ-

þùàÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ a, b′ è a′, b ïðîõîäèò ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ

òî÷êó (öåíòð îòîáðàæåíèÿ).
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11. Òåîðåìà Äåçàðãà

Òåîðåìà Äåçàðãà, êàê è òåîðåìà Ïàïïà óñòàíàâëèâàåò ñóùåñòâîâàíèå

ïðàâèëüíîé êîíôèãóðàöèè èç òî÷åê è ïðÿìûõ. Åñëè êîíôèãóðàöèÿ

Ïàïïà ñîñòîèò èç äåâÿòè ïðÿìûõ è äåâÿòè òî÷åê, òî êîíôèãóðàöèÿ

Äåçàðãà � èç äåñÿòè ïðÿìûõ è äåñÿòè òî÷åê. È â îáåèõ êîíôèãóðà-

öèÿõ ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå è íà êàæäîé ïðÿìîé

ëåæàò ïî òðè òî÷êè.

Òåì íå ìåíåå, ýòè òåîðåìû ðàçäåëÿåò ïîëòîðû òûñÿ÷è ëåò.

Ïîñëåäíèé âåëèêèé ãåîìåòð àíòè÷íîñòè Ïàïï Àëåêñàíäðèéñêèé

äîêàçàë ñâîþ òåîðåìó â IV âåêå, à Æåðàð Äåçàðã ñâîþ � â XVII

âåêå. Äåçàðãà èíòåðåñîâàëè ïðàêòè÷åñêèå âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ

èçîáðàæåíèé â ïåðñïåêòèâå. Åãî èçûñêàíèÿ îñòàëèñü ïðàêòè÷å-

ñêè íå çàìå÷åííûìè ñîâðåìåííèêàìè, è òåîðåìà Äåçàðãà çàíÿëà

ñâîå ìåñòî â ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè òîëüêî â êîíöå XIX âåêà.

Ìû äîêàæåì åå, ïîëüçóÿñü ñâîéñòâàìè öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè.

Âîçüìåì òðè ïðÿìûåm,m′,m′′, ïðî-

õîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó M . Âûáåðåì

äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè O1, O2 è ðàñ-

ñìîòðèì äâå öåíòðàëüíûå ïðîåêöèè.

Ïåðâàÿ ïðîåêöèÿ ñ öåíòðîì O1 ïåðå-

âîäèò ïðÿìóþ m â ïðÿìóþ m′, âòîðàÿ

ïðîåêöèÿ ñ öåíòðîì O2 ïåðåâîäèò ïðÿ-

ìóþ m′ â ïðÿìóþ m′′. Êîìïîçèöèÿ

ýòèõ äâóõ ïðîåêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, ïåðå-

âîäÿùèì ïðÿìóþ m â ïðÿìóþ m′′, ïðè ýòîì òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ M

îñòàåòñÿ íà ìåñòå. Ïî èçâåñòíîé ëåììå òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå äîëæíî

áûòü öåíòðàëüíîé ïðîåêöèåé. Ïîñòðîèì åå öåíòð, òî÷êó O3.

Ñ îäíîé ñòîðîíû ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A ∈ m è

ïîñòðîèòü ñíà÷àëà åå îáðàç A′ ∈ m′ ïðè ïåðâîé ïðîåêöèè, çàòåì

îáðàç ïîëó÷åííîé òî÷êè A′′ ∈ m′′ ïðè âòîðîé ïðîåêöèè. Èñêîìûé

öåíòð êîìïîçèöèè ïðîåêöèé, òî÷êà O3, äîëæíà ëåæàòü íà ïðÿìîé
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AA′′. Âçÿâ òåïåðü ëþáóþ äðóãóþ òî÷êó B ∈ m ïîâòîðèì ïîñòðîåíèå,

ïîëó÷àÿ ñíà÷àëà òî÷êó B′ ∈ m′, à çàòåì òî÷êó B′′ ∈ m′′. Öåíòð O3

òåïåðü íàõîäèòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA′′ è BB′′.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü òî÷êó C ïåðåñå÷åíèÿ

ïðÿìûõ O1O2 è m, òî åå îáðàç C
′′ áóäåò òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

O1O2 è m
′′. Òðåòèé öåíòð ïðîåêöèè O3 äîëæåí ëåæàòü íà ïðÿìîé

CC ′′, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, íà ïðÿìîé O1O2. Ìû äîêàçàëè, ÷òî ïðè

óêàçàííîì ïîñòðîåíèè òðè öåíòðà ïðîåêöèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Ýòî è åñòü íóæíàÿ íàì òåîðåìà.

Òåîðåìà. Ïóñòü ïðÿìûå m,m′,m′′ ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó.

Êîìïîçèöèåé öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè m íà m′ è öåíòðàëüíîé ïðî-

åêöèè m′ íà m′′ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíàÿ ïðîåêöèÿ m íà m′′. Öåíòðû

òðåõ ïðîåêöèé ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Îäíàêî, äîêàçàííóþ òåîðåìó íå íàçûâàþò ¾òåîðåìîé Äåçàðãà¿,

õîòÿ îíà åé ýêâèâàëåíòíà. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó Äåçàðãà

êëàññè÷åñêèì îáðàçîì, âîçüìåì òîò æå ñàìûé ÷åðòåæ è ââåäåì äðó-

ãèå îáîçíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà. ⇒ (Äåçàðã). Ïóñòü äàíû

äâà òðåõâåðøèííèêà ABC è A′B′C ′.

Åñëè ïðÿìûå AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêà-

þòñÿ â îäíîé òî÷êå (öåíòð ïåðñïåê-

òèâû), òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîò-

âåòñòâåííûõ ñòîðîí AB è A′B′, BC

è B′C ′, CA è C ′A′ ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé (îñü ïåðñïåêòèâû).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî íà ÷åðòåæå

èçîáðàæåíà êîíôèãóðàöèÿ èç äåñÿòè

òî÷åê è äåñÿòè ïðÿìûõ. ×åðåç êàæ-

äóþ òî÷êó ïðîõîäÿò òðè ïðÿìûå è íà
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êàæäîé ïðÿìîé ëåæàò ïî òðè òî÷êè. Äâîéñòâåííàÿ êîíôèãóðàöèÿ,

î÷åâèäíî, îïèñûâàåòñÿ òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì, è íå äàåò íîâîé

òåîðåìû. Îäíàêî, ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò èçÿùíî äîêàçàòü

îáðàòíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà. ⇐ (Äåçàðã). Ïóñòü äàíû äâà òðåõâåðøèííèêà ABC è

A′B′C ′. Åñëè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí AB è

A′B′, BC è B′C ′, CA è C ′A′ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïðÿìûå

AA′, BB′, CC ′ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïðÿìûå AB è A′B′ ïåðåñåêàþòñÿ â

òî÷êå P , à ïðÿìûå BC è B′C ′ � â òî÷êå Q. Òîãäà òðåõâåðøèí-

íèêè AA′P è CC ′Q ðàñïîëîæåíû òàê, ÷òî ïðÿìûå AC,PQ,A′C ′

ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Ïî ïðÿìîé òåîðåìå Äåçàðãà èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ èõ ñî-

îòâåòñòâåííûõ ñòîðîí ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé. Äðóãèìè ñëîâàìè, òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AA′ è CC ′ ëåæèò íà ïðÿìîé BB′. Èìåííî ýòî è

òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Òåïåðü ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî äîêàçàííàÿ ðàíåå òåîðåìà îá îñè

öåíòðàëüíîé ïðîåêöèè åñòü ëèøü ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Äåçàðãà.

Åñëè óâåñòè îäíó èç ïðÿìûõ íà áåñêî-

íå÷íîñòü, âûáðàâ ïîäõîäÿùóþ àôôèííóþ

êàðòó, ïîëó÷èì èç òåîðåìû Äåçàðãà ïî÷òè

î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå èç àôôèííîé ãåî-

ìåòðèè.

Åñëè ñòîðîíû äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû, òî ïðÿ-

ìûå, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâåííûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé

òî÷êå.

Ñïðàâåäëèâîñòè ðàäè çàìåòèì, ÷òî

äîêàçàòü òåîðåìó Äåçàðãà ìîæíî, è

íå èñïîëüçóÿ àïïàðàò ïðîåêòèâíîé
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ãåîìåòðèè. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü òðå-

óãîëüíèêè ABC è A′B′C ′ íå ëåæàò

â îäíîé ïëîñêîñòè, òîãäà ïàðû èõ ñî-

îòâåòñòâåííûõ ñòîðîí ëåæàò â ïëîñ-

êîñòÿõ ãðàíåé òðåõãðàííîãî óãëà ñ âåðøèíîé O, è, ñëåäîâàòåëüíî

ïåðåñåêàþòñÿ íå òîëüêî íà ïëîñêîì èçîáðàæåíèè, íî è â ïðîñòðàí-

ñòâå. Ýòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé � ëèíèè

ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ABC è A′B′C ′.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Äàâèä Ãèëüáåðò â ñâîåé ðàáîòå ¾Îñíîâàíèÿ

ãåîìåòðèè¿ ïîêàçàë, ÷òî íåâîçìîæíî äîêàçàòü òåîðåìó Äåçàðãà, íå

âûõîäÿ èç ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâî è íå èñïîëüçóÿ ïîíÿòèÿ ðàñ-

ñòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè (ìåòðèêè). Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñòðîèòü

ïðîåêòèâíóþ ãåîìåòðèþ àêñèîìàòè÷åñêè, òî òåîðåìó Äåçàðãà (èëè

òåîðåìó Ïàïïà) ïðèäåòñÿ âêëþ÷èòü â ñïèñîê àêñèîì.

Òåîðåìû Äåçàðãà è Ïàïïà ìîæíî òàêæå äîêàçàòü âû÷èñëåíèÿìè â

êîîðäèíàòàõ (ñì. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ)

12. Äâîéíîå îòíîøåíèå

Â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè ñðåäè ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè îñîáóþ

ðîëü èãðàþò äâèæåíèÿ � ïðåîáðàçîâàíèÿ, ñîõðàíÿþùèå ðàññòîÿíèÿ.

Ìîæíî òàêæå ðàññìîòðåòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîäîáèÿ, êîòîðûå ñîõðà-

íÿþò óãëû è îòíîøåíèÿ ëþáûõ îòðåçêîâ. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå

ïðèâîäèò ê àôôèííûì (ëèíåéíûì) ïðåîáðàçîâàíèÿì ïëîñêîñòè, ñî-

õðàíÿþùèì îòíîøåíèå îòðåçêîâ, ëåæàùèõ íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü àôôèííóþ ïëîñêîñòü êàê êàðòó ïðîåêòèâíîé

ïëîñêîñòè, òî àôôèííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷à-

åì ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Òî÷íåå, àôôèííîå ïðåîáðàçîâàíèå

êàðòû ïîðîæäàåòñÿ ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå ïåðåâî-

äèò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ â ñåáÿ.

Êàê ìû çíàåì, ëþáûå òðè ðàçëè÷íûå òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

ïðîåêòèâíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáûå äðóãèå òðè

ðàçëè÷íûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîåêòèâíîå ïðåîáðàçîâàíèå íå ñî-
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õðàíÿåò äàæå îòíîøåíèÿ ðàññòîÿíèé ìåæäó òî÷êàìè. Òàêèì îáðàçîì,

î ïðîåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè ìû çíàåì ïîêà ëèøü òî, ÷òî ïðÿ-

ìóþ îíî ïåðåâîäèò â ïðÿìóþ. Íàéäåì òåïåðü ÷èñëîâîé èíâàðèàíò

ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòîáðàæåíèå ϕ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé l íà

ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ l′ (èëè äâîéñòâåííîå åìó îòîáðàæåíèå ïó÷êà

íà ïó÷îê) êàê ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå äâóõ ïðîåêòèâíûõ îäíîìåð-

íûõ ïðîñòðàíñòâ. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ : l → l′ ïåðåâîäèò òî÷êè

A,B,X â òî÷êè A′, B′, X ′. Òîãäà ëþáàÿ òî÷êà Y ∈ l, èìåþùàÿ îä-

íîðîäíûå êîîðäèíàòû (y1 : y2) â ðåïåðå A,B,X , ïåðåéäåò â òî÷êó

Y ′ ∈ l′ ñ òåìè æå ñàìûìè îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè â íîâîì ðåïåðå

A′, B′, X ′. Îòíîøåíèå y1
y2
è åñòü èñêîìûé èíâàðèàíò ïðîåêòèâíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ ϕ. Åãî íàçûâàþò äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê

A,B,X, Y è îáîçíà÷àþò (ABXY ).

Îïðåäåëåíèå. Äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê A,B,X, Y , ëå-

æàùèõ íà îäíîé ïðÿìîé, íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå y1
y2
îäíîðîäíûõ êîîð-

äèíàò òî÷êè Y â ðåïåðå A,B,X .

Òàêîå îïðåäåëåíèå óäîáíî òåì, ÷òî èç íåãî íåïîñðåäñòâåííî ñëå-

äóåò ñîõðàíåíèå äâîéíîãî îòíîøåíèÿ ïðè ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâà-

íèÿõ. Îäíàêî ñ åãî ïîìîùüþ íå òàê-òî ëåãêî íàéòè çíà÷åíèå äâîé-

íîãî îòíîøåíèÿ äàííûõ ÷åòûðåõ òî÷åê. Âûâåäåì óäîáíûå ôîðìóëû.

Âìåñòî ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ðàññìîòðèì äâîéñòâåííûé îáðàç: ïó÷îê

ïðÿìûõ. Êàê îáû÷íî ïðÿìûå ïó÷êà íàçûâàåì ïðîåêòèâíûìè òî÷êàìè

â, b̂, x̂, ŷ, à ñîîòâåòñòâóþùèå èì âåêòîðû îáîçíà÷àåì a, b, x, y.

Ïóñòü âåêòîðû a, b îáðàçóþò áàçèñ, ïî êîòîðîìó ðàçëîæåíû âåêòî-

ðû x, y.

x = λ1a + µ1b, y = λ2a + µ2b.

Âîçüìåì òåïåðü íîâûé áàçèñ a′ = λ1a, b
′ = µ1b. Â ýòîì áàçèñå

x = a′+b′, è òî÷êè â, b̂, x̂ îáðàçóþò ðåïåð. Ïðè ýòîì a = 1
λ1
a′, b = 1

µ1
b′,

ñëåäîâàòåëüíî

y = λ2a + µ2b =
λ2
λ1
a′ +

µ2
µ1
b′,
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òî÷êà ŷ èìååò â ðåïåðå â, b̂, x̂ îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû
(
λ2
λ1

: µ2µ1

)
,

Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, ñàìûé îáùèé ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè çàäàíû

ñâîèìè îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè â ïðîèçâîëüíîì ðåïåðå

â(a1 : a2), b̂(b1 : b2), x̂(x1 : x2), ŷ(y1 : y2),

Ïóñòü ïðè ýòîì x = λ1a + µ1b, y = λ2a + µ2b, òîãäà

x1
x2

=
λ1a1 + µ1b1
λ1a2 + µ1b2

=
a1 +

µ1
λ1
b1

a2 +
µ1
λ1
b2
,

y1
y2

=
λ2a1 + µ2b1
λ2a2 + µ2b2

=
a1 +

µ2
λ2
b1

a2 +
µ2
λ2
b2

Âûðàçèì îòíîøåíèÿ ïàðàìåòðîâ

µ1
λ1

=
a1x2 − a2x1
b1x2 − b2x1

=

∣∣∣∣a1 a2
x1 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
x1 x2

∣∣∣∣,
µ2
λ2

=
a1y2 − a2y1
b1y2 − b2y1

=

∣∣∣∣a1 a2
y1 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
y1 y2

∣∣∣∣
Ïîëó÷àåì

(â, b̂, x̂, ŷ) =
µ1
λ1

:
µ2
λ2

=

∣∣∣∣a1 a2
x1 x2

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
x1 x2

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣a1 a2
y1 y2

∣∣∣∣∣∣∣∣b1 b2
y1 y2

∣∣∣∣
èëè

(â, b̂, x̂, ŷ) =
det(a, x)

det(b, x)
:
det(a, y)

det(b, y)

Âûâåäåííóþ ôîðìóëó ÷àñòî áåðóò çà îïðåäåëåíèå äâîéíîãî îòíî-

øåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî îíî íå ìåíÿåòñÿ ïðè âûáîðå

ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîåêòèâíûì òî÷êàì è èíâà-

ðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé è âûáîðà ñèñòåìû

êîîðäèíàò.

Èòàê, ÷åòûðå òî÷êè â, b̂, x̂, ŷ ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé

x = λ1a + µ1b, y = λ2a + µ2b

(â, b̂, x̂, ŷ) =
µ1
λ1

:
µ2
λ2
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Ïóñòü òåïåðü ÷åðåç ýòè òî÷êè ïðîõîäÿò ÷åòûðå ïðÿìûå a, b, x, y,

ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïó÷êó. Òîãäà, â ïó÷êå ìîæíî ââåñòè ñîãëàñî-

âàííóþ ñ ïðÿìîé ïàðàìåòðèçàöèþ, êîãäà âåêòîð a çàäàåò è òî÷êó â

íà ïðÿìîé, è ïðÿìóþ a â ïó÷êå.

Ïðè ýòîì x = λ1a + µ1b, y = λ2a + µ2b è ìû ïîëó÷àåì ñëîæíîå

îòíîøåíèå ÷åòûðåõ ïðÿìûõ â ïó÷êå:

(abxy) =
µ1
λ1

:
µ2
λ2

Åñëè òî÷êè â, b̂, x̂, ŷ ëåæàò íà îäíîé

ïðÿìîé, à ïðÿìûå a, b, x, y ïðèíàä-

ëåæàò îäíîìó ïó÷êó è ïðîõîäÿò ÷åðåç

äàííûå òî÷êè, òî (â, b̂, x̂, ŷ) = (abxy).

Âûáåðåì áàçèñ e1, e2 òàê, ÷òîáû âåê-

òîð e1 áûë åäèíè÷íûì âåêòîðîì, ïà-

ðàëëåëüíûì ïðÿìîé. Òîãäà ëþáîé òî÷êå

ïðÿìîé, êðîìå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé,

ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð

x = λe1 + e2,

ïðè÷åì λ � îáû÷íàÿ (íåîäíîðîäíàÿ) êîîðäèíàòà òî÷êè íà ïðÿìîé.

Îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷êè (λ : 1). Ïóñòü òî÷êè A,B,X, Y èìåþò

êîîðäèíàòû

A(α : 1), B(β : 1), X(χ : 1), Y (υ : 1).

Ïî ôîðìóëå ñ îïðåäåëèòåëÿìè ïîëó÷àåì

(ABXY ) =

∣∣∣∣α 1

χ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣β 1

χ 1

∣∣∣∣ :
∣∣∣∣α 1

υ 1

∣∣∣∣∣∣∣∣β 1

υ 1

∣∣∣∣ =
α− χ
β − χ

:
α− υ
β − υ

èëè ïîñêîëüêó ðàçíîñòü êîîðäèíàò ðàâíà ðàññòîÿíèþ ìåæäó òî÷êà-

ìè,

(ABXY ) =
AX

BX
:
AY

BY
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Îáîçíà÷åíèÿ AX
BX

ïîêàçûâàþò, ÷òî îòíîøåíèÿ íàäî áðàòü ñî çíàêîì,

çàâèñÿùèì îò íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì äâîéíîå îòíîøåíèå

îêàçûâàåòñÿ îòðèöàòåëüíûì â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïàðû

òî÷åê AB è XY ðàçäåëÿþò äðóã äðóãà.

Êîíå÷íî æå ìîæíî îïðåäåëèòü äâîéíîå îòíîøåíèå íà ÿçûêå ýëå-

ìåíòàðíîé ãåîìåòðèè (ñì. ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ)

13. Ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà

Î÷åíü âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñëîæíîå îòíîøå-

íèå ÷åòûðåõ òî÷åê èëè ïðÿìûõ ðàâíî −1. Ãîâîðÿò, ÷òî òàêèå òî÷êè
èëè ïðÿìûå îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó èëè ãàðìîíè÷åñêè

ðàçäåëÿþò äðóã äðóãà. Âàæíûì îí ÿâëÿåòñÿ, âèäèìî, ïîòîìó, ÷òî ãàð-

ìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà îáîáùàåò ïîíÿòèå ñåðåäèíû îòðåçêà èç åâêëèäî-

âîé èëè àôôèííîé ãåîìåòðèè. Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü ãàðìîíè÷åñêóþ

÷åòâåðêó.

Âîçüìåì íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé äâå òî÷êè â è b̂, è åùå äâå òî÷êè

x̂è ŷ,

x = λ1a + µ1b, y = λ2a + µ2b,

òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

(â, b̂, x̂, ŷ) =
µ1
λ1

:
µ2
λ2

= −1.

Äëÿ ýòîãî ìîæíî, íàïðèìåð, âçÿòü

çíà÷åíèÿ λ1 = λ2 = 1, µ1 = 1, µ2 =

−1, äðóãèìè ñëîâàìè x = a + b,

y = a − b. Ïðè âûáîðå â êà÷å-

ñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ OA,OB íà

àôôèííîé êàðòå ïîëó÷èì äâå ïðîèç-

âîëüíûå òî÷êè A,B, òî÷êó X � ñåðåäèíó îòðåçêà AB è áåñêîíå÷íî

óäàëåííóþ òî÷êó Y∞, íå ïîìåñòèâøóþñÿ íà êàðòå, (ABXY∞) = −1.
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Ëåììà. Ñåðåäèíà îòðåçêà è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ãàðìîíè-

÷åñêè ðàçäåëÿþò êîíöû îòðåçêà.

Ïîñòðîèâ òåïåðü íà îñíîâàíèè AB

ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ âåð-

øèíîé O, ñîåäèíèì ýòó âåðøèíó ñ

òî÷êàìè A,B,X, Y∞ è, ïîñêîëüêó

(abxy) = (ABXY∞), ïîëó÷èì âàæ-

íûé ïðèìåð ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâåðêè

ïðÿìûõ (abxy) = −1.

Ëåììà. Ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå áèññåêòðèñû äâóõ ñìåæíûõ óãëîâ,

ãàðìîíè÷åñêè ðàçäåëÿþò ïðÿìûå, ñîäåðæàùèå ñòîðîíû óãëîâ.

Åñëè òåïåðü ïåðåñå÷ü ýòó ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó ïðÿìûõ ïðî-

èçâîëüíîé ñåêóùåé, ïîëó÷èì åùå îäíó èçâåñòíóþ êîíôèãóðàöèþ èç

êëàññè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ñíîâà ïðèâîäÿùóþ ê ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâåð-

êå òî÷åê.

Ëåììà. Îñíîâàíèÿ âíóòðåííåé è âíåøíåé áèññåêòðèñ òðåóãîëüíè-

êà ãàðìîíè÷åñêè ðàçäåëÿþò äâå åãî âåðøèíû.

Ðàññìîòðåâ âàæíûå, íî âñå æå

÷àñòíûå ñëó÷àè, ðåøèì, íàêîíåö îá-

ùóþ çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ãàðìîíè-

÷åñêîé ÷åòâåðêè.

Çàäà÷à. Òî÷êè A,B,X ëåæàò íà

îäíîé ïðÿìîé. Ïîñòðîèòü íà ýòîé

ïðÿìîé òî÷êó Y , òàê ÷òîáû ïàðû òî÷åê AB è XY ãàðìîíè÷åñêè

ðàçäåëÿëè äðóã äðóãà, (ABXY ) = −1.
Âîçüìåì îïÿòü æå òî÷êè â è b̂ ïðîèçâîëüíî, òîãäà òî÷êà x̂ çàäàåòñÿ

âåêòîðîì x = λa + µb, ïðè÷åì λ 6= 0, ïîñêîëüêó x̂ 6= b̂. Äëÿ âûïîë-

íåíèÿ ðàâåíñòâà (â, b̂, x̂, ŷ) = −1 íóæíî âçÿòü âåêòîð y = λa− µb. Â
ñàìîì äåëå, (â, b̂, x̂, ŷ) = µ

λ : −µλ = −1.
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Ýòî äàåò èñêîìîå ïîñòðîåíèå, ïîñêîëüêó âåêòîðû x = λa + µb è

y = λa − µb ìîæíî ïîñòðîèòü êàê äâå äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà

ñî ñòîðîíàìè λa è µb.

Âçÿâ ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó O, ðàç-

ëîæèì êàêîé-ëèáî âåêòîð x, çàäà-

þùèé íàïðàâëåíèå OX , ïî íàïðàâ-

ëåíèÿì OA è OB, ïîëó÷àÿ ïà-

ðàëëåëîãðàìì ñ äèàãîíàëüþ x =

λa + µb. Òîãäà âòîðàÿ äèàãîíàëü

ýòîãî ïàðàëëåëîãðàììà çàäàåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà y = λa −
µb. Ïðîâîäÿ ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êó O â íàïðàâëåíèè âåêòîðà

y, ïîëó÷àåì òî÷êó Y íà èñõîäíîé ïðÿìîé, (ABXY ) = −1.
Îäíàêî, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè

ýòîì ïîñòðîåíèè íà àôôèííîé êàðòå

íàì ïðèäåòñÿ ïðîâîäèòü ïàðàëëåëüíûå

ïðÿìûå, ÷òî íå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ äó-

õîì ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè. Íà ïðîåê-

òèâíîé ïëîñêîñòè ëþáûå äâå ïðÿìûå ïå-

ðåñåêàþòñÿ. Íàäî óëó÷øèòü ïîñòðîåíèå,

èçáàâëÿÿñü îò ïðîâåäåíèÿ ïàðàëëåëü-

íûõ. Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì îáû÷íûé ïðèåì ¾óõîäà â áåñêîíå÷íîñòü¿.

Òî åñòü ïåðåíåñåì ïîñòðîåííûé ÷åðòåæ íà òàêóþ àôôèííóþ êàðòó,

ãäå íåêîòîðûå ýëåìåíòû ñòàíóò áåñêîíå÷íî óäàëåííûìè, à ïåðåñå-

êàþùèåñÿ ïðÿìûå áóäóò èçîáðàæàòüñÿ ïàðàëëåëüíûìè. Ïîñòðîèì

÷åðòåæ c òåì æå ñàìûì ïàðàëëåëîãðàììîì, íà êîòîðîì ïðÿìàÿ AB

áóäåò áåñêîíå÷íî óäàëåííîé. Ïîñêîëüêó íà ýòîì ÷åðòåæå ïðÿìûå

a, b, x, y ïî-ïðåæíåìó îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó, îíè ïåðå-

ñåêàþò áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ ïðÿìóþ â ïàðàõ òî÷åê A∞B∞, X∞Y∞,

ãàðìîíè÷åñêè ðàçäåëÿþùèõ äðóã äðóãà.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïðÿìûå, êîòîðûå íà êàðòå èçîáðàæàþòñÿ

ïàðàëëåëüíûìè, ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ, ëåæàùèõ íà áåñêîíå÷íî óäà-

ëåííîé ïðÿìîé. Íà íàøåì ÷åðòåæå òàêèõ ïðÿìûõ òðè ïàðû. Îíè
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ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ A∞, B∞, Y∞.

Âîçâðàùàÿ ïðÿìóþ èç áåñêîíå÷íî-

ñòè, ïîëó÷àåì ÷åðòåæ, íà êîòîðîì óæå

íåò ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, íî ÷åòâåðêè

a, b, x, y è A,B,X, Y ïî-ïðåæíåìó ãàð-

ìîíè÷åñêèå. Îñòàëîñü ëèøü çàìåòèòü,

÷òî ïðÿìóþ y ìîæíî áåç âñÿêîãî óùåð-

áà óáðàòü ñ ÷åðòåæà, è ìû ïîëó÷èì

êëàññè÷åñêóþ êîíôèãóðàöèþ, èçâåñòíóþ êàê ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòû-

ðåõâåðøèííèê. Åãî ëåãêî ïîñòðîèòü, íà÷àâ ñ òî÷åê A,B,X , ÷òî

ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè ãàðìîíè÷åñêîé ÷åòâåðêè

îäíîé ëèíåéêîé.

Îáû÷íî ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõâåðøèííèê îïèñûâàþò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì: âûáèðàåì ÷åòûðå òî÷êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ è ïðîâîäèì

âñå øåñòü ñîåäèíÿþùèõ èõ ïðÿìûõ. Ýòè øåñòü ïðÿìûõ, îíè æå ñòî-

ðîíû ÷åòûðåõâåðøèííèêà, ïåðåñåêàþòñÿ â òðåõ òî÷êàõ, îòëè÷íûõ îò

èñõîäíûõ. Åñëè òåïåðü ñîåäèíèòü ïðÿìîé (äèàãîíàëüþ) ëþáûå äâå

èç ýòèõ òðåõ íîâûõ òî÷åê, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé äèàãîíàëè ñî

âñåìè îñòàëüíûìè ïðÿìûìè êîíôèãóðàöèè îáðàçóþò ãàðìîíè÷åñêóþ

÷åòâåðêó. Â ýòîì íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ¾íå óõîäÿ â áåñêîíå÷íîñòü¿, à

èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà äâîéíîãî îòíîøåíèÿ.

Ââåäåì íà ÷åðòåæå îáîçíà÷åíèÿ (ñì.) è ðàññìîòðèì öåíòðàëü-

íóþ ïðîåêöèþ ïðÿìîé AB íà ïðÿìóþ A′B′ ñ öåíòðîì O1. Ïðè

ýòîì â ñèëó ñâîéñòâ ñëîæíîãî îòíîøåíèÿ (ABXY ) = (A′B′X ′Y ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî ðàñ-

ñìîòðåòü ïðîåêöèþ ñ öåíòðîì O2,

êîòîðàÿ ïåðåâîäèò òî÷êè A,B,X, Y

â òî÷êè B′, A′, X ′, Y ñîîòâåòñòâåííî.

Ïîëó÷àåì (A′B′X ′Y ) = (BAXY ),

ñëåäîâàòåëüíî, (ABXY ) =
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(BAXY ). Ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæíîãî îòíîøåíèÿ

(ABXY ) =
AX

XB
:
AY

Y B
, (BAXY ) =

BX

XA
:
BY

Y A
,

òî åñòü

(ABXY ) =
1

(BAXY )
.

Îòêóäà

(ABXY ) =
1

(ABXY )
⇒ (ABXY )2 = 1.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê (ABXY ) 6= 1, ïîëó÷àåì

(ABXY ) = −1.
Åùå îäíî ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî âàæíîãî ôàêòà ìîæíî

ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû.

Èçìåíèì îáîçíà÷åíèÿ

íà ÷åðòåæå (ñì.), íàçî-

âåì òî÷êè A,B èìåíàìè

E1, E2 è ðàññìîòðèì ðå-

ïåð E1E2E3E0. Âûïèøåì

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

âñåõ òî÷åê íà ÷åðòåæå.

E1(1 : 0 : 0), E2(0 : 1 : 0), E3(0 : 0 : 1), E0(1 : 1 : 1),

X(1 : 1 : 0), M(1 : 0 : 1), P (0 : 1 : 1)

Óðàâíåíèå ïðÿìîé E1E2 : x3 = 0, óðàâíåíèå ïðÿìîé MP : x1 +

x2 − x3 = 0, òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ Y (1 : −1 : 0). Ïî îïðåäåëåíèþ

îäíîðîäíûõ êîîðäèíàò

X(1 : 1 : 0)⇔ x = e1 + e2

Y (1 : −1 : 0)⇔ y = e1 − e2
Îòñþäà ïîëó÷àåì (E1E2XY ) = −1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Íà ïðàêòèêå ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà îáû÷íî âîçíèêàåò â äâóõ

ñëó÷àÿõ.
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Â çàêëþ÷åíèå ïîñòðîèì ïîëíûé ÷åð-

òåæ ÷åòûðåõâåðøèííèêà ñ øåñòüþ

ñòîðîíàìè è òðåìÿ äèàãîíàëÿìè. Íà

êàæäîé èç äåâÿòè ïðÿìûõ îáðàçóåòñÿ

ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê (!).

14. Ãàðìîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ

Ðàññìàòðèâàÿ öåíòðàëüíóþ ïðîåêöèþ îäíîé ïðÿìîé íà äðóãóþ, ìû

ïðîäîëæèëè åå äî ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âñåé ïëîñêîñòè. Ýòî

îòîáðàæåíèå èìåëî íåïîäâèæíóþ òî÷êó � öåíòð è ïðÿìóþ, ñîñòî-

ÿùóþ èç íåïîäâèæíûõ òî÷åê � îñü. Ñâîéñòâà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ

óäîáíî èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ãàðìîíè÷åñêèå ÷åòâåðêè.

Â ñàìîì äåëå, ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíîå îòîáðàæåíèå h ïëîñêîñòè

íà ñåáÿ, îáëàäàþùåå íåïîäâèæíûì öåíòðîì O è îñüþ íåïîäâèæíûõ

òî÷åê l. Êðîìå òîãî, ýòî îòîáðàæåíèå äîëæíî áûòü èíâîëþöèåé, òî

åñòü äëÿ ëþáîé òî÷êèX äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ h(X) = X ′, h(X ′) = X ,

èëè äðóãèìè ñëîâàìè h2(X) = X . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè ýòî ñâîéñòâî

áóäåò âûïîëíÿòüñÿ õîòÿ áû

äëÿ îäíîé òî÷êè A ïðè h(A) 6=
A, òî îíî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ

âñåõ òî÷åê.

Èòàê, ëþáàÿ ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿ-

ùàÿ ÷åðåç öåíòð O, ïåðåñåêàåò
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îñü l â íåïîäâèæíîé òî÷êå, òî

åñòü èìååò óæå äâå íåïîäâèæíûå

òî÷êè è, ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõî-

äèò ñàìà â ñåáÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè A åå îáðàç, òî÷êà

A′, ëåæèò íà ïðÿìîé OA. Ïóñòü òåïåðü h(A) = A′, h(A′) = A, âîçü-

ìåì ëþáóþ òî÷êó B, ïðîâåäåì ïðÿìóþ AB, îáîçíà÷èì åå n, è ïóñòü

îñü l îíà ïåðåñåêàåò â íåïîäâèæíîé òî÷êå N . Îáðàç ïðÿìîé n, ïðÿ-

ìàÿ n′, ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A′ è N . Çíà÷èò, òî÷êà B′, îáðàç òî÷êè

B, ëåæèò íà ïðÿìîé OB è ïðÿìîé n′. Íî îáðàçîì òî÷êè A′ ÿâëÿåòñÿ

òî÷êà A, è çíà÷èò ïðÿìàÿ n′ ïåðåõîäèò îáðàòíî â ïðÿìóþ n, à òî÷-

êà B′ � â òî÷êó B. Ýòî è îçíà÷àåò, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå h ÿâëÿåòñÿ

èíâîëþöèåé.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîñêîëüêó ïðÿìàÿ AB′ ïåðåõîäèò â ïðÿìóþ

A′B, òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ P áóäåò íåïîäâèæíîé, ñëåäîâàòåëüíî

ëåæèò íà îñè l. Íà ÷åðòåæå ïîÿâèëñÿ ãàðìîíè÷åñêèé ÷åòûðåõâåð-

øèííèê, à íà ïðÿìîé OA � ãàðìîíè÷åñêàÿ ÷åòâåðêà òî÷åê. Òàêèì

îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè A åå îáðàç, òî÷êà A′, ìîæåò áûòü ïîñòðîåí

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) ïðîâåäåì ïðÿìóþ OA äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ l â òî÷êå M ;

2) ïîñòðîèì íà ïðÿìîé OA òî÷êó A′ òàê, ÷òîáû ïàðû OM è AA′

ãàðìîíè÷åñêè ðàçäåëÿëè äðóã äðóãà (íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òîãî æå

÷åòûðåõâåðøèííèêà).

Òî åñòü, íà ëþáîé ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð O, ïàðà íåïî-

äâèæíûõ òî÷åê è ëþáàÿ ïàðà ñîîòâåòñòâåííûõ òî÷åê îáðàçóþò ãàð-



II.14. Ãàðìîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ 67

ìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó. Ïðåîáðàçîâàíèå h íàçûâàþò ãàðìîíè÷åñêîé

èíâîëþöèåé. Íàéäåì ôîðìóëû ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ïîäõîäÿùåì

ðåïåðå.

Â êà÷åñòâå âåðøèí ðåïåðà åñòåñòâåííî âûáðàòü íåïîäâèæíûå òî÷-

êè ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ïóñòü, ñêàæåì, òî÷êè E1, E2 ëåæàò íà îñè l,

òî÷êà E3 ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O, à òî÷êó E0 âûáåðåì ïðîèçâîëü-

íî. Òîãäà ðåïåð E1E2E3E0 ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ h ïåðåéäåò

â ðåïåð E1E2E3E
′
0. Ïðÿìàÿ E3E0 èìååò óðàâíåíèå x1 − x2 = 0, èëè

êîîðäèíàòû E3E0(1 : −1 : 0), à ïîñêîëüêó òî÷êà E ′0 ëåæèò íà ýòîé

ïðÿìîé è îáðàçóåò ñ òî÷êàìè E3(0 : 0 : 1), E0(1 : 1 : 1),M(1 : 1 : 0)

ãàðìîíè÷åñêóþ ÷åòâåðêó, òî åå êîîðäèíàòû ðàâíû E ′0(1 : 1 : −1).
Ïîñêîëüêó òî÷êè E1, E2, E3 îñòàþòñÿ íà ìåñòå, ïîðîæäàþùèå èõ

âåêòîðû áàçèñà e1, e2, e3 äîëæíû ïåðåéòè â âåêòîðû λ1e1, λ2e2, λ3e3.

À ïîñêîëüêó òî÷êà E0(1 : 1 : 1) ïåðåõîäèò â òî÷êó E
′
0(1 : 1 : −1), òî â

êà÷åñòâå íîâîãî áàçèñà ïîäîéäóò âåêòîðû e1, e2,−e3.

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà îïåðàòîðà èìååò âèä

1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 èëè
ρx′1 = x1
ρx′2 = x2
ρx′3 = x3

.

Äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ ãàðìîíè÷åñêîé èíâîëþöèè èãðàþò âàæíóþ

ðîëü â åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. ×òîáû èõ ïîëó÷èòü, âñïîìíèì, ÷òî

ñåðåäèíà îòðåçêà è áåñêîíå÷íî óäàëåííàÿ òî÷êà ãàðìîíè÷åñêè ðàçäå-

ëÿþò êîíöû îòðåçêà.

Åñëè âûáðàòü êàðòó, íà êîòîðîé îñü ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî óäàëåí-

íîé ïðÿìîé, òî íåïîäâèæíûé öåíòð O áóäåò äåëèòü âñå îòðåçêè XX ′

ïîïîëàì. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé

ñ öåíòðîì O.

Òî÷íî òàê æå è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ ñ îñüþ l ÿâëÿåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé

èíâîëþöèåé ñ áåñêîíå÷íî óäàëåííûì öåíòðîì O. Èíòåðåñíî, ÷òî â

ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè òàêèå ðàçíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ êàê öåíòðàëü-
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íàÿ è îñåâàÿ ñèììåòðèÿ îêàçàëèñü ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè îäíîãî è òîãî

æå ïðîåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ � ãàðìîíè÷åñêîé èíâîëþöèè.



II.14. Ãàðìîíè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ 69

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1

Ïîñòðîèì íà àôôèííîé êàðòå ñ çàäàí-

íûì ðåïåðîì E1E2E3E0 òî÷êó ñ îäíî-

ðîäíûìè êîîðäèíàòàìè M = (µ1 : µ2 :

µ3). Ïîñòðîèì ñíà÷àëà òî÷êóM3 = (µ1 :

µ2 : 0). Ïîñêîëüêó ýòà òî÷êà ïîðîæäà-

åòñÿ âåêòîðîì m3 = µ1e1 + µ2e2, îíà

ëåæèò íà ïðÿìîé E1E2, êàê è ëþáàÿ

òî÷êà âèäà (x1 : x2 : 0). Äëÿ åå ïîñòðî-

åíèÿ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âåðøèíîé

E3 â êà÷åñòâå òî÷êè O èç ïðåäûäóùå-

ãî ïîñòðîåíèÿ, à áàçèñíûå âåêòîðû e1, e2
ïîëó÷èòü, ðàçëîæèâ âåêòîð E3E0 ïî áà-

çèñó E3E1, E3E2.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà M =

(µ1 : µ2 : µ3) ïîðîæäàåòñÿ âåêòîðîì

m = µ1e1+ µ2e2+ µ3e3 = m3+ µ3e3, ñëå-

äîâàòåëüíî, îíà ëåæèò íà ïðÿìîé M3E3. Òåïåðü ìîæíî ïîâòîðèòü

ïîñòðîåíèå äëÿ òî÷êè M2 = (µ1 : 0 : µ3), ëåæàùåé íà ïðÿìîé E1E3,

è òî÷íî òàêèì æå îáðàçîì çàìåòèòü, ÷òî òî÷êà M äîëæíà ëåæàòü

íà ïðÿìîéM2E2. Òî÷êàM ïîñòðîåíà êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ

M3E3 è M2E2. Ïîñêîëüêó îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿþò òî÷êó, ïðÿìàÿ M1E1, ãäå M1 = (0 : µ2 : µ3), òàêæå ïðîõîäèò

÷åðåç òî÷êó M Ëþáèòåëè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè ìîãóò ïðîâåðèòü

ýòî ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ×åâû.

Ñëåäóåò îòìåòèòü äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ. Âî-ïåðâûõ, ìîæíî

âûáðàòü òî÷êó E0, ñîâïàäàþùåé ñ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðå-

óãîëüíèêà E1E2E3, ïîëó÷àÿ áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Â íèõ

îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû òî÷êè M = (µ1 : µ2 : µ3) ìîæíî èíòåð-

ïðåòèðîâàòü êàê ¾ìàññû¿, ïîìåùåííûå â òî÷êè E1, E2, E3 òàê, ÷òîáû

öåíòð ìàññ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû îêàçàëñÿ â òî÷êå M .
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 2

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ìû îïðåäåëèëè ñëîæíîå îòíîøåíèå íà ÿçû-

êå ëèíåéíîé àëãåáðû, ñàìî ýòî ïîíÿòèå áûëî ââåäåíî åùå Ïàïïîì.

Îí, êîíå÷íî æå, ðàññìàòðèâàë åãî êàê îòíîøåíèå ÷åòûðåõ îòðåç-

êîâ áåç çíàêîâ. Ìû áóäåì ïîíèìàòü îòíîøåíèå AB
BC = λ êàê AB =

λBC, ïîýòîìó òàêîå îòíîøåíèå ìîæåò áûòü êàê ïîëîæèòåëüíûì,

òàê è îòðèöàòåëüíûì. Âñå äàëüíåéøèå ðàññìîòðåíèÿ áóäåì âåñòè íà

êîíêðåòíîé àôôèííîé êàðòå.

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë îïðåäåëèòåëÿ det(a, b) � ïëîùàäü ïàðàë-

ëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà âåêòîðàõ a, b ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà,

çàâèñÿùåãî îò íàïðàâëåíèÿ îáõîäà. Ïîýòîìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü äâîé-

íîå îòíîøåíèå â òåðìèíàõ îáû÷íîé (ñèíòåòè÷åñêîé) ãåîìåòðèè ïî-

ñòóïèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ðàññìîòðèì ÷åòûðå òî÷êè A,B,C,D,

ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé l è ÷åòûðå ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ ïðÿ-

ìûå a, b, c, d, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó ïó÷êó ñ öåíòðîì O. Âûáåðåì

íà ïðÿìîé ïîëîæèòåëüíîå íàïðàâëåíèå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îòðåçêè

AB è BA èìåþò ðàçíûå çíàêè. Çàïèøåì òåïåðü äâîéíîå îòíîøåíèå

èç ïëîùàäåé ÷åòûðåõ òðåóãîëüíèêîâ ñî çíàêàìè.

S(OAC)

S(OCB)
:
S(OAD)

S(ODB)

íàê ïëîùàäè âûáèðàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ íàïðàâëåíèåì îòðåçêà â îñ-

íîâàíèè, òàê ÷òî ïëîùàäè S(OAB) è S(OBA) èìåþò ðàçíûå çíàêè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî â òî÷íîñòè îòíîøåíèå ÷åòûðåõ îïðåäåëèòå-

ëåé. Òåïåðü ìîæíî âûðàçèòü îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ êàê

îòíîøåíèå îñíîâàíèé, ïîñêîëüêó âûñîòà ó íèõ îäíà è òà æå

S(OAC)

S(OCB)
:
S(OAD)

S(ODB)
=
AC

CB
:
AD

DB
,

òîãäà ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê

(ABCD).

(ABCD) =
AC

CB
:
AD

DB
.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû ìîæíî âûðàçèòü ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ ïî

ôîðìóëå S(OAB) = 1
2OA · OB · sin∠ab, ñ÷èòàÿ óãëû íàïðàâëåííû-

ìè, à sin∠ab è sin∠ba, èìåþùèìè ðàçíûå çíàêè. Òîãäà âåëè÷èíû

OA,OB,OC,OD ñîêðàòÿòñÿ è îòíîøåíèå ïëîùàäåé ìîæíî âûðàçèòü

êàê îòíîøåíèå ñèíóñîâ

S(OAC)

S(OCB)
:
S(OAD)

S(ODB)
=

sin∠ac
sin∠cb

:
sin∠ad
sin∠db

,

òîãäà ýòî îòíîøåíèå íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ ïðÿ-

ìûõ (abcd).

(abcd) =
sin∠ac
sin∠cb

:
sin∠ad
sin∠db

.
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Ìîæíî, êîíå÷íî æå, äîêàçàòü òåîðåìó Äåçàðãà ñ ïîìîùüþ êîîðäè-

íàòíîãî ìåòîäà, íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëèâ îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

ñîîòâåòñòâóþùèõ òî÷åê. Äëÿ ýòîãî ïîíàäîáÿòñÿ ëèøü âçàèìíî äâîé-

ñòâåííûå ôîðìóëû, ïîçâîëÿþùèå âû÷èñëèòü îäíîðîäíûå êîîðäèíà-

òû ïðÿìîé ïî êîîðäèíàòàì äâóõ åå òî÷åê è êîîðäèíàòû òî÷êè ïåðåñå-

÷åíèÿ ïî èçâåñòíûì êîîðäèíàòàì äâóõ ïðÿìûõ (ñì. ãëàâó ¾Óðàâíåíèå

ïðÿìîé¿). Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäðîáíûå âû÷èñëåíèÿ â òåêñòå áóäåì

ïðîïóñêàòü äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà.

Îáîçíà÷èì îäèí òðåõâåðøèííèê E1E2E3, öåíòð ïåðñïåêòèâû

� E0 è ðàññìîòðèì ðåïåð E1E2E3E0. Âòîðîé òðåõâåðøèííèê

îáîçíà÷èì ABC, åãî âåðøèíû ëåæàò ñîîòâåòñòâåííî íà ïðÿìûõ

E1E0, E2E0, E3E0. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî êîîðäèíàòû âåðøèí ðåïåðà

E1(1 : 0 : 0), E2(0 : 1 : 0), E3(0 : 0 : 1), E0(1 : 1 : 1),

ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ (ïðîâåðüòå!)

E1E0 : x2 − x3 = 0, E2E0 : x1 − x3 = 0, E3E0 : x1 − x2 = 0,

èëè â îäíîðîäíûõ êîîðäèíàòàõ

E1E0(0 : 1 : −1), E2E0(1 : 0 : −1), E3E0(1 : −1 : 0).

Òî÷êè A,B,C, ëåæàùèå íà ýòèõ ïðÿìûõ, ïîëó÷àþò êîîðäèíàòû

A(a : 1 : 1), B(1 : b : 1), C(1 : 1 : c),

òåïåðü ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèÿ ñîåäèíÿþùèõ èõ ïðÿìûõ, òî÷íåå

êîîðäèíàòû ïðÿìûõ

AB(1−b : 1−a : ab−1), BC(bc−1 : 1−c : 1−b), CA(1−c : ac−1 : 1−a).

È íàêîíåö, âû÷èñëèì êîîðäèíàòû ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ ïðÿìûõ ñî ñòî-

ðîíàìè òðåõâåðøèííèêà E1E2E3.

E1E2(0 : 0 : 1), E2E3(1 : 0 : 0), E3E1(0 : 1 : 0).
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AB è E1E2 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P (1− a : b− 1 : 0),

BC è E2E3 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Q(0 : 1− b : c− 1),

CA è E3E1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå R(a− 1 : 0 : 1− c).
Êàê ëåãêî âèäåòü, òî÷êàì P,Q,R ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû p, q, r

òàêèå, ÷òî

p + q + r = 0,

òî åñòü ýòè âåêòîðû ëèíåéíî çàâèñèìû, ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êè P,Q,R

ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òî÷íî òàê æå ïðÿìûì âû-

÷èñëåíèåì â êîîðäèíàòàõ ìîæíî

ïðîâåðèòü è ñïðàâåäëèâîñòü òåî-

ðåìû Ïàïïà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû

ñäåëàòü âû÷èñëåíèÿ êàê ìîæíî

êîðî÷å, ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðå-

ìó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà. (Ïàïïà). Ðàññìîòðèì

äâå òðîéêè íåêîëëèíåàðíûõ òî÷åê A,B,C è K,L,M .

Ïðîâåäåì âñå ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè èç ðàçíûõ òðî-

åê, âñåãî 9 ïðÿìûõ. Ðàçîáüåì ýòè 9 ïðÿìûõ íà 3 òðîéêè:

(AK,BL,CM), (AL,BM,CK), (AM,BK,CL). Åñëè â äâóõ èç

ýòèõ òðîåê ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî è â òðåòüåé

òðîéêå âñå òðè ïðÿìûå ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Òåïåðü ââåäåì íîâûå îáîçíà÷åíèÿ. Òî÷êè K,L,M íàçîâåì

E1, E2, E3, à òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìûõ AK,BL,CM (òåïåðü

AE1, BE2, CE3) íàçîâåì E0 è ðàññìîòðèì ðåïåð E1E2E3E0. Òàê

æå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Äåçàðãà, òî÷êè A,B,C ëåæàò íà

ïðÿìûõ

E1E0(0 : 1 : −1), E2E0(1 : 0 : −1), E3E0(1 : −1 : 0),

è èìåþò îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû

A(a : 1 : 1), B(1 : b : 1), C(1 : 1 : c).



74 Ãëàâà II. Òîïîëîãèÿ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

Íàéäåì êîîðäèíàòû ïðÿìûõ AE2, BE3, CE1 ïî èçâåñòíûì ôîðìó-

ëàì

AE2(−1 : 0 : a), BE3(b : −1 : 0), CE1(0 : c : −1).
Ïðèíàäëåæíîñòü ýòèõ ïðÿìûõ îäíîìó ïó÷êó îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì∣∣∣∣∣∣

−1 0 a

b −1 0

c 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â abc = 1.

Òî÷íî òàê æå ïðÿìûå AE3, BE1, CE2 èìåþò êîîðäèíàòû

AE3(−1 : a : 0), BE1(0 : −1 : b), CE2(c : 0 : −1).

Èõ ïðèíàäëåæíîñòü îäíîìó ïó÷êó îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì∣∣∣∣∣∣
−1 a 0

0 −1 b

c 0 −1

∣∣∣∣∣∣ = 0,

÷òî òîæå ïðèâîäèò ê abc = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðÿìûå AE3, BE1, CE2 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷-

êå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â îäíîé òî÷êå ïåðåñåêàþòñÿ ïðÿìûå

AE2, BE3, CE1, ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó Ïàïïà.


