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Ïðåäèñëîâèå

Âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà ïðîèçîøëî ñîáûòèå, ñîïîñòàâèìîå
ïî ñâîåìó èñòîðè÷åñêîìó, êóëüòóðíîìó è öèâèëèçàöèîííîìó çíà-
÷åíèþ ñ ïîÿâëåíèåì â Äðåâíåé Ãðåöèè (Ôàëåñ, VI â. äî í.ý.) äå-
äóêòèâíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ìàòåìàòèêè íà÷àëè ïîíèìàòü,
÷òî ¾äîëæíî áûòü ïîçâîëåíî ðàññóæäàòü îá îáúåêòàõ, íå èìåþ-
ùèõ íèêàêîé íàãëÿäíîé èëè ÷óâñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè¿. Â 1870
ãîäó ïîëó÷èëà ïðèçíàíèå ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî. Ýòî ïðîèçîøëî
ïîñëå òîãî, êàê Ôåëèêñ Êëåéí îáíàðóæèë â îäíîé ðàáîòå Àðòóðà
Êýëè ¾ìîäåëü¿, ïîçâîëÿþùóþ îòîæäåñòâèòü îáúåêòû è ñîîòíîøåíèÿ
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî ñ íåêîòîðûìè îáúåêòàìè è ñîîòíîøåíèÿìè
åâêëèäîâîé ãåîìåòðèè. Ýòèì îí äîêàçàë, ÷òî ãåîìåòðèÿ Ëîáà÷åâñêîãî
íåïðîòèâîðå÷èâà â òîé æå ìåðå, ÷òî è åâêëèäîâà, � ïðîòèâîðå÷èå â
îäíîé èç íèõ íåîáõîäèìî âëå÷åò ïðîòèâîðå÷èå â äðóãîé. Â 1872 ãîäó
ïî÷òè îäíîâðåìåííî Êàíòîð, Äåäåêèíä è Âåéåðøòðàññ äàëè îïðåäåë-
íèå (ïðàâäà, äîâîëüíî ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè) âåùåñòâåííîãî ÷èñëà,
çàòåì Âåéåðøòðàññ îïðåäåëèë îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà â âèäå êëàññîâ
ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è, íàêîíåö, â 1888 ãîäó Äåäåêèíä ñôîðìó-
ëèðîâàë ïîëíóþ ñèñòåìó àêñèîì äëÿ àðèôìåòèêè (àêñèîìû Ïåàíî).
Â ãåîìåòðèè ïîõîæèå ïðîöåññû çàâåðøèëèñü âûõîäîì â 1899 ãîäó
êíèãè Ãèëüáåðòà ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿, ãäå îí îáúÿñíèë, ÷òî ïðÿ-
ìàÿ, òî÷êà è ïëîñêîñòü ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ñâÿçè ñ òåìè àêñèîìàìè,
êîòîðûå äëÿ íèõ âûáèðàþòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàçâàòü ëè èõ òî÷-
êàìè, ïðÿìûìè, ïëîñêîñòÿìè èëè æå ñòîëàìè, ñòóëüÿìè, ïèâíûìè
êðóæêàìè, � ýòî áóäóò òå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû ñîîò-
íîøåíèÿ, âûðàæàåìûå àêñèîìàìè. Ðîäèëñÿ íîâûé ôîðìàëüíûé ÿçûê!
È íîâàÿ èíòóèöèÿ! Òåïåðü ¾èíòóèöèÿ îòíþäü íå îáÿçàòåëüíî èìå-
åò ïðîñòðàíñòâåííóþ èëè ÷óâñòâåííóþ ïðèðîäó, êàê ÷àñòî äóìàþò,
à ñêîðåå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå çíàíèå ïîâåäåíèÿ ìàòåìà-
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òè÷åñêèõ îáúåêòîâ, ÷àñòî ïðèáåãàþùåå ê ïîìîùè îáðàçîâ ñàìîé
ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, íî îñíîâàííîå ïðåæäå âñåãî íà ïîâñåäíåâíîì
çíàêîìñòâå ñ ýòèìè îáúåêòàìè¿ (Áóðáàêè).
Â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè âñëåäñòâèå òàêîãî ðàçâèòèÿ íàóêè

ïîÿâèëèñü ðàçðûâû. Òî÷êà ðàçðûâà � ýòî íåâåðíî ñôîðìèðîâàí-
íàÿ èíòóèöèÿ èëè, èíûìè ñëîâàìè, ýòî ðàçðûâ â ìàòåìàòè÷åñêîé
êóëüòóðå.
Òî÷êè ðàçðûâà â ìàòåìàòè÷åñêîì îáðàçîâàíèè ñèëüíî ñíèæàþò

åãî óðîâåíü è êà÷åñòâî. Ñ íåêîòîðûìè ðàçðûâàìè ñïðàâèòüñÿ ëåã-
êî, ïðîñòî óêàçàâ íà íèõ. Åñòü ðàçðûâû áîëåå ñåðüåçíûå. Îòêðûòèå
ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî îêàçàëî îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå ìà-
òåìàòèêè. Òàêóþ æå ðîëü ýòà ãåîìåòðèÿ äîëæíà èãðàòü è â îáðà-
çîâàíèè. Íî ïðåäñòàâëåíèå î òîì, ÷òî ÷åðåç òî÷êó, íå ëåæàùóþ íà
ïðÿìîé, ìîæíî ïðîâåñòè áîëåå îäíîé ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàííîé,
íå ñòàëî îáùåäîñòóïíûì. Ýòî äàæå, ñêîðåå, òî÷êà îòðûâà øêîëüíîé
ìàòåìàòèêè îò îáùåêóëüòóðíûõ äîñòèæåíèé.
Íàêîíåö, èìåþòñÿ è óçàêîíåííûå, íî óñòðàíèìûå, êàê ìû ïîëàãà-

åì, ðàçðûâû. Øêîëüíàÿ ìàòåìàòèêà óæå â ñðåäíèõ êëàññàõ ñòàíî-
âèòñÿ, â îñíîâíîì, êîíêóðñíî-îëèìïèàäíîé. Ìû ó÷èì äåòåé ðåøàòü
âû÷óðíûå, íèêîìó íå íóæíûå è ïðè ýòîì î÷åíü ñëîæíûå çàäà÷è, êî-
òîðûå çà÷àñòóþ íå õî÷åòñÿ íå òî ÷òî ðåøàòü, äàæå âíèêàòü â óñëîâèÿ!
Ïðè÷åì â ïîäáîðå ýòèõ çàäà÷, êàê ïðàâèëî, íåò ñèñòåìû. Íè î êàêîì
ôîðìèðîâàíèè èíòóèöèè â ýòîé ñèòóàöèè ãîâîðèòü ïðîñòî íå ïðèõî-
äèòñÿ. Êàêîå ïðåäñòàâëåíèå î ìàòåìàòèêå ïîñëå ýòîãî ñêëàäûâàåòñÿ
ó íàøèõ ó÷åíèêîâ, îäíîìó Áîãó èçâåñòíî.
×òî æå äåëàòü? Ïåðåéäåì òåïåðü ê êîíêðåòíûì ïðåäëîæåíèÿì.

Òåîðèÿ ÷èñåë â øêîëå

Òåîðèÿ ÷èñåë, íà íàø âçãëÿä, äîñòàâëÿåò çàìå÷àòåëüíûé ïðèìåð
òåîðèè, êîòîðàÿ ìîæåò ñïîñîáñòâîâàòü óñòðàíåíèþ ðàçðûâîâ â îá-
ðàçîâàíèè ïî ñëåäóþùèì ïðè÷èíàì.
Âî-ïåðâûõ, ñëåäóÿ Ïóàíêàðå è Àðíîëüäó, ìû ïîëàãàåì, ÷òî ìàòå-

ìàòèêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, òî åñòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé íàóêîé. Ñëîâî ¾ìàòåìàòèêà¿ îçíà÷àåò ¾òî÷íîå çíàíèå¿, è
ñîîòâåòñòâóþùèå îòêðûòèÿ áûëè ïîëó÷åíû èç íàáëþäåíèé ÿâëåíèé
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ïðèðîäû. Ðåøàÿ îãðîìíîå êîëè÷åñòâî çàäà÷, øêîëüíèêè ó÷àòñÿ íå
íàáëþäàòü ÿâëåíèÿ, à îòâå÷àòü íà óæå ïîñòàâëåííûå âîïðîñû, è íà
òî, ÷òî ìàòåìàòèêà � èñêóññòâî èõ çàäàâàòü, íå îáðàùàþò âíèìàíèå.
Â òåîðèè ÷èñåë ýêñïåðèìåíò èãðàåò îãðîìíóþ ðîëü è ïîçâîëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíî ïðîéòè ïóòü îò íàáëþäåíèÿ è ôîðìóëèðîâàíèÿ ãèïîòåçû
äî äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Íåîöåíèìûé îïûò!

Âî-âòîðûõ, øêîëüíèêè íå ïîäîçðåâàþò, ÷òî îíè íå çíàþò, ÷òî òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, 0,−1, ìíîãî÷ëåí. Ìîæåò áûòü, ñòðîãèõ îïðåäå-
ëåíèé çäåñü äàâàòü è íå íàäî (õîòÿ íàø îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî òàêèå
ðàçãîâîðû èäóò ¾íà óðà¿, è ìû ïðèâîäèì â òåêñòå ñîîòâåòñòâóþùèå
îïðåäåëåíèÿ), íî îòìåòèòü èõ îòñóòñòâèå íåîáõîäèìî. Èíà÷å ñëîæèò-
ñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ïðèâûêàíèå çàìåíÿåò ïîíèìàíèå, ÷òî, êîíå÷íî,
åñòü òî÷êà ðàçðûâà. Íî â øêîëüíîé ìàòåìàòèêå åñòü òî÷êè ðàçðûâà
è ïîñåðüåçíåå.

Ôîðìàëüíûé ÿçûê îáëàäàåò îäíîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ � ôèê-
ñàöèåé àíàëîãèé. Ïîõîæèå ñòðóêòóðû âûäåëÿþòñÿ òåðìèíîì è îïðå-
äåëåííûì íàáîðîì àêñèîì, êîòîðûå îòðàæàþò òå èëè èíûå ñâîéñòâà
ýòèõ ñòðóêòóð. Òàê, íàïðèìåð, ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë Z, ìíîãî÷ëå-
íîâ R[x] è ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[

√
−1] ïîõîæè. Ýòà ïîõîæåñòü ôèêñèðó-

åòñÿ îïðåäåëåíèåì: âñå ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êîëüöàìè. Òàêàÿ
îñîáåííîñòü ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ïîçâîëÿåò èçó÷àòü îäíîâðåìåííî
öåëûå êëàññû ñòðóêòóð è ïîñòîÿííî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííîé ìà-
òåìàòèêå. Êîãäà â÷åðàøíèé øêîëüíèê ïðèõîäèò íà ïåðâóþ ëåêöèþ
è ñëûøèò îïðåäåëåíèå êîëüöà (ãðóïïû, ïîëÿ, . . . ), òî âîñïðèíèìàåò
ýòè îáúåêòû ïî âûðàæåíèþ Àðíîëüäà, êàê ¾ìíîæåñòâà ñ îïåðàöèÿ-
ìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè äëèííîìó ðÿäó òðóäíîçàïîìèíàåìûõ àêñèîì
. . . ¿. Íåò ñìûñëà êîììåíòèðîâàòü, ñêîëü ïàãóáíî ýòî ñêàçûâàåòñÿ íà
åãî îáðàçîâàíèè. Íîâîèñïå÷åííûé ñòóäåíò íå ïîäãîòîâëåí ê âîñïðè-
ÿòèþ òàêîãî ÿçûêà ïîòîìó, ÷òî ¾øêîëüíàÿ¿ ìàòåìàòèêà êîíêðåòíà,
à ê ôîðìàëüíîìó ÿçûêó íóæíî ïðèâûêíóòü, óìåòü åãî óçíàâàòü. Íà
ýòî òðåáóåòñÿ âðåìÿ. Ìû íàäååìñÿ, ÷òî íàø êóðñ òåîðèè ÷èñåë ïîçâî-
ëÿåò äîñòè÷ü ýòîé öåëè, ïîñòåïåííî, íà÷èíàÿ ñ êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ,
äàâàÿ ïî÷óâñòâîâàòü ó÷åíèêàì àíàëîãèþ ìåæäó êîëüöàìè Z, R[x] è
Z[
√
−1] è ïîäãîòàâëèâàÿ èõ (êàê áóäóùèõ ñòóäåíòîâ) ê âîñïðèÿòèþ

ôîðìàëüíîãî ÿçûêà.
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Â-òðåòüèõ, òåîðèÿ ÷èñåë, áåçóñëîâíî, ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü
íàó÷èòü ðåøàòü çàäà÷è. Ïî âñåé âèäèìîñòè, èìåííî ïîñëåäíåå ñî-
îáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äëÿ ìíîãèõ ñìûñëîì è öåëüþ èçó÷åíèÿ òåîðèè
÷èñåë. Íàó÷èòü ðåøàòü çàäà÷è! È âñå! Êàê ïðàâèëî, äëÿ ñáîðíèêîâ çà-
äà÷ õàðàêòåðíî ïîëíîå îòñóòñòâèå ñþæåòîâ, çàäà÷è â íèõ ïîÿâëÿþòñÿ
òàê, êàê áóäòî îíè âûëåòåëè èç ¾äàò÷èêà ñëó÷àéíûõ ÷èñåë¿. À òî,
÷òî ñðåäè íèõ åñòü òàêèå, êîòîðûå âûñâå÷èâàþò öåëûé ñïåêòð êëþ-
÷åâûõ èäåé, îñòàåòñÿ çà êàäðîì! Îäíèì èç òàêèõ ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ
çàäà÷à îïèñàíèÿ ïèôàãîðîâûõ òðîåê � îíà íå òîëüêî ìîòèâèðóåò
èäåþ ðàññìîòðåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ, íî è âîçìîæíîñòü èëè
íåâîçìîæíîñòü èõ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè, ïðèâîäèò ê ïîíÿ-
òèþ ðîäà ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè, êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü îòâå÷àåò
çà òîïîëîãèþ âåùåñòâåííûõ è êîìïëåêñíûõ êðèâûõ, ýëåìåíòàðíîñòü
àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ, . . .
Î òàêèõ âåùàõ íåîáõîäèìî ãîâîðèòü ñî øêîëüíèêàìè! Íåîáõîäèìî

ïîä÷åðêèâàòü, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî ïðîæåêòîð, êîòîðûé âûñâå÷èâà-
åò çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü êàðòèíû ìèðà, à íå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íàáîð
íåñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé ìåòîäîâ, èëè ÷òî ýòî � èãðà âðîäå øàõìàò.
Íó, è, íàêîíåö, ÷òî êàñàåòñÿ ëîãè÷åñêèõ ïðîáåëîâ ïðè îáó÷åíèè, òî

ïðîñòî íàäî ñòðåìèòüñÿ ê òîìó, ÷òîáû èõ áûëî ïîìåíüøå. Ñàìà ïî
ñåáå ýòà äåÿòåëüíîñòü íàì êàæåòñÿ î÷åíü ïîëåçíîé. Âïðî÷åì, êàê è
âî âñåì, è çäåñü óìåñòíî ¾÷óâñòâî ìåðû è ñîîáðàçíîñòè¿. Ñòåïåíü
ïîãðóæåíèÿ çàâèñèò îò óðîâíÿ êëàññà. Îäíàêî îáÿçàòåëüíî íàäî
ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðèíöèïà Í.Í.Êîíñòàíòèíîâà î ¾÷åñòíîì óìîë÷à-
íèè¿: åñëè ó÷èòåëü â êàêîì-òî ìåñòå, ëèáî ïðîïóñòèë äîêàçàòåëüñòâî
(óìîë÷àë), ïîíèìàÿ, ÷òî ó÷åíèêè âîñïðèìóò ýòîò ôàêò êàê íå÷òî
åñòåñòâåííîå è íå âûçûâàþùåå âîçðàæåíèé, ëèáî ïðîñòî ñîñëàëñÿ íà
î÷åâèäíîñòü, òî äîáàâèòü ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî, íå ðàçðóøàÿ
ñòðóêòóðû êóðñà.

Ìîòèâèðîâêè

Ìàòåìàòè÷åñêîå îáðàçîâàíèå äîëæíî ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ ïðèí-
öèïà åñòåñòâåííîñòè (òàê ñêàçàòü, ¾ñíåæíîãî êîìà¿), ò.å. íåîáõîäèìî
äàâàòü òîëüêî òîò ìàòåðèàë, êîòîðûé ëÿæåò íà óæå óñâîåííûé è êî-
òîðûé áóäåò ìîòèâèðîâàí. Ïåðåä òåì êàê ââîäèòü íîâîå ïîíÿòèå èëè
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íà÷èíàòü íîâûé êóðñ, íóæíî îáÿçàòåëüíî îáúÿñíÿòü (õîòÿ áû ¾íà
ïàëüöàõ¿), ðàäè ÷åãî ýòî äåëàåòñÿ. Îòñóòñòâèå ìîòèâèðîâîê ââîäè-
ìûõ ïîíÿòèé è íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèÿ íåäîïóñòèìî è ÿâëÿåòñÿ
íå ïðîñòî ðàçðûâîì, à äåëàåò òàêîå ¾îáðàçîâàíèå¿ áåññìûñëåííûì.
Ñïðîñèòå ëþáîãî øêîëüíèêà, çà÷åì íóæíû ëîãàðèôìû èëè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, è âû ïîéìåòå òî, ÷òî ìû èìååì â âèäó.
È, êîíå÷íî, îáúÿñíåíèÿ äîëæíû ñîîòâåòñòâîâàòü óðîâíþ ìàòåìà-
òè÷åñêîé êóëüòóðû ñëóøàòåëÿ. Ë. Âûãîòñêèé, èìåÿ â âèäó òîëüêî
÷òî ñêàçàííîå, ãîâîðèë ïðî çîíû áëèæàéøåãî ðàçâèòèÿ. Ìû ñòàðà-
ëèñü ïðèäåðæèâàòüñÿ ýòîãî ïðàâèëà è ââîäèòü òàêèå êëàññè÷åñêèå
ïîíÿòèÿ è òåîðåìû, êàê êèòàéñêóþ òåîðåìó îá îñòàòêàõ, ôóíêöèþ
Ýéëåðà, òåîðåìó Âèëüñîíà è ïðî÷èå, ìîòèâèðóÿ ýòî íåîáõîäèìîñòüþ
èññëåäîâàòü îïðåäåëåííûå ÿâëåíèÿ, êàê, íàïðèìåð, óñòðîéñòâî êî-
ëåö îñòàòêîâ, ïåðèîäè÷íîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ïî ìîäóëþ,
ðàçðåøèìîñòü êâàäðàòíûõ ñðàâíåíèé è äðóãèå.

Íè÷üÿ çåìëÿ

Îáðàçîâàíèå ïîõîæå íà îñâîåíèå çåìåëü. Êàæäûé ÷åðòèò ñâîþ êàðòó
íîâîé äëÿ íåãî çåìëè. Îòêóäà áåðóòñÿ çàäà÷è? Ñêîëüêî è êàêèõ çàäà÷
íàäî ðåøèòü, ÷òîáû ñ÷èòàòü, ÷òî êóðñ îñâîåí? Ïî âñåé âèäèìîñòè, íà-
øè ó÷åíèêè äàæå íå äóìàþò îá ýòîì, õîòÿ, êàçàëîñü áû, çäåñü, êàê â
òóðèñòè÷åñêîì ïîõîäå, îíè äîëæíû ïîñòîÿííî ñïðàøèâàòü, à äîëãî
ëè îñòàëîñü èäòè. È òîëüêî òîãäà, êîãäà îñíîâíûå ðåêè, ãîðû è ðàâíè-
íû íàíåñåíû íà êàðòó (òî åñòü, êîãäà íå îñòàëîñü áîëüøèõ ïðîáåëîâ
� ïðîáëåì), ìîæíî íà÷èíàòü îñâàèâàòü äðóãóþ òåððèòîðèþ.
Íè÷üÿ çåìëÿ � ýòî ðàçäåëû ìàòåìàòèêè âðîäå àôôèííîé ãåîìåò-

ðèè, ïðîåêòèâíîé ãåîìåòðèè, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, òåîðèè íåôàê-
òîðèàëüíûõ êîëåö è ò.ä. Íà èçó÷åíèå ýòèõ ðàçäåëîâ íå õâàòàåò âðå-
ìåíè íè â øêîëå, íè â âóçå, íî áåç íèõ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ñåáå
ïîëíîöåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáðàçîâàíèÿ. Ðàçðûâ çäåñü ñîñòîèò
â òîì, ÷òî â øêîëå ôîðìèðóþò òàêèå íàâûêè, êîòîðûå î÷åíü çàòðóä-
íÿþò èõ îñâîåíèå. Òàêèå ðàçðûâû ìû íàçûâàåì áëîêèðîâêàìè.
Õîðîøèé ñïîñîá óñòðàíåíèÿ ýòèõ òî÷åê ðàçðûâà � èññëåäîâà-

òåëüñêèå ðàáîòû øêîëüíèêîâ. Â Äîáàâëåíèÿõ ìû ïðèâîäèì ðàáîòû,
âûïîëíåííûå íàøèìè ó÷åíèêàìè Äàíèëîé Áàéãóøåâûì è Ãðèãîðèåì
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Þðãèíûì. Íåêîòîðûå èç íèõ áûëè îïóáëèêîâàíû.

• Áàéãóøåâ Ä.À. Îá àñèìïòîòèêå ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê
Àðíîëüäà. Ìàò. Ïðîñâåùåíèå. Ñåð. 3. Âûï. 16 (2012), 89-93
• Baygushev D. On Geometry of Young Diagrams for Arnold
Permutations. Lobachevskii Journal of Mathematics, 2012, Vol.
33, No. 2, pp. 109-114.
• Áàéãóøåâ Ä.À. Î ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà. Òðóäû ìàòåìàòè-
÷åñêîãî öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî ò. 45, ñ. 12-14, 2012.

Â çàêëþ÷åíèå, ìîæåò áûòü, ñàìîå ãëàâíîå.

¾Ìàòåìàòèêà - ýòî ÿçûê¿

ßçûê íàóêè, îñîáåííî ÿçûê ìàòåìàòèêè, ïðèíöèïèàëüíåéøèì îá-
ðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò åñòåñòâåííîãî, òàê ñêàçàòü, áûòîâîãî ÿçûêà.
Äëÿ åñòåñòâåííîãî ÿçûêà õàðàêòåðíî íàëè÷èå íåîäíîçíà÷íîñòè, ò.å.
íàëè÷èå âçàèìîèñêëþ÷àþùèõ ñìûñëîâ. Â ïðîöåññå âîñïðèÿòèÿ åñòå-
ñòâåííîé ðå÷è ÷åëîâåê ïîëüçóåòñÿ ðàçëè÷íûìè èíñòðóìåíòàìè ðàçðå-
øåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè, òàêèìè êàê àíàëîãèè, àïåëëÿöèè ê íàãëÿä-
íûì îáðàçàì, íî, ïðåæäå âñåãî, êîíòåêñòîì. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî-
ÿçûêîâûå òåêñòû èíôîðìàöèîííî èçáûòî÷íû. ßçûê ìàòåìàòèêè èñ-
ïîëüçóåò îñîáûé èíñòðóìåíò ðàçðåøåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè. Â ìàòå-
ìàòè÷åñêîì òåêñòå êàæäûé (!) òåðìèí èëè ïîíÿòèå äîëæíû áûòü
îïðåäåëåíû, ÷òî àáñîëþòíî èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü íåîäíîçíà÷íîãî
èõ ïîíèìàíèÿ.
Íà òî, ÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî ñîâåðøåííî îñîáûé ÿçûê, î÷åíü

ðåäêî êòî â øêîëå îáðàùàåò âíèìàíèå, è, êàê ïðàâèëî, ýòîìó âî-
îáùå íå ó÷àò, õîòÿ, ìîæåò áûòü, ìàòåìàòèêà âêëþ÷åíà â øêîëüíóþ
ïðîãðàììó èìåííî äëÿ òîãî, ÷òîáû õîòÿ áû ñ ýòèì ÿçûêîì ïîçíà-
êîìèòüñÿ, èëè, ÷òî çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, íàó÷èòüñÿ õîòü íåìíîãî íà
íåì ðàçãîâàðèâàòü. Ïðåïîäàâàòåëè æå âóçîâ ñ÷èòàþò, ÷òî ñòóäåíòû,
êîíå÷íî, èì âëàäåþò ñâîáîäíî, è ñðàçó íà÷èíàþò ãîâîðèòü ñ íèìè
íà íåçíàêîìîì ôîðìàëüíîì ÿçûêå, à áåäíûå ñòóäåíòû íå ïîíèìàþò,
÷òî ïðîèñõîäèò. Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèòñÿ ïðîñòî çàçóáðèâàòü íåïî-
íÿòíûå îïðåäåëåíèÿ è äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîòåðå
ñìûñëà îáðàçîâàíèÿ.
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Ïî÷òè ñòî ëåò òîìó íàçàä Ýìèëü Áîðåëü ãîâîðèë, ¾÷òî ïî ñóùå-
ñòâó îáðàçîâàíèå óìà ïðè ïîìîùè òî÷íûõ çíàíèé ãîðàçäî âàæíåå,
÷åì ïðèîáðåòåíèå ýòèõ çíàíèé è, ÷òî ïðåïîäàâàíèå ìàòåìàòèêè ìî-
æåò ïîëó÷èòü ïîëíóþ âîñïèòàòåëüíóþ öåííîñòü ëèøü ïðè óñëîâèè,
åñëè îíî áóäåò èçáåãàòü ñëèøêîì ðàñïðîñòðàíåííîãî ñîôèçìà, áóäòî
ðåàëüíûå òðóäíîñòè ìîæíî ðàçðåøèòü ñ ïîìîùüþ ïðîñòûõ ñëîâåñ-
íûõ îïðåäåëåíèé¿. Çäåñü ìû õîòèì áûòü ïðàâèëüíî ïîíÿòûìè è íå
ïåðåïóãàòü òåõ, êòî ïðèçûâàåò ó÷èòåëåé ¾áûòü ðåàëèñòàìè è íå ïû-
òàòüñÿ íàó÷èòü ñòðîãèì îïðåäåëåíèÿì è ïîíÿòèÿì ñ ñàìîãî íà÷àëà¿.
Êîíå÷íî, î òàêèõ âåùàõ, íà íàø âçãëÿä, íàäî ñíà÷àëà ïðîñòî ðàñ-
ñêàçûâàòü íà óðîêàõ è íå òîëüêî íå òðåáîâàòü, íî è íå îæèäàòü
íåìåäëåííîãî ïîíèìàíèÿ. Ñåìÿ áðîøåíî â ïî÷âó, íàäî ïîäîæäàòü
ïîêà îíî ïðîðàñòåò.
Êàê îòìåòèë Â.À. Óñïåíñêèé, ñïîñîáíîñòü îòëè÷àòü îñìûñëåííîå

îò áåññìûñëåííîãî è èñòèííîå îò ëîæíîãî ñëåäóåò íåóêëîííî è íåíà-
çîéëèâî ïðèâèâàòü óæå ñ íà÷àëüíûõ êëàññîâ øêîëû. È íå ÿâëÿåòñÿ
ëè ýòî ãëàâíûì â øêîëüíîì ïðåïîäàâàíèè?

Ï. Â. Áèáèêîâ, Ê. Â. Êîçåðåíêî, À. È. Ìàëàõîâ



Ãëàâà I

Ïðîñòûå ÷èñëà

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà � âèäèìî, ïåðâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò,

êîòîðûé áûë ïðèíÿò ÷åëîâåêîì íà ñàìîé çàðå íàøåé öèâèëèçàöèè

ìíîãèå òûñÿ÷è ëåò òîìó íàçàä ñ âïîëíå ïîíÿòíîé öåëüþ ïåðåñ÷åòà

ïðåäìåòîâ. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ñêëàäûâàòü, ïåðåìíîæàòü è,

êàçàëîñü áû, ÷òî íåò íè÷åãî ïðîùå. Îäíàêî, íå áóäåì òîðîïèòüñÿ

ñ âûâîäàìè. Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî îáúåêòû, êîòî-

ðûå ïîÿâëÿþòñÿ èç âïîëíå ¾ïðèçåìëåííûõ¿ ñîîáðàæåíèé, òàÿò â ñåáå

íåîæèäàííóþ ãëóáèíó.

1. Ïðîñòûå ÷èñëà è íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû

×èñëà íàçûâàþò ñîñòàâíûìè, åñëè èõ ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà ìåíü-

øèõ ñîìíîæèòåëÿ. Íàïðèìåð, ÷èñëî 6 = 2 · 3 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì. À

âîò ÷èñëî 7 íåëüçÿ ðàçëîæèòü ïîäîáíûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ÷èñëî 7

íàçûâàþò ïðîñòûì ÷èñëîì. Èòàê, äàäèì

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòàâíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

êîòîðîå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íåãî ñàìîãî.

Ïðîñòûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1 è íå

ÿâëÿþùååñÿ ñîñòàâíûì.

Çàìå÷àíèå. ×àñòî â êà÷åñòâå îïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë äàåòñÿ ñëå-

äóþùåå èõ ñâîéñòâî: ó ïðîñòîãî ÷èñëà åñòü ðîâíî äâà äåëèòåëÿ �

1 è îíî ñàìî. Â äàëüíåéøåì (ðàññìàòðèâàÿ, íàïðèìåð, ïðèìåðû

ßãëîìà è Ãèëüáåðòà) ìû óâèäèì, íàñêîëüêî âàæíî äàâàòü âåðíûå

îïðåäåëåíèÿ.
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Çàìå÷àíèå. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì,

íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì. Ïî÷åìó � ìû ïîäðîáíî îáñóäèì â III.2.

Äàâàéòå âûïèøåì âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìåíüøèå 100:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,

47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, . . .

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: êàê èñêàòü ïðîñòûå ÷èñëà?

Îïèøåì ñòàðèííûé ñïîñîá, ïðèäóìàííûé åùå â III â. äî í. ý.

Ýðàòîñôåíîì Êèðåíñêèì, õðàíèòåëåì Àëåêñàíäðèéñêîé áèáëèîòåêè.

Âûïèøåì íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ 2. Äâîéêó îáâåäåì, à

îñòàëüíûå ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 2, çà÷åðêíåì. Áëèæàéøèì íåçà-

÷åðêíóòûì ÷èñëîì áóäåò 3. Îáâåäåì è åãî, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà,

êðàòíûå 3, çà÷åðêíåì. Ñëåäóþùåå íàèìåíüøåå íåçà÷åðêíóòîå ÷èñëî

� ýòî 5. Îáâîäèì ïÿòåðêó, à îñòàëüíûå ÷èñëà, êðàòíûå 5, çà÷åðêè-

âàåì. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó ñíîâà è ñíîâà, ìû â êîíöå êîíöîâ

äîáüåìñÿ òîãî, ÷òî íåçà÷åðêíóòûìè îñòàíóòñÿ ëèøü ïðîñòûå ÷èñëà

� îíè ñëîâíî ïðîñåÿëèñü ñêâîçü ðåøåòî.

Çàìå÷àíèå. Òàêîé ñïîñîá íå ïîçâîëÿåò äîñòîòî÷íî áûñòðî íàõîäèòü

áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà, è òåì áîëåå îïðåäåëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå

÷èñëî ïðîñòûì èëè íåò, ïîñêîëüêó íóæíî âûïèñàòü âñå ÷èñëà äî íåãî.

Êàçàëîñü áû, êàêèå ñëîæíîñòè ìîæåì ìû èñïûòàòü ïðè èçó÷åíèè

ïðîñòûõ ÷èñåë? Åùå êàêèå! ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü, î ÷åì èäåò

ðå÷ü, ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñðåäè ïðîñòûõ ÷èñåë ïàðû òàêèõ, ðàç-

íîñòü ìåæäó êîòîðûìè ìèíèìàëüíà. Êàê ëåãêî âèäåòü, ýòà ðàçíîñòü,

êðîìå îäíîãî èñêëþ÷èòåëüíîãî ñëó÷àÿ 2 è 3, ðàâíà 2:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,

67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131 . . .

Òàêèå ïàðû ïðîñòûõ ÷èñåë íàçûâàþòñÿ áëèçíåöàìè. Êàê óñòðîåíî

ìíîæåñòâî ÷èñåë-áëèçíåöîâ? Ìîæíî ëè õîòÿ áû óòâåðæäàòü, ÷òî ýòî

ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íî? Äî ñèõ ïîð îòâåòû íà ýòè âîïðîñû íåèçâåñò-

íû.
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Ïðåæäå ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå, îòìåòèì îäíî êëþ÷åâîå ñîîáðà-

æåíèå äëÿ âñåãî íàøåãî êóðñà. Â ìàòåìàòèêå ïåðâîñòåïåííóþ ðîëü

èãðàåò óñòàíîâëåíèå àíàëîãèé ìåæäó, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî ðàç-

ëè÷íûìè ñòðóêòóðàìè.

Ðàññìîòðèì, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåîæèäàííûé â äàííîì êîíòåêñòå

ïðèìåð: ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ñòðàííî áûëî

áû îæèäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ èìååò íå÷òî îáùåå ñ ìíîæå-

ñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îäíàêî, çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû ìîæíî

ñêëàäûâàòü è ïåðåìíîæàòü è äàæå ðàñêëàäûâàòü íà ìíîæèòåëè. Íå

ïðàâäà ëè, î÷åíü ïîõîæå íà íàòóðàëüíûå ÷èñëà? Âîçíèêàåò åñòåñòâåí-

íûé âîïðîñ: ñóùåñòâóþò ëè â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ àíàëîãè

ïðîñòûõ ÷èñåë? Äà, ñóùåñòâóþò! Îíè íàçûâàþòñÿ íåïðèâîäèìûìè

ìíîãî÷ëåíàìè.

Îïðåäåëåíèå. Ïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí,

êîòîðûé ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ

ìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè.

Íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëü-

íîé ñòåïåíè, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïðèâîäèìûì.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì îïðåäåëåíèè ñóùåñòâåí-

íóþ ðîëü èãðàåò ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà.

Çàìå÷àíèå. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé ñòåïå-

íè (ò.å. íåíóëåâûå ÷èñëà) íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðèâîäèìûìè, íè íåïðè-

âîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðè÷èíû ýòîìó òå æå, ïî êîòîðûì 1 íå

ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì ÷èñëîì (âíîâü àíàëîãèÿ!).

Çàìå÷àíèå. Â áîëüøèíñòâå øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ è ïîñîáèé ìíîãî-

÷ëåíîì íàçûâàþò ¾âûðàæåíèå âèäà...¿. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà ôðàçà

îïðåäåëåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ. Çäåñü ïðîñòî îäíî ñëîâî � ¾ìíîãî÷ëåí¿,

çàìåíåíî äðóãèì � ¾âûðàæåíèå¿. À ÷òî òàêîå âûðàæåíèå?... Â ãëà-

âå VII ìû äàäèì ñòðîãîå îïðåäåëíèå ìíîãî÷ëåíà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Íà÷íåì ñ ïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-
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íîâ. Òàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå.

x2 = x · x,
x2 − 1 = (x− 1) · (x + 1),

x2 − 1

4
=

(
x− 1

2

)
·
(
x +

1

2

)
,

x3 − x = x · (x2 − 1) = x · (x− 1) · (x + 1),

x3 + x = x · (x2 + 1).

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ.

x,

x + c, ãäå c � ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî,

x2 + 1,

x2 + x + 1.

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî âîïðîñ î íåïðèâîäèìîñòè òîãî èëè èíîãî

ìíîãî÷ëåíà çàâèñèò îò ìíîæåñòâà, êîòîðîìó ïðèíàäëåæàò åãî êîýô-

ôèöèåíòû. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè (ýòî ìíîæåñòâî

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[x]), òî, êàê îêàçûâàåòñÿ, ñóùåñòâóåò êðèòåðèé,

êîòîðûé ïîçâîëÿåò ÿâíî îïèñàòü âñå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû! Èìè

ÿâëÿþòñÿ

1. Âñå ìíîãî÷ëåíû ïåðâîé ñòåïåíè;

2. Ìíîãî÷ëåíû âòîðîé ñòåïåíè ñ îòðèöàòåëüíûì äèñêðèìèíàíòîì.

À èìåííî, ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

ax2 + bx + c.

Èñïîëüçóÿ ïðîöåäóðó âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà (ñìîòðèòå, êàê

ýòà ïðîöåäóðà çàðàáîòàëà!), ïîëó÷àåì

ax2 + bx + c = a

(
x2 +

b

a
x

)
+ c = a

(
x2 + 2

b

2a
x +

b2

4a2
− b2

4a2

)
+ c =

a

(
x2 + 2

b

2a
x +

b2

4a2

)
− b2

4a
+
ac

a
= a

(
x +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a
.
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Âûðàæåíèå D = b2 − 4ac èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ðàññìîòðå-

íèè ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè è íàçûâàåòñÿ äèñêðèìèíàíòîì

ìíîãî÷ëåíà ax2 + bx + c. Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.

• D < 0. Â òàêîì ñëó÷àå, êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî íàìè ïðåä-

ñòàâëåíèÿ, ìíîãî÷ëåí íå èìååò êîðíåé è âñåãäà ïðèíèìàåò

çíà÷åíèÿ îäíîãî çíàêà. Ïîëîæèòåëüíûå, åñëè a > 0, è îòðèöà-

òåëüíûå, åñëè a < 0. Èìåííî â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí ax2 +

bx + c ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå

ïðèìåðû

x2 + 1 > 0,

x2 + x + 1 =

(
x +

1

2

)2

+
3

4
> 0,

−x2 − 1 < 0,

−2x2 + 3x− 2 = −2

(
x− 3

4

)2

− 7

8
< 0.

• D = 0. Â òàêîì ñëó÷àå ax2 + bx + c = a
(
x + b

2a

)2
, îòêóäà

î÷åâèäíî ñëåäóåò ïðèâîäèìîñòü èñõîäíîãî ìíîãî÷ëåíà.

• D > 0. Â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ó èñõîäíîãî ìíîãî÷ëå-

íà îáÿçàòåëüíî áóäóò êîðíè x1, x2 è ðàçëîæåíèå áóäåò èìåòü

âèä

ax2 + bx + c = a

(
x +

b

2a

)2

− b2 − 4ac

4a
= a(x− x1) · (x− x2).

Íàïðèìåð,

x2 − 1 = (x− 1) · (x + 1),

x2 − x− 2 = (x− 2) · (x + 1),

3x2 − 5x− 2 = (3x + 1) · (x− 2) = 3

(
x +

1

3

)
· (x− 2),

−2x2 + 7x− 3 = −(2x− 1) · (x− 3) = −2

(
x +

1

2

)
· (x− 3).
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Îäíàêî, ìîãóò âîçíèêíóòü ñëåäóþùèå ñëîæíîñòè. Ìíîãî÷ëåí

x2 − 2 ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì, ïîñêîëüêó D = 02 − 4 · (−2) =

8 > 0. Çíà÷èò, èìååòñÿ åãî ðàçëîæåíèå

x2 − 2 = (x− ?) · (x− ?).

×òî áóäåò ñòîÿòü íà ìåñòå âîïðîñèòåëüíûõ çíàêîâ? Ïîêà ìû

ëèøü ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî ýòî áóäóò òàêèå ÷èñëà, êâàäðàò êî-

òîðûõ ðàâåí 2 (èíûìè ñëîâàìè, êîðíè óðàâíåíèÿ x2 − 2 = 0).

Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òàèò â ñåáå íåîæèäàííûå

ñëîæíîñòè, èáî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà

(äðîáè), êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí 2. Â ãëàâå XI ìû ñìîæåì

ïðîÿñíèòü ñèòóàöèþ è îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ.

Â ìíîæåñòâå R[x] âñå ìíîãî÷ëåíû òðåòüåé ñòåïåíè è âûøå ïðèâî-

äèìû, ò.å. èõ ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè! Íàïðèìåð,

x4 + 4 = (x2 − 2x + 2) · (x2 + 2x + 2).

Çàìå÷àíèå. Ìíîæåñòâî R[x] ïîõîæå íà ìíîæåñòâî N. Íî, êàê ìû

ðàíåå ñêàçàëè, íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ïîç-

âîëÿåò îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðîñòûì.

Äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñàìûõ ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ ýòî ïî-

òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè. Îäíàêî, â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ñ

äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âîïðîñ ðåøàåòñÿ ìíîãî ïðîùå.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ÿâëÿ-

þòñÿ ïðîèçâîëüíûìè ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè (ýòî ìíîæåñòâî îáî-

çíà÷àåòñÿ ÷åðåç Q[x]), òî ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ íàìíîãî ñëîæíåå.

Íå ñóùåñòâóåò ÿâíîãî îïèñàíèÿ íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ â Q[x].

Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûå ïðèâîäèìû, êàê
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ýëåìåíòû R[x], íî íåïðèâîäèìû, êàê ýëåìåíòû Q[x].

x2 − 2,

x4 + 1,

x4 + x3 + x2 + x + 1,

x5 − 3,

x6 + x5 + x4 + x3 + x2 + x + 1.

Çàìå÷àíèå. Â ìíîæåñòâå Q[x] ñóùåñòâóþò íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëå-

íû ëþáîé ñòåïåíè. Íàïðèìåð,

xn − p,

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Ïðè ïîâñåäíåâíîì çíàêîìñòâå ñ òåìè èëè èíûì îáúåêòàìè,

íàïðèìåð, ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, âû âûðàáàòûâàåòå ñîîòâåò-

ñòâóþùóþ èíòóèöèþ, ïðèîáðåòàåòå çíàíèå ïîâåäåíèÿ ýòèõ îáúåêòîâ.

Óñòàíàâëèâàåìûå àíàëîãèè íàïîäîáèå òîé, ÷òî ìû îòìåòèëè ìåæäó

÷èñëàìè è ìíîãî÷ëåíàìè, ïîçâîëÿþò ïåðåáðàñûâàòü èíòóèöèþ íà

íîâûå ñòðóêòóðû.

Âåðíåìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ïðîñòûõ ÷èñåë è äîêàæåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïîíàäîáèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì.

Ëåììà (Î ïðîñòîì äåëèòåëå). Ó ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëü-

øåãî 1, ñóùåñòâóåò ïðîñòîé äåëèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëü-

øåå 1. Ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü p ÷èñëà n,

áîëüøèé 1.

Ïî÷åìó òàêîé äåëèòåëü p ñóùåñòâóåò?

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàèìåíüøåãî äåëèòåëÿ íå ñóùå-

ñòâóåò. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ q íàéäåòñÿ äåëèòåëü q′

òàêîé, ÷òî q > q′. Åñëè íàèìåíüøåãî äåëèòåëÿ íåò, òî ýòó öåïî÷êó

ìîæíî ïðîäîëæàòü q > q′ > q′′ > . . .. Íî îíà îáÿçàòåëüíî îáîðâåòñÿ,

ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N îãðàíè÷åíî ñíèçó.
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Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî p ïðîñòîå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü

÷èñëî p ñîñòàâíîå. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèå ñîñòàâíîãî ÷èñëà íàéäóò-

ñÿ äâà íàòóðàëüíûõ ÷èñëà a è b, îòëè÷íûå îò p, òàêèå, ÷òî p = ab.

Íî òîãäà a < p è n äåëèòñÿ íà a. Â ñàìîì äåëå, åñëè n = p · n1, òî,

ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî p = ab, ïîëó÷àåì n = a · (bn1). Çíà÷èò, n

äåëèòñÿ íà a è p � íå íàèìåíüøèé äåëèòåëü n. Ïðîòèâîðå÷èå.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî óòâåðæäåíèÿ î ïðîñòûõ ÷èñëàõ

îòíþäü íå ïðîñòû, åñëè äîêàçûâàòü èõ â îáùåì âèäå. Íàïðèìåð,

óòâåðæäåíèå î âîçìîæíîñòè ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðî-

ñòûå ìíîæèòåëè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå òåî-

ðåìîé! Òåîðåìîé, êîòîðàÿ òðåáóåò äîêàçàòåëüñòâà (ñîâñåì íå ïðîñòî-

ãî), êîòîðîå ìû äàäèìè â ãëàâå IX.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëå òîãî êàê ìû óñòàíîâèëè àíàëîãèþ ìåæäó ÷èñëàìè

è ìíîãî÷ëåíàìè, èìååò ñìûñë ñïðîñèòü, à ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ìíî-

ãî÷ëåíîâ àíàëîã óòâåðæäåíèÿ, êîòîðîå ìû òîëüêî ÷òî äîêàçàëè äëÿ

÷èñåë. Êàê ïðàâèëî, òàêîé àíàëîã ñóùåñòâóåò. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà

ïðèâåäåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà (Î íåïðèâîäèìîì äåëèòåëå). Ó ëþáîãî ìíîãî÷ëåíà ïîëîæè-

òåëüíîé ñòåïåíè ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé äåëèòåëü.

Ââåäåì äëÿ óäîáñòâà îáùåïðèÿíòîå îáîçíà÷åíèå äëÿ ñòåïåíè ìíî-

ãî÷ëåíà: deg.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ïîëîæèòåëü-

íîé ñòåïåíè. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí p íàèìåíüøåé ïîëîæèòåëüíîé

ñòåïåíè, êîòîðûé äåëèò f .

Ïî÷åìó òàêîé ìíîãî÷ëåí p ñóùåñòâóåò?

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîãî ìíîãî÷ëåíà íå ñóùåñòâóåò.

Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ q íàéäåòñÿ äåëèòåëü q′ òàêîé,

÷òî deg q > deg q′. Åñëè íåò äåëèòåëÿ íèìåíüøåé ñòåïåíè, òî ýòó

öåïî÷êó ìîæíî ïðîäîëæàòü deg q > deg q′ > deg q′′ > . . .. Íî îíà îáÿ-

çàòåëüíî îáîðâåòñÿ, ïîñêîëüêó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ïðèíèìàåò ëèøü
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íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïîýòîìó ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ñòåïåíè

îãðàíè÷åíî ñíèçó.

Äîêàæåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí p íåïðèâîäèì. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå:

ïóñòü p � ïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà ïî îïðåäåëåíèå ïðèâîäèìî-

ãî ìíîãî÷ëåíà íàéäóòñÿ ìíîãî÷ëåíû g è h ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè,

òàêèå, ÷òî p = gh. Íî òîãäà deg g < deg p è f äåëèòñÿ íà g. Â ñàìîì

äåëå, åñëè f = p ·f1, òî, ïîäñòàâëÿÿ â ýòî ðàâåíñòâî p = gh, ïîëó÷àåì

f = g · (hf1). Çíà÷èò, f äåëèòñÿ íà g è p � äåëèòåëü f íå íàèìåíüøåé

ñòåïåíè � ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ðàñïðåäåëåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë. Ôóíêöèÿ π.

Ïîñìîòðèì íà ðÿä èç íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïðîñòûõ ÷èñåë:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, . . .

Âèäíî, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë äîâîëüíî ìíîãî, è âñòðå÷àþòñÿ îíè äî-

ñòàòî÷íî ÷àñòî, õîòÿ è ¾õàîòè÷íî¿. ×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýòî

ÿâëåíèå, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Äëÿ

íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n åå çíà÷åíèå π(n) îïðåäåëÿåòñÿ êàê êîëè÷å-

ñòâî òàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë p, ÷òî p 6 n. Ýòà ôóíêöèÿ íåñåò â ñåáå

äîñòàòî÷íî ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ðÿäå ïðîñòûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð,

êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [n,m], ðàâíî

ðàçíîñòè π(m)− π(n− 1).

Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè äëÿ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë îò 1 äî 60.

Îáðàùàþò íà ñåáÿ âíèìàíèå îòðåçêè ïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè π. Êàê

ëåãêî ñîîáðàçèòü, ýòî òàêèå îòðåçêè â íàòóðàëüíîì ðÿäó, êîòîðûå

íå ñîäåðæàò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Ê èõ èçó÷åíèþ ìû âåðíåìñÿ

÷óòü ïîçæå.

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ π íåñåò â ñåáå èíôîðìàöèþ î ïëîòíîñòè, ñ

êîòîðîé ïðîñòûå ÷èñëà âñòðå÷àþòñÿ â íàòóðàëüíîì ðÿäó.
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Ãðàôèê π(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.

n 10 102 103 104 105 106 107

π(n) 4 25 168 1229 9592 78498 664579

π(n)/n 0, 4 0, 25 0, 168 0, 123 0, 096 0, 078 0, 066

Âèäíî, ÷òî ýòà ïëîòíîñòü óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n, ò.å. ïðîñòûõ

÷èñåë âñå æå íå òàê ìíîãî. Òåïåðü ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ. Äëÿ ïåðâîé òûñÿ÷è íàòóðàëüíûõ

÷èñåë îí ïðèâåäåí íèæå.

×òî îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå íà ýòîì ãðàôèêå? Íåñìîòðÿ íà

îòñóòñòâèå êàêîé-ëèáî ÿâíîé çàêîíîìåðíîñòè â ðÿäó ïðîñòûõ ÷èñåë,

ôóíêöèÿ π íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ ðàñòåò äîâîëüíî ðåãóëÿðíî. Åùå

â êîíöå XVIII âåêà Ëåæàíäð è Ãàóññ íåçàâèñèìî ñôîðìóëèðîâàëè

ãèïîòåçó î âîçìîæíîñòè ïðèáëèçèòü π(n) èçâåñòíîé ôóíêöèåé (ýòà

ôóíêöèÿ åñòü n
lnn). Óñèëèÿìè ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ ñïóñòÿ ñòî ëåò â

1896 ãîäó ýòà ãèïîòåçà áûëà äîêàçàíà.
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Ãðàôèê π(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 1000.

Çàìå÷àíèå. ×òî òàêîå lnn, íàâåðíÿêà ñïðàøèâàåòå âû. Îòâåò ñî-

âåðøåííî ïîòðÿñàþùèé! Ðàññìîòðèì ãðàôèê ôóíêöèè f (x) = 1
x,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëîé. Òîãäà ln t � ýòî âåëè÷èíà çàøòðè-

õîâàííîé ïëîùàäè(!) ïîä ýòèì ãðàôèêîì íà îòðåçêå [1, t].

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ln(t).

Êàêèì îáðàçîì â çàäà÷å èç òåîðèè ÷èñåë ïîÿâëÿåòñÿ òàêàÿ ôóíê-

öèÿ? Ìàòåìàòèêà âîèñòèíó óäèâèòåëüíàÿ íàóêà!

Íèæå ïðèâåäåí ãðàôèê ôóíêöèè π è åå ïðèáëèæåíèÿ.
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Ôóíêöèÿ π è åå ïðèáëèæåíèå.

n 10 102 103 104 105 106 107

π(n) 4 25 168 1229 9592 78498 664579
π(n)
n/ lnn 0, 921 1, 151 1, 161 1, 132 1, 104 1, 085 1, 071

Èç ïðèâåäåííîé òàáëèöû ìîæíî âèäåòü, êàê îòíîøåíèå π(n)
n/ lnn ñòðå-

ìèòñÿ ê 1 ñ ðîñòîì n. Ôîðìàëüíî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

π(n) ∼ n

lnn
ïðè n→∞

Äî ñèõ ïîð â ðàñïðåäåëåíèè ïðîñòûõ ÷èñåë â íàòóðàëüíîì ðÿ-

äó åñòü ìíîæåñòâî îòêðûòûõ âîïðîñîâ, íå ðåøåííûõ ñîâðåìåííûìè

ìàòåìàòèêàìè, íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ. Ñåé÷àñ ìû ïî-

ïðîáóåì ïîèññëåäîâàòü ðÿä ïðîñòûõ ÷èñåë è äîêàçàòü íåêîòîðûå

çàêîíîìåðíîñòè â íåì.

3. Òåîðåìà Åâêëèäà

Ïåðâûé âîïðîñ, êîòîðûé åñòåñòâåííî âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè

ðÿäà ïðîñòûõ ÷èñåë, ñëåäóþùèé. Ìû âûïèñàëè íåñêîëüêî ïðîñòûõ
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÷èñåë. Ñîâðåìåííûå êîìïüþòåðû ìîãóò âûïèñàòü ïðîñòûå ÷èñëà, ñî-

ñòîÿùèå èç ìíîãèõ òûñÿ÷ çíàêîâ. Îäíàêî ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî

âñåãäà ñóùåñòâóþò ïðîñòûå ÷èñëà, ïîìèìî òåõ, ÷òî óæå íàéäåíû?

Èíûìè ñëîâàìè, âåðíî ëè, ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Åâêëèä). Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî ÷òî ïðîñòûõ

÷èñåë ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî è P � íàèáîëüøåå èç íèõ. Òîãäà ÷èñëî

N = 2 · 3 · 5 · . . . · P + 1 íå ïðîñòîå. Ðàññìîòðèì p � åãî ïðîñòîé

äåëèòåëü, êîòîðûé ñóùåñòâóåò ïî ëåììå î ïðîñòîì äåëèòåëå. Ñðåäè

íàáîðà 2, 3, . . . P åãî íåò, ïîñêîëüêó ÷èñëî N íå äåëèòñÿ íè íà îä-

íî èç ÷èñåë äàííîãî íàáîðà. Ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Òåîðåìà

äîêàçàíà.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷èñåë âèäà

ek = p1p2 . . . pk + 1.

Çäåñü p1 = 2 < p2 < p3 < . . . < pk - ïðîñòûå ÷èñëà, âçÿòûå ïîäðÿä â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ. ×èñëà ek íàçûâàþò ÷èñëàìè Åâêëèäà.

e1 = 2 + 1 = 3

e2 = 2 · 3 + 1 = 7

e3 = 2 · 3 · 5 + 1 = 31

e4 = 2 · 3 · 5 · 7 + 1 = 211

e5 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 + 1 = 2311

Çàìåòèì, ÷òî ïîêà ÷èñëà ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûìè. Îäíàêî,

e6 = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 + 1 = 30031 = 59 · 509.

Çàìå÷àíèå. Àðàáñêèå öèôðû, ê êîòîðûì âû òàê ïðèâûêëè è êîòîðû-

ìè ïîëüçóåòåñü, íå çàäóìûâàÿñü, âîçíèêëè â Èíäèè ÷åðåç áîëåå ÷åì

500 ëåò ïîñëå ñìåðòè Åâêëèäà. Ïðåäñòàâüòå, êàêèì òðóäíûì äåëîì

áûëî ðàñêëàäûâàòü ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè áåç ñòîëü óäîáíîãî

èíñòðóìåíòà!
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Äàííàÿ òåîðåìà äîñòàâëÿåò ïåðâûé äëÿ íàñ ïðèìåð òåîðåìû ñó-

ùåñòâîâàíèÿ. Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íå äàåò ñïîñîáà íàõîäèòü

íîâûå ïðîñòûå ÷èñëà. Îäíàêî íåáîëüøàÿ ìîäèôèêàöèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà Åâêëèäà äàåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñòðîèòü íîâûå

ïðîñòûå ÷èñëà èç óæå èìåþùèõñÿ.

Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ÷èñëî q1 = 2. Äàâàéòå ïîïðîáóåì íàéòè êàêîå-

íèáóäü ÷èñëî, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 2. Äëÿ ýòîãî ïðîùå âñåãî ïðèáà-

âèòü ê ÷èñëó q1 = 2 åäèíèöó. Ìû ïîëó÷èì ïðîñòîå ÷èñëî q1 + 1 = 3.

Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç q2.

Òåïåðü äàâàéòå ïîïðîáóåì íàéòè ÷èñëî, íå äåëÿùååñÿ íè íà q1 = 2,

íè íà q2 = 3. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ÷èñëî

q1 · q2 + 1 = 2 · 3 + 1 = 7.

Îíî òàêæå îêàçàëîñü ïðîñòûì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç q3.

Áóäåì ïðîäîëæàòü ýòîò ïðîöåññ. Âîçüìåì óæå íàéäåííûå íàìè

ïðîñòûå ÷èñëà q1 = 2, q2 = 3 è q3 = 7 (îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî

ïîêà ÷òî ìû íå ïîëó÷èëè ïðîñòîãî ÷èñëà 5) è âîçüìåì ÷èñëî

q1q2q3 + 1 = 2 · 3 · 7 + 1 = 43.

Êàê ìû ïîìíèì, ýòî ÷èñëî òàêæå ïðîñòî. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç q4.

Âîçíèêàåò ãèïîòåçà: ÷òîáû íàéòè íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî, íóæíî

ïåðåìíîæèòü âñå íàéäåííûå äî ýòîãî ïðîñòûå ÷èñëà è ïðèáàâèòü

1.

Äàâàéòå ýòî ïðîâåðèì.

Åùå ðàç çàïèøåì íàø ïðîöåññ ñ ñàìîãî íà÷àëà:

2 2 + 1 = 3 � ïðîñòîå

2, 3 2 · 3 + 1 = 7 � ïðîñòîå

2, 3, 7 2 · 3 · 7 + 1 = 43 � ïðîñòîå

2, 3, 7, 43 2 · 3 · 7 · 43 + 1 = 1807 �???

ßâëÿåòñÿ ëè ÷èñëî 1807 ïðîñòûì? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 1807 = 13·139!

Çíà÷èò, ÷èñëî 1807 ñîñòàâíîå, è íàøà ãèïîòåçà îêàçàëàñü íåâåðíîé.
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×òî æå äåëàòü?

À âîò ÷òî. Ðàññìîòðèì ìèíèìàëüíûé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü ÷èñ-

ëà 1807, îòëè÷íûé îò 1. Ýòî ÷èñëî ðàâíî 13, è åãî íåò ñðåäè óæå

íàéäåííûõ íàìè ïðîñòûõ ÷èñåë q1, q2, q3 è q4. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç

q5.

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü íàø àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ íîâûõ ïðî-

ñòûõ ÷èñåë â îáùåì âèäå.

Ðàññìîòðèì óæå íàéäåííûå ïðîñòûå ÷èñëà q1, q2, . . . , qn. Ïîñòðîèì

÷èñëî

Qn = q1q2 . . . qn + 1

è ðàññìîòðèì íàèìåíüøèé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü qn+1 ÷èñëà Qn,

îòëè÷íûé îò 1. Òîãäà qn+1 � íîâîå ïðîñòîå ÷èñëî.

Çàìåòèì, ÷òî òàêèì îáðàçîì ìû íå ñìîæåì ïîëó÷èòü âñå ïðîñòûå

÷èñëà. Â ÷àñòíîñòè, ìû íå ïîëó÷èì ïðîñòîãî ÷èñëà 5.

4. Ïðîñòûå ÷èñëà â àðèôìåòè÷åñêèõ ïðîãðåññèÿõ

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà 3k, 3k+ 1 è 3k+ 2, ãäå k ïðîáå-

ãàåò âñå öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. (Òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,

èìåþùèå âèä a, a+d, a+2d, a+3d, . . ., íàçûâàþòñÿ àðèôìåòè÷åñêèìè

ïðîãðåññèÿìè.)

0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, . . .

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22, 25, 28, 31, 34, . . .

2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, . . .

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ ñîäåðæèòñÿ òîëüêî îäíî ïðîñòîå

÷èñëî 3. Èíòåðåñíî, êàêîâî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë â äâóõ äðóãèõ.

Òåîðåìà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 3k + 2 ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî

ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîïðîáóåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëü-

ñòâî òåîðåìû Åâêëèäà. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ò.å. ÷òî ìíîæåñòâî ïðî-

ñòûõ ÷èñåë âèäà 3k + 2 êîíå÷íî: 2, 5, 11, 17, . . . , pn.
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Ðàññìîòðèì ÷èñëî

N = 3 · (2 · 5 · 11 · . . . · pn) + 2.

Çàìå÷àíèå. Ïî÷åìó N èìååò òàêîé âèä? Íàøà çàäà÷à � ¾íå âûõî-

äèòü¿ çà ïðåäåëû àðèôìåòè÷åñêîé ïðîãðåññèè 3k + 2 è íàéòè â íåé

ïðîñòîå ÷èñëî, êîòîðîãî íåò ñðåäè 2, 5, 11, 17, . . . , pn.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Åâêëèäà ìû íàõîäèëè ó ïîñòðîåííî-

ãî òàêèì îáðàçîì ÷èñëà N ïðîñòûå äåëèòåëè, êîòîðûõ íåò â íàøåì

ñïèñêå. Îäíàêî â íàøåì ñëó÷àå ó ÷èñëà N åñòü ïðîñòîé äåëèòåëü èç

ñïèñêà: N ... 2. ×òîáû ïðîâåñòè äîêàçàòåëüñòâî, àíàëîãè÷íîå äîêàçà-

òåëüñâòó òåîðåìû Åâêëèäà, ðàññìîòðèì ÷èñëî

N ′ = 3 · (5 · 11 · . . . · pn) + 2.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïðîñòûõ äåëèòåëåé ÷èñëà N ′. Ïóñòü q1

� ïðîñòîé äåëèòåëü ÷èñëà N ′, êîòîðûé ñóùåñòâóåò â ñèëó ëåììû

î ïðîñòîì äåëèòåëå. Èìååì

N ′ = q1 ·N1.

Åñëè N1 > 1, òî ïðîöåññ ìîæíî ïðîäîëæèòü è ðàññìîòðåòü q2 �

ïðîñòîé äåëèòåëü N1, êîòîðûé áóäåò òàêæå äåëèòåëåì ÷èñëà N ′:

N ′ = q1 · q2 ·N2.

Ïðîäîëæèì äàëåå ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå ïîëó÷èì

N ′ = q1 · q2 · . . . · ql,

ãäå q1, q2, . . . , ql � âñå ïðîñòûå (íå îáÿçàòåëüíî âñå ðàçëè÷íûå) äå-

ëèòåëè ÷èñëà N . (Çàìåòèì, ÷òî ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ,

ïîñêîëüêó N ′ > N1 > N2 > . . . > 1).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè ïðîñòûõ äåëèòåé íåò íè îäíîãî èç ÷èñåë 2, 5,

11, 17, . . . , pn (èìåííî äëÿ ýòîãî ìû ïåðåøëè îò N ê N ′). Äîêàæåì,

÷òî íàéäåòñÿ qi òàêîé, ÷òî qi = 3m+ 2 äëÿ íåêîòîðîãî m. Òåì ñàìûì

ìû íàéäåì ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 3k+ 2, êîòîðîãî íåò ñðåäè 2, 5, 11, 17,

. . . , pn, ÷òî áóäåò ïðîòèâîðå÷èòü íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå q1, q2, . . . , ql èìåþò âèä 3k+1. Äîêàæåì, ÷òî

â òàêîì ñëó÷àå ñàìî ÷èñëîN ′ äîëæíî èìåòü âèä 3k+1, ÷òî, î÷åâèäíî,

íå òàê.

Èìååì q1 = 3k1 + 1 è q2 = 3k2 + 1. Òîãäà

q1 ·q2 = (3k1 +1) ·(3k2 +1) = 9k1k2 +3k1 +3k2 +1 = 3(3k1k2 +k1 +k2)+1.

Îòêóäà, ïåðåìíîæàÿ äàëåå qi, ïîëó÷àåì

N ′ = q1 · q2 · . . . · ql = 3K + 1.

Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò òåîðåìó.

Çàìå÷àíèå. Âìåñòî ÷èñëà N ′ ìû ìîãëè áû ðàññìîòðåòü ÷èñëî

N ′′ = 3 · (2 · 5 · 11 · . . . · pn)− 1.

Òàêàÿ çàìåíà íà ïåðâûé âçãëÿä ñîâåðøåííî íåî÷åâèäíà. Îäíàêî, â

íåé åñòü íåêîòîðûé êðàñèâûé ñìûñë, ñ êîòîðûì âû ïîçíàêîìèòåñü â

ãëàâå IV.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ìû íèãäå íå ññûëàëèñü íà îñ-

íîâíóþ òåîðåìó àðèôìåòèêè, ïîñêîëüêó îíà ñàìà ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ

ôàêòîì, êîòîðûé òðåáóåò íåïðîñòîãî äîêàçàòåëüñòâà!

Ïî àíàëîãèè ñ òîëüêî ÷òî äîêàçàííîé òåîðåìîé ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà 4k+ 3 èëè 6k+ 5 áåñêîíå÷íî ìíîãî. Îäíàêî,

äîêàçàòü àíàëîãè÷íûì îáðàçîì òî æå ñàìîå äëÿ ÷èñåë âèäà 3k+ 1 íå

óäàñòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Ïîëåçíî ïîäóìàòü, ïî÷åìó äîêàçàòåëüñòâî íå ðàáîòàåò

äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ.

Íà ñàìîì äåëå âåðåí ñëåäóþùèé îáùèé ðåçóëüòàò:

Ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà an + d, ãäå íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü ÷èñåë a è d ðàâåí 1, ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ

÷èñåë. Ýòà òåîðåìà áûëà äîêàçàíà âåëèêèì íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì

Èîãàííîì Ëåæåíåì Äèðèõëå â 1837 ãîäó, è äîêàçàòåëüñòâî íîñèò

îòíþäü íå ýëåìåíòàðíûé õàðàêòåð.
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Òåïåðü âîçíèêàåò âîïðîñ, à ÷òî áóäåò, åñëè ðàññìàòðèâàòü íå ëè-

íåéíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âèäà an + d, à, ñêàæåì, êâàäðàòè÷íûå?

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n2 + 1:

1, 2, 5, 10, 17, 26, 37, 50, 65, 82, 101, 122, 145, 170, 197, 226, . . .

Âåðíî ëè, ÷òî îíà ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîñòûõ ÷èñåë? Îòâåò

íà ýòîò âîïðîñ íåèçâåñòåí.

À ÷òî åñëè èñêàòü àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè â ñàìîì ðÿäó ïðî-

ñòûõ ÷èñåë? Äàâàéòå âûïèøåì íåñêîëüêî:

3, 5, 7

5, 11, 17, 23, 29

7, 37, 67, 97, 127, 157

7, 157, 307, 457, 607, 757, 907

199, 409, 619, 829, 1039, 1249, 1459, 1669, 1879, 2089

Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî â ðÿäó ïðîñòûõ ÷èñåë ñóùåñòâó-

þò àðèôìåòè÷åñêèå ïðîãðåññèè ñêîëü óãîäíî áîëüøîé äëèíû?

Ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåò òåîðåìà, äîêàçàííàÿ

â 2004 ãîäó âûäàþùèìèñÿ ìàòåìàòèêàìè Áåíîì Ãðèíîì è Òåðåíñîì

Òàî.

5. Îòðåçêè ñ ïðîñòûìè ÷èñëàìè è áåç

Äàâàéòå åùå ðàç ïîñìîòðèì íà âûïèñàííûé íàìè ðÿä ïðîñòûõ ÷èñåë.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ìîæíî ëè óêàçàòü òà-

êîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N (çàâèñÿùåå îò n), ÷òî íà îòðåçêå [n;N ]

îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî?

Òåîðåìà (Îòðåçêè ñ ïðîñòûìè). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íà

îòðåçêå [n;n! + 1] âñåãäà åñòü ïðîñòîå ÷èñëî.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî âçÿòü N = n! + 1, è ñðåäè ÷èñåë

n, n + 1, n + 2 . . . n!, n! + 1
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îáÿçàòåëüíî íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî.

Äàâàéòå ïðîâåðèì ýòó òåîðåìó äëÿ íåáîëüøèõ çíà÷åíèé n.

Ñîñòàâèì òàáëèöó äëÿ n è N è âûïèøåì ïðîñòûå ÷èñëà íà îòðåçêå

[n;N ]:

n N ïðîñòûå íà îòðåçêå [n;N ]

2 3 2, 3

3 7 3, 5, 7

4 25 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23

5 121 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, . . . , 119

Êàê âèäíî, íà íàøåì îòðåçêå äåéñòâèòåëüíî åñòü ïðîñòûå ÷èñëà,

ïðè÷åì èõ î÷åíü ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòîé äåëèòåëü p ÷èñëà n! + 1, êîòî-

ðûé ñóùåñòâóåò ïî ëåììå î ïðîñòîì äåëèòåëå. Î÷åâèäíî, ÷òî

p 6 n! + 1. Ïîñêîëüêó n! + 1 íå äåëèòñÿ íè íà îäíî ÷èñëî, ìåíüøåå

n, ìû ìîæåì çàêëþ÷èòü, ÷òî n < p.

Íà ñàìîì äåëå âåðíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå íàçû-

âàåòñÿ ïîñòóëàòîì Áåðòðàíà (õîòÿ äîêàçàíî îíî áûëî ðîññèéñêèì

ìàòåìàòèêîì Ïàôíóòèåì Ëüâîâè÷åì ×åáûøåâûì â 1852 ãîäó): íà

îòðåçêå [n; 2n] âñåãäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîå ÷èñëî.

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè, ñóùåñòâóåò ìíîãî îòêðûòûõ ïðîáëåì â òåî-

ðèè ÷èñåë. Íàïðèìåð, äî ñèõ ïîð íåäîêàçàííîé îñòàåòñÿ ñëåäóþùàÿ

ãèïîòåçà Ëåæàíäðà: äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà îòðåçêå

[n2; (n + 1)2] íàéäåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî.

Ìû ñ âàìè äîêàçàëè, ÷òî íà îòðåçêå [n;n! + 1] âñåãäà åñòü ïðîñòîå

÷èñëî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóùåñòâóþò òàêèå îòðåçêè â íàòóðàëüíîì

ðÿäó, íà êîòîðûõ íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà. Ýòèì îòðåçêàì íà

ãðàôèêå ôóíêöèè π îòâå÷àþò îòðåçêè åå ïîñòîÿíñòâà.
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Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî äëèííûå

îòðåçêè, íà êîòîðûõ òîæå íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî? Îêàçûâàåòñÿ,

ìîæíî.

Òåîðåìà (Îòðåçêè áåç ïðîñòûõ). Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íà

îòðåçêå

[(n + 1)! + 2; (n + 1)! + (n + 1)]

äëèíû n íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ÷èñåë

(n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3 . . . (n + 1)! + (n + 1)

íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî.

Çàìå÷àíèå. Â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ó÷àñòâóåò ÷èñëî n+1, ïîñêîëü-

êó â òàêîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìûé îòðåçîê èìååò äëèíó, ðàâíóþ

n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ëåãêî âèäåòü,

(n + 1)! + 2 äåëèòñÿ íà 2,

(n + 1)! + 3 äåëèòñÿ íà 3,

· · · · · · · · · · · ·
(n + 1)! + (n + 1) äåëèòñÿ íà (n + 1).

Çíà÷èò, âñå ðàññìàòðèâàåìûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíûìè.

Äàâàéòå ñîñòàâèâ òàáëèöó ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ äëÿ ìàëåíü-

êèõ n.

n ëåâûé êîíåö ïðàâûé êîíåö

2 8 9

3 26 28

4 122 125

5 722 726

6 5042 5047

7 40322 40328
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Ìû âèäèì, ÷òî îòðåçêè, ïîñòðîåííûå íàìè, ðàñïîëîæåíû â íàòó-

ðàëüíîì ðÿäó î÷åíü äàëåêî. Íî çàòî íàøà êîíñòðóêöèÿ èìååò îáùèé

õàðàêòåð è ãîäèòñÿ äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n.

Òåïåðü âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Íà îòðåçêå [1; 1000] 168 ïðî-

ñòûõ ÷èñåë. Ìû ìîæåì óêàçàòü îòðåçîê, êîòîðûé íå ñîäåðæèò íè

îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà, íàïðèìåð, [1001!+2; 1001!+1001]. À ñóùåñòâóåò

ëè îòðåçîê èç 1000 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà êîòîðîì, íàïðèìåð, ðîâíî

5 ïðîñòûõ ÷èñåë? À åñëè ðàññìàòðèâàòü îòðåçêè ïðîèçâîëüíîé äëè-

íû? Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N . Òîãäà âåðíî

ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n òàêîãî, ÷òî

1 6 n 6 π(N),

ñóùåñòâóåò îòðåçîê èç N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íà êîòîðîì ðîâíî n

ïðîñòûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü äàííîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç

òàê íàçûâàåìîãî ïðèíöèïà äèñêðåòíîé íåïðåðûâíîñòè, êîòîðûé îêà-

çûâàåòñÿ î÷åíü ïîëåçíûì è ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îòðåçêîâ äëèíû N :

∆1 = [1, 2, . . . , N ];

∆2 = [2, 3, . . . , N + 1];

· · · · · · · · ·
∆k = [k, k + 1, . . . , N + (k − 1)];

· · · · · · · · ·

Ïðè ïåðåõîäå îò îòðåçêà ∆k ê îòðåçêó ∆k+1 êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ

÷èñåë íà íèõ ìåíÿåòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà 1. Îòðåçîê ∆1 ñîäåðæèò π(N)

ïðîñòûõ ÷èñåë, íà îòðåçêå ∆(N+1)!+2 íåò íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà.

Äâèãàÿñü îò π(N) äî 0 ñ øàãîì äëèíû 1, ìû ïðîéäåì ÷åðåç êàæäîå

÷èñëî â ïðîìåæóòêå [1, π(N)].
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6. Ñóùåñòâóåò ëè ôîðìóëà?

Â ðàçíîå âðåìÿ ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè íàéòè âûðàæåíèå, çíà÷å-

íèÿìè êîòîðîãî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ âõîäÿùèõ â íåãî ïåðåìåííûõ

áûëè áû ïðîñòûå ÷èñëà. Ëåîíàðä Ýéëåð, êîòîðûé âíåñ çíà÷èòåëüíûé

âêëàä â ðàçâèòèå âñåé ìàòåìàòèêè è ïî ïðàâó ïðèçíàåòñÿ îäíèì èç

âåëè÷àéøèõ ìûñëèòåëåé â èñòîðèè íàøåé öèâèëèçàöèè, â òîì ÷èñëå

ñëàâèëñÿ ñâîè óìåíèåì ïðîâîäèòü îãðîìíûå âû÷èñëåíèÿ è çàìå÷àòü

ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûå çàêîíîìåðíîñòè. Íàïðèìåð, åìó ïðèíàä-

ëåæèò ñëåäóþùèé ïðèìåð: ìíîãî÷ëåí x2−x+ 41 ïðèíèìàåò ïðîñòûå

çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì öåëîì íåîòðèöàòåëüíîì x, íå ïðåâîñõîäÿùåì 40.

Ìåíåå èçâåñòåí òàêæå ïðèíàäëåæàùèé Ýéëåðó ïðèìåð ìíîãî÷ëåíà

x2 − 79x + 1601, çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðè ëþáîì öåëîì íåîòðèöàòåëü-

íîì x, íå ïðåâîñõîäÿùåì 79, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì! Çàìåòèì,

÷òî äî ñîçäàíèÿ ïåðâîãî êîìïüþòåðà îñòàâàëîñü íà òîò ìîìåíò ÷óòü

ìåíåå äâóõñîò ëåò. Ïðèìåð Ýéëåðà ïîáóæäàåò çàäàòü âîïðîñ: ñóùå-

ñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí p(x), çíà÷åíèå êîòîðîãî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

x ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì ÷èñëîì? Îòâåò äàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåíà ïîëîæèòåëüíîé ñòåïåíè ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

x � ïðîñòûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí ñóùåñòâóåò

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . . + a1x + a0.

Áóäåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî a0 > 0.

Åñëè a0 6= 1, òî ÷èñëî p(a0) äåëèòñÿ íà a0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî,

âî-ïåðâûõ, ÷èñëî a0 ïðîñòîå, âî-âòîðûõ, p(a0) = a0. Áîëåå òîãî,

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k ÷èñëî p(ka0) äåëèòñÿ íà a0, à

çíà÷èò, p(ka0) = a0. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãî÷ëåí p(x)−a0 èìååò áåñêî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé: a0, 2a0, 3a0, . . ., ÷òî íåâîçìîæíî. Äåëî â

òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

Ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó ìû äîêàæåì â VII.2.
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Åñëè a0 = 1, òî íàéäåòñÿ òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî t, ÷òî ñâîáîäíûé

êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà

p̂(x) = p(x + t)

îòëè÷åí îò 1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òàêîãî ÷èñëà

t íå ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n

â0 = p̂(0) = p(0 + n) = 1,

ò.å. ìíîãî÷ëåí p(x) − 1 èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êîðíåé, ÷òî

íåâîçìîæíî. Ïîñòðîèâ ìíîãî÷ëåí p̂(x), ñâîáîäíûé ÷ëåí êîòîðîãî â0

îòëè÷åí îò 1, ìû ñâåëè çàäà÷ó ê ïðåäûäóùåé.

Çàìå÷àíèå. Ñîâåðøåííî ïîðàçèòåëüíûì ôàêòîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâî-

âàíèå ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëü-

íûõ çíà÷åíèé êîòîðûõ ïðè íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïåðåìåííûõ

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ïðîñòûõ ÷èñåë! Îäíèì èç ïðèìåðîâ ÿâëÿåòñÿ

ñëåäóþùèé ìíîãî÷ëåí îò 26 ïåðåìåííûõ a, b, c, . . . , x, y, z.

(k + 2)(1− [wz + h + j − q]2 − [(gk + 2g + k + 1)(h + j) + h− z]2−
[2n + p + q + z − e]2 − [16(k + 1)3(k + 2)(n + 1)2 + 1− f 2]2−
[e3(e + 2)(a + 1)2 + 1− o2]2 − [(a2 − 1)y2 + 1− x2]2−
[16r2y4(a2 − 1) + 1− u2]2 − [((a + u2(u2 − a))2 − 1)(n + 4dy)2+

1− (x + cu)2]2 − [n + l + v − y]2 − [(a2 − 1)l2 + 1−m2]2−
[ai + k + 1− l − i]2 − [p + l(a− n− 1) + b(2an + 2a− n2 − 2n− 2)−
m]2 − [q + y(a− p− 1) + s(2ap + 2a− p2 − 2p− 2)− x]2−
[z + pl(a− p) + t(2ap− p2 − 1)− pm]2)

Ýòîò ìíîãî÷ëåí áûë ïîñòðîåí ðîññèéñêèì ìàòåìàòèêîì Þðèåì

Âëàäèìèðîâè÷åì Ìàòèÿñåâè÷åì â ðàáîòå, êîòîðàÿ äàâàëà îòðè-

öàòåëüíûé îòâåò íà 10-óþ ïðîáëåìó Ãèëüáåðòà: íå ñóùåñòâóåò

óíèâåðñàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé.

Ïîäðîáíî îá ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìû áóäåì ãîâîðèòü â ãëàâå V.
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7. ×èñëà Ôåðìà, Ìåðñåííà è ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè

Òåïåðü ðàññìîòðèì âûðàæåíèÿ, îòëè÷íûå îò ìíîãî÷ëåíîâ.

×èñëà Ôåðìà

Íà÷íåì ñ ÷èñåë âèäà 2n + 1. Âûïèøåì íåñêîëüêî ÷èñåë òàêîãî âèäà:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2n + 1 3 5 9 17 33 65 129 257 513 1025 2049 4097

Âíèìàòåëüíî èçó÷èâ ýòó òàáëèöó, ìîæíî ïðèäòè ê ñëåäóþùåìó

âûâîäó.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ó ÷èñëà n åñòü íå÷åòíûé äåëèòåëü d, òî ÷èñëî

2n + 1 ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = k · d, ãäå d � íå÷åòíîå, òî

2n + 1 = (2k)d + 1 = (2k + 1) · ((2k)(d−1) − (2k)(d−2) + . . .− 2k + 1).

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòûìè ñðåäè ÷èñåë 2n + 1 ìîãóò áûòü òîëüêî

÷èñëà âèäà

22m + 1.

Ýòè ÷èñëà îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç Fm è íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà.

Ñàì Ôåðìà ðàññìîòðåë ÷èñëà F0, F1, F2, F3, F4.

F0 = 220 + 1 = 21 + 1 = 3

F1 = 221 + 1 = 22 + 1 = 5

F2 = 222 + 1 = 24 + 1 = 17

F3 = 223 + 1 = 28 + 1 = 257

F4 = 224 + 1 = 216 + 1 = 65537

Êàê ìîæíî âèäåòü, îíè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Ôåðìà âûäâèíóë ãèïî-

òåçó î òîì, ÷òî ÷èñëî Fm áóäåò ïðîñòûì äëÿ ëþáîãî m. Ýòó ãèïîòåçó
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îïðîâåðã Ýéëåð â 1732 ãîäó, íàéäÿ ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà F5 íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè:

F5 = 225 + 1 = 232 + 1 = 4294967297 = 641 · 6700417.

Áîëåå òîãî, äî ñèõ ïîð íå íàéäåíî íè îäíîãî ïðîñòîãî ÷èñëà Ôåðìà,

êðîìå F0, F1, F2, F3, F4.

Ñîâåðøåííî íåâåðîÿòíûì îáðàçîì ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà ïîÿâëÿ-

þòñÿ â ãåîìåòðèè. Â ðàáîòàõ äðåâíåãðå÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ áåðåò ñâîå

íà÷àëî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ïîñòðîåíèé ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíè-

êîâ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè. Àíòè÷íûì ãåîìåòðàì áûëè èç-

âåñòíû ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ äëÿ n = 2k, 3 ·
2k, 5 · 2k è 3 · 5 · 2k. Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ êàêèõ n âîç-

ìîæíî ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíûõ n-óãîëüíèêîâ ñ ïîìîùüþ öèðêóëÿ è

ëèíåéêè? Êàê è ìíîãèå äðóãèå çàäà÷è, ýòà âîøëà â áîãàòîå íàñëåä-

ñòâî àíòè÷íîé ìàòåìàòèêè è âûçâàëà èíòåðåñ ó åâðîïåéñêèõ ó÷åíûõ.

Â ÷àñòíîñòè, ïðîáëåìîé çàíèìàëñÿ ìîëîäîé íåìåöêèé ìàòåìàòèê

Ãàóññ (1777-1855). Åìó óäàëîñü ïîñòðîèòü ïðàâèëüíûé 17-óãîëüíèê.

Ïðèâåäåì öèòàòó èç çàìå÷àòåëüíîé êíèãè Ãèíäèêèíà ¾Ðàññêàçû î

ôèçèêàõ è ìàòåìàòèêàõ¿:

¾Îòêðûòèå, êîòîðîãî æäàëè äâå òûñÿ÷è ëåò. 1 èþíÿ 1796 ã. â

ãàçåòå ¾Jenenser Intelligenzblatt¿ ïîÿâèëàñü çàìåòêà ñëåäóþùåãî ñî-

äåðæàíèÿ: ¾Âñÿêîìó íà÷èíàþùåìó ãåîìåòðó èçâåñòíî, ÷òî ìîæíî

ãåîìåòðè÷åñêè (ò. å. öèðêóëåì è ëèíåéêîé) ñòðîèòü ðàçíûå ïðàâèëü-

íûå ìíîãîóãîëüíèêè, à èìåííî: òðåóãîëüíèê, ïÿòèóãîëüíèê, ïÿòíà-

äöàòèóãîëüíèê è òå, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç êàæäîãî èç íèõ ïóòåì

ïîñëåäîâàòåëüíîãî óäâîåíèÿ ÷èñëà åãî ñòîðîí. Ýòî áûëî èçâåñòíî âî

âðåìåíà Åâêëèäà, è, êàê êàæåòñÿ, ñ òåõ ïîð áûëî ðàñïðîñòðàíåíî

óáåæäåíèå, ÷òî äàëüøå îáëàñòü ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè íå ðàñïðî-

ñòðàíÿåòñÿ: ïî êðàéíåé ìåðå, ÿ íå çíàþ óäà÷íîé ïîïûòêè ðàñïðî-

ñòðàíèòü åå â ýòó ñòîðîíó. Òåì áîëåå êàæåòñÿ ìíå çàñëóæèâàþùèì

âíèìàíèÿ îòêðûòèå, ÷òî, êðîìå ýòèõ ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ,

ìîæåò áûòü ãåîìåòðè÷åñêè ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî äðóãèõ, íàïðèìåð

ñåìíàäöàòèóãîëüíèê¿. Ïîä çàìåòêîé ñòîèò ïîäïèñü: Ê.Ô. Ãàóññ èç
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Áðàóíøâåéãà, ñòóäåíò-ìàòåìàòèê â Ãåòòèíãåíå.¿

Ýòî ñîáûòèå ÿâèëîñü ïîâîðîòíûì ïóíêòîì æèçíè Ãàóññà. Îí ïðè-

íèìàåò ðåøåíèå ïîñâÿòèòü ñåáÿ íå ôèëîëîãèè, à èñêëþ÷èòåëüíî ìà-

òåìàòèêå.

Ïîñòðîåíèå ïðàâèëüíîãî 17-óãîëüíèêà.

Ïðèâåäåì ïðèìåð àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ:

1. Ïðîâîäèì áîëüøóþ îêðóæíîñòü k1 (áóäóùóþ îïèñàííóþ îêðóæ-

íîñòü ñåìíàäöàòèóãîëüíèêà) ñ öåíòðîì O.

2. Ïðîâîäèì åå äèàìåòð AB.

3. Ñòðîèì ê íåìó ñåðåäèííûé ïåðïåíäèêóëÿð m, ïåðåñåêàþùèé k1

â òî÷êàõ C è D.

4. Îòìå÷àåì òî÷êó E � ñåðåäèíó DO.

5. Ïîñåðåäèíå EO îòìå÷àåì òî÷êó F è ïðîâîäèì îòðåçîê FA.

6. Ñòðîèì áèññåêòðèñó w1 óãëà ∠OFA.

7. Ñòðîèì w2 � áèññåêòðèñó óãëà ìåæäóm è w1, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò

AB â òî÷êå G.

8. Ïðîâîäèì s � ïåðïåíäèêóëÿð ê w2 èç òî÷êè F .
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9. Ñòðîèì w3 � áèññåêòðèñó óãëà ìåæäó s è w2. Îíà ïåðåñåêàåò AB

â òî÷êå H.

10. Ñòðîèì îêðóæíîñòü k2 íà äèàìåòðå HA. Îíà ïåðåñåêàåòñÿ ñ CD

â òî÷êàõ J è K.

11. Ïðîâîäèì îêðóæíîñòü k3 ñ öåíòðîì G ÷åðåç òî÷êè J è K. Îíà

ïåðåñåêàåòñÿ ñ AB â òî÷êàõ L è N .

12. Ñòðîèì êàñàòåëüíóþ ê k3 ÷åðåç N .

Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êàñàòåëüíîé ñ èñõîäíîé îêðóæíîñòüþ k1

� ýòî òî÷êè P3 è P14 èñêîìîãî ñåìíàäöàòèóãîëüíèêà. Åñëè ïðè-

íÿòü ñåðåäèíó ïîëó÷èâøåéñÿ äóãè çà P0 è îòëîæèòü äóãó P0P14

ïî îêðóæíîñòè òðè ðàçà, âñå âåðøèíû ñåìíàäöàòèóãîëüíèêà áóäóò

ïîñòðîåíû.

Ãàóññ íå áûë áû Ãàóññîì, åñëè áû ïîñëå ýòîãî íå äîêàçàë ñëåäóþ-

ùóþ òåîðåìó, íîñÿùóþ åãî èìÿ.

Òåîðåìà (Ãàóññà). Ïðàâèëüíûé n-óãîëüíèê âîçìîæíî ïîñòðîèòü

ïðè n = 2k · F1 · . . . · Fm, ãäå Fi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà Ôåðìà.

Èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ñëåäîâàëî íå òîëüêî ñóùåñòâî-

âàíèå òàêîãî ïîñòðîåíèÿ, íî è åãî àëãîðèòì. Ñïóñòÿ ñîðîê ëåò â

1836 ãîäó ôðàíöóçñêèé ìàòåìàòèê Ïüåð Âàíöåëü äîêàçàë, ÷òî äðóãèõ

ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü öèðêóëåì è

ëèíåéêîé, íå ñóùåñòâóåò.

Êàê ìîæíî äîêàçàòü íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ÷åãî-ëèáî ñ ïî-

ìîùüþ öèðêóëÿ è ëèíåéêè?! Åùå äðåâíåãðå÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ èí-

òåðåñîâàëè ñëåäóþùèå çíàìåíèòûå çàäà÷è:

• òðèñåêöèÿ óãëà � ðàçáèòü ïðîèçâîëüíûé óãîë íà òðè ðàâíûå

÷àñòè;

• óäâîåíèå êóáà � ïîñòðîèòü ðåáðî êóáà âäâîå áîëüøåãî ïî îáúåìó,

÷åì äàííûé êóá;

• êâàäðàòóðà êðóãà � ïîñòðîèòü êâàäðàò, ðàâíûé ïî ïëîùàäè äàí-

íîìó êðóãó.
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Ãðåêàì èõ ðåøèòü íå óäàëîñü, êàê, âïðî÷åì, è èõ ìíîãî÷èñëåííûì

ïîñëåäîâàòåëÿì. Òîëüêî â XIX âåêå áûëî ñòðîãî äîêàçàíî, ÷òî âñå

ýòè òðè çàäà÷è íåðàçðåøèìû ïðè èñïîëüçîâàíèè öèðêóëÿ è ëèíåéêè.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ôàêòîâ áûëî äîñòèãíóòî ñ ïîìîùüþ àëãåáðû

è àðèôìåòèêè, à íå ãåîìåòðèè! Â ÷àñòíîñòè, íåâîçìîæíîñòü ïîñòðî-

åíèÿ êâàäðàòóðû êðóãà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî íå ñóùåñòâóåò òàêîãî

ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿëîñü

áû ÷èñëî π. ×èñëà, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ

öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàþòñÿ òðàíñöåíäåíòíûìè. Èìåííî

òðàíñöåíäåíòíîñòü π ÿâèëàñü ïðåãðàäîé ê ïîñòðîåíèþ êâàäðàòóðû

êðóãà!

×èñëà Ìåðñåííà

Ðàññìîòðèì ÷èñëà âèäà 2n − 1.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2n − 1 1 3 7 15 31 63 127 255 511 1023 2047 4095

Ïî àíàëîãèè ñ ÷èñëàìè Ôåðìà óêàæåì òàêèå n, ÷òî ÷èñëî 2n − 1

çàâåäîìî áóäåò ñîñòàâíûì.

Óòâåðæäåíèå. Åñëè ÷èñëî n ñîñòàâíîå, òî ÷èñëî 2n − 1 òàêæå

ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè n = k · l, òî

2n − 1 = (2k)l − 1 = (2k − 1) · ((2k)l−1 + (2k)l−2 + . . . + 1).

×èñëà

Mp = 2p − 1,

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ìåðñåííà â ÷åñòü ñîâðå-

ìåííèêà Ïüåðà Ôåðìà ôðàíöóçñêîãî ìàòåìàòèêà Ìàðåíà Ìåðñåííà.
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷èñåë Mp.

M2 = 22 − 1 = 3

M3 = 23 − 1 = 7

M5 = 25 − 1 = 31

M7 = 27 − 1 = 127

M11 = 211 − 1 = 2047 = 23 · 89

M13 = 213 − 1 = 8191

Íå âñå ÷èñëà Mp ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò ÷èñåë

Ôåðìà, ñðåäè ÷èñåë Ìåðñåííà ïðîñòûå âñòðå÷àþòñÿ ÷àùå. Â 1772 ãîäó

Ýéëåð äîêàçàë, ÷òî ÷èñëî

M31 = 231 − 1 = 2147483647

ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Â òå÷åíèå áîëåå ñòà ëåò ýòî ÷èñëî áûëî ñàìûì

áîëüøèì èçâåñòíûì ïðîñòûì ÷èñëîì. Ïîñëå ñîçäàíèÿ êîìïüþòå-

ðîâ çàäà÷à ïîèñêà ïðîñòûõ ÷èñåë çíà÷èòåëüíî óïðîñòèëàñü, õîòÿ

äî ñèõ ïîð îíà òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ íå ïðîèçâîëüíîãî

÷èñëà, à èìåþùåãî îïðåäåëåííûé âèä, ñêàæåì, ÷èñëà Ìåðñåííà, ñó-

ùåñòâóþò àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå äîñòàòî÷íî áûñòðî îïðåäåëèòü,

ïðîñòî ÷èñëî èëè íåò. Èìåííî ïîýòîìó ñàìûìè áîëüøèìè èçâåñò-

íûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè âñåãäà áûëè ÷èñëà Ìåðñåííà. Íà ìîìåíò

íàïèñàíèÿ ýòèõ ñòðîê ñàìûì áîëüøèì èçâåñòíûì ïðîñòûì ÷èñëîì

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ÷èñëî Ìåðñåííà:

M74207281 = 274207281 − 1.

Îíî áûëî íàéäåíî 7 ÿíâàðÿ 2016 ãîäà è åãî äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ñîñòîèò

èç 22 338 618 çíàêîâ!

8. À âñå-òàêè ôîðìóëà ñóùåñòâóåò!

Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå ìàòåìàòèêè íà ðóáåæå XIX è XX âåêîâ ïðè-

âåëî ê ïîÿâëåíèþ ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðèìåð,
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áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå (íå öåëîå!) ÷èñëî a, ÷òî ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî [a3n] ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, ãäå [x] � öåëàÿ

÷àñòü ÷èñëà x. Îäíàêî óêàçàòü, ÷åìó ðàâíî äàííîå a íå óäàåòñÿ (íà-

õîæäåíèå çíà÷åíèÿ òðåáóåò çíàíèÿ âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë)! Ñóùåñòâóåò

ìíîæåñòâî ïîäîáíûõ ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû òîëüêî â

ñåðåäèíå XX âåêà è òðåáóþò ñåðüåçíîé ìàòåìàòè÷åñêîé òåõíèêè. Â

÷àñòíîñòè, â 1952 ãîäó ïîëüñêèé ìàòåìàòèê Âàöëàâ Ñåðïèíñêèé äîêà-

çàë ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ÷èñëà A, ÷òî n-îå ïðîñòîå ÷èñëî pn ìîæíî

çàïèñàòü ôîðìóëîé

pn = [102n · A]− 102n−1 · [102n−1 · A].

Âîò îíà � òàê äîëãî èñêîìàÿ, íî ñîâåðøåííî áåñïîëåçíàÿ äëÿ ïðàê-

òè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé ôîðìóëà! Âåäü óêàçàòü, ÷åìó ðàâíî ÷èñëî A,

íåâîçìîæíî.

Â ìàòåìàòèêå ðåãóëÿðíî âñòðå÷àþòñÿ ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû, íàçû-

âàåìûåòåîðåìàìè ñóùåñòâîâàíèÿ. Îíè ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå

íåêîòîðûõ îáúåêòîâ, íî ñîâåðøåííî íè÷åãî íå ãîâîðÿò î òîì, êàê èõ

ÿâíî ïîñòðîèòü è ìîæíî ëè ýòî ñäåëàòü âîîáùå.
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Äåëèìîñòü

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû èçó÷àëè ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà.

Îäíàêî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îáëàäàåò îäíèì î÷åâèäíûì

íåäîñòàòêîì: â íåì îòñóòñòâóåò âû÷èòàíèå. Äåéñòâèòåëüíî, íå ñóùå-

ñòâóåò, íàïðèìåð, òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà x, ÷òî x + 2 = 1, ò.å.

ñðåäè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà 1−2 íåò. Íàì ñ âàìè õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

òàêîå ÷èñëî åñòü ñðåäè öåëûõ : 1− 2 = −1.

Çàìå÷àíèå. Ìèíóñ åäèíèöà ñòàëà íàó÷íûì òåîðìèíîì òîëüêî âî âòî-

ðîé ïîëîâèíå XIX âåêà! Äî ýòîãî ¾ýòî íå áîëåå ÷åì æàðãîí, â êîòîðîì

íåò íè êàïëè çäðàâîãî ñìûñëà¿. Íè Äåêàðò, Ôåðìà, Ëåéáíèö, Ýéëåð,

Ëàãðàíæ, íè Ãàóññ èëè Êîøè íå ìîãëè äàòü îïðåäåëåíèÿ îòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë! À ìû ñìîæåì! Â ãëàâå XI ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì

î ïðè÷èíàõ òàêîãî ïîëîæåíèÿ âåùåé è äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

À ïîêà ìû áóäåì ñâîáîäíî ïîëüçîâàòüñÿ öåëûìè ÷èñëàìè, íå äàâàÿ

ñòðîãèõ îïðåäåëåíèé.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë (êîòî-

ðîå îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé Z) óãëóáëÿåò ïðîâîäèìóþ íàìè àíàëîãèþ

ìåæäó ÷èñëàìè è ìíîãî÷ëåíàìè, ïîñêîëüêó ïîñëåäíèå ìîæíî ñâî-

áîäíî âû÷èòàòü. Ïåðåéäåì òåïåðü ê èññëåäîâàíèþ äåëèìîñòè öåëûõ

÷èñåë.

Ïî îïðåäåëåíèþ öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b 6= 0, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêîå öåëîå ÷èñëî q, ÷òî a = bq. Â òàêîì ñëó÷àå ÷èñëî

a íàçûâàåòñÿ äåëèìûì, b � äåëèòåëåì, à q � ÷àñòíûì. Êðàòêî ýòî

çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ... b.

Îòìåòèì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå óòâåðæäåíèÿ.

• Åñëè a ... c è b ... c, òî (a + b) ... c è (a− b) ... c.
Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â îáðàòíóþ ñòîðîíó óòâåðæäåíèå íåâåð-
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íî: èç óñëîâèÿ (a + b) ... c íå ñëåäóåò, ÷òî a ... c è b ... c.

• Åñëè a ... b è b ... c, òî a ... c.
• Åñëè a ... c è b ... d, òî (ab) ... (cd).

• Åñëè a ... b, òî (ac) ... (bc), ãäå c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Åñëè âìåñòî öåëûõ ÷èñåë ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, òî âñå âûøå-

ñêàçàííîå îñòàåòñÿ èñòèííûì ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ñëîâà ¾÷èñëî¿

íà ñëîâî ¾ìíîãî÷ëåí¿.

1. Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Êàê ëåãêî âèäåòü, öåëûå ÷èñëà (êàê è ìíîãî÷ëåíû) çà÷àñòóþ íå äå-

ëÿòñÿ äðóã íà äðóãà íàöåëî. Â òàêîì ñëó÷àå èõ ìîæíî äåëèòü ñ

îñòàòêîì.

Òåîðåìà (î äåëåíèè ñ îñòàòêîì). Äëÿ ëþáûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, òà-

êèõ, ÷òî b 6= 0, ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûå öåëûå ÷èñëà q è r,

òàêèå, ÷òî

a = bq + r è 0 6 r < |b|.

Îïðåäåëåíèå. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷àñòíûì, à ÷èñëî

r � îñòàòêîì îò äåëåíèÿ a íà b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî. Îòìåòèì íà ÷èñ-

ëîâîé îñè öåëûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà b. Îíè áóäóò ðàñïîëîæåíû íà

íåé íà ðàâíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà. Ýòè ÷èñëà íàçûâàþò åùå

êðàòíûìè ÷èñëó b.

Òåïåðü îòìåòèì íà òîé æå ÷èñëîâîé îñè ÷èñëî a. Îíî ïîïàäàåò

â åäèíñòâåííûé ïîëóèíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ âûäåëåííûìè ÷èñëàìè,

êðàòíûìè b. Ïóñòü ýòî ÷èñëà qb è (q + 1)b (ñì. ðèñóíîê).

Òîãäà ÷èñëî r = a − qb åñòü öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-

âåíñòâàì 0 6 r < |b|.
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Ïðè ðàáîòå ñ öåëûìè ÷èñëàìè ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Ñðåäè n ïîäðÿä èäóùèõ öåëûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ åäèí-

ñòâåííîå ÷èñëî, êðàòíîå n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î äåëåíèè ñ îñòàò-

êîì, îòìåòèì íà ÷èñëîâîé îñè öåëûå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà n. Ìåæäó

äâóìÿ ñîñåäíèìè áóäåò ðîâíî n− 1 ÷èñåë. Òåïåðü ðàññìîòðèì n ïîä-

ðÿä èäóùèõ öåëûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, ÷òî ñðåäè ïîäðÿä èäóùèõ ðîâíî

îäíî îòìå÷åííîå.

Ìíîãî÷ëåíû òàêæå ìîæíî äåëèòü ñ îñòàòêîì. Îáðàòèòå âíèìàíèå,

÷òî âî ìíîæåñòâå ÷èñåë îñòàòîê ìåíüøå ìîäóëÿ äåëèòåëÿ, à âî ìíî-

æåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíü îñòàòêà ìåíüøå ñòåïåíè äåëèòåëÿ, íî

äåëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ òàê æå ïðîöåäóðîé ¾äåëåíèÿ óãîëêîì¿.

Íàïðèìåð, ðàçäåëèì 3x5 +2x4 +x2−x+1 íà x3 +2x2 +x ñ îñòàòêîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

3x5 + 2x4 +x2−x+ 1 = (x3 + 2x2 +x) · (3x2− 4x+ 5) + (−5x2− 6x+ 1).

Òåîðåìà. Ïóñòü a è b � ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà

ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû q è r òàêèå, ÷òî

a = bq + r è deg r < deg b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ q è r ñëåäóåò

èç ïðîöåäóðû ¾äåëåíèÿ óãîëêîì¿.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü q è r. Ïóñòü

a = bq1 + r1 = bq2 + r2,

ãäå deg r1 < deg b è deg r2 < deg b. Òîãäà

r1 − r2 = (q2 − q1)b

è, åñëè q1 6= q2, òî

deg(r1 − r2) = deg(q2 − q1) + deg b > deg b,

÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî.

Çàìå÷àíèå. Èìåííî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ñûãðàëà êëþ÷åâóþ ðîëü â

äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû. Èç äîêàçàòåëüñòâà òàêæå âèäíî, ÷òî ñòåïåíü

ìíîãî÷ëåíà ïîõîæà íà ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà. Òàêàÿ ïîõîæåñòü åùå

áîëüøå ñáëèæàåò ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë è ìíîãî÷ëåíîâ.

2. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Íàïîìíèì, ÷òî íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì öåëûõ ÷èñåë a è b

íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî d, íà êîòîðîå äåëÿòñÿ îáà

÷èñëà a è b. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç

ÍÎÄ(a, b) èëè äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç (a, b).

Åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1, òî ãîâîðÿò, ÷òî ÷èñëà a è b âçàèìíî ïðîñòû.

Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì öåëûõ ÷èñåë a è b íàçûâàåòñÿ íàè-

ìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k, êîòîðîå äåëèòñÿ íà îáà ÷èñëà a è b.

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ÍÎÊ(a, b) èëè

äëÿ êðàòêîñòè ÷åðåç [a, b].

Êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè âû÷èñëåíèè ÍÎÄà èãðàåò ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà (Îñíîâíîå ñâîéñòâî ÍÎÄ).

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a− b, b).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè k ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë a è b, òî

k � òàêæå îáùåé äåëèòåëü ÷èñåë a− b è b, è íàîáîðîò. Òàêèì îáðà-

çîì, ìíîæåñòâà îáùèõ äåëèòåëåé ïàð ÷èñåë a, b è a− b, b ñîâïàäàþò.
Çíà÷èò, ñîâïàäàþò è èõ ÍÎÄû.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñâÿçü ìåæäó ïîèñêîì ÍÎÄà è

äåëåíèåì ñ îñòàòêîì.

Ñëåäñòâèå. Ðàçäåëèì ÷èñëî a íà b ñ îñòàòêîì: a = bq + r. Òîãäà

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(b, r).

Äîêàçàòåëüñòâî.

ÍÎÄ(a, b) = ÍÎÄ(a− b, b) = . . . = ÍÎÄ(a− qb, b) = ÍÎÄ(b, r).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ öåëûõ ÷èñåë

ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà äîêàçàííîì íàìè

ñëåäñòâèè è êîòîðûé áûë îïèñàí åùå â êíèãå ¾Íà÷àë¿ è íàçâàí â

÷åñòü èõ àâòîðà àëãîðèòìîì Åâêëèäà.

Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà, ïðè÷åì a > b. Åñëè a ... b, òî b � èñêî-

ìîå ÷èñëî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàäî ðàçäåëèòü a íà b ñ îñòàòêîì r1,

ïîñëå ýòîãî ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì b íà r1 è ïðîäîëæèòü ýòîò ïðîöåññ,

ïîêà äåëåíèå íå áóäåò âûïîëíåíî áåç îñòàòêà.

Ïî÷åìó îïèñàííûé ïðîöåññ îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ?

Êëþ÷åâûì äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîáðàæå-

íèå: ïðè äåëåíèè ñ îñòàòêîì îñòàòêè óáûâàþò.

a = bq1 + r1,

b = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

. . . . . . . . . . . .

Îòêóäà ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì ïîëó÷àåì

|b| > r1 > r2 > r3 > . . .
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Ïîñêîëüêó ri > 0, â êîíöå êîíöîâ äåëåíèå ïðîèçîéäåò áåç îñòàòêà.

Åñëè rn � ïîñëåäíèé îòëè÷íûé îò íóëÿ îñòàòîê, òî ÍÎÄ(a, b) = rn.

Íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ(7975, 2585).

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÍÎÄ(7925, 2585) = 55.

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâîâàíèå áûñòðîãî àëãîðèòìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ïðîñòîòû äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ïîðîäèëî áû áîëüøèå òðóäíî-

ñòè ïðè êîäèðîâàíèè èíôîðìàöèèè. Êëþ÷åâûì ýòàïîì âçëàìûâàíèÿ

àëãîðèòìà øèôðîâàíèÿ RSA ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî

÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (êàê ïðàâèëî, ýòî ÷èñëî èìååò âèä

n = pq, ãäå p è q � î÷åíü áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà). Îáû÷íîìó êîì-

ïüþòåðó äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî òûñÿ÷

ëåò. Îäíàêî, îïðåäåëåíèå âçàèìíîé ïðîñòîòû äâóõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë íå ïðåäñòàâëÿåò íèêàêîé ñëîæíîñòè.

Âíîâü âåðíåìñÿ ê àíàëîãèè ñ ìíîãî÷ëåíàìè. ×òîáû äàòü îïðåäåëå-

íèå ÍÎÄà è ÍÎÊà äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, çàìåíû ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾öåëîå

÷èñëî¿ íà ¾ìíîãî÷ëåí¿ áóäåò íåäîñòàòî÷íî, ïîñêîëüêó íåÿñíî, ÷òî

îçíà÷àþò ñëîâà íàèáîëüøèé èëè íàèìåíüøèé ìíîãî÷ëåí. Îäíàêî,

êàê ìû óæå ñêàçàëè, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìîäóëÿ

÷èñëà! Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíîâ a è b íà-

çûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí íàèáîëüøåé ñòåïåíè, íà êîòîðûé äåëÿòñÿ îáà

ìíîãî÷ëåíà a è b.
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Íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì ìíîãî÷ëåíîâ a è b íàçûâàåòñÿ ìíîãî-

÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, êîòîðûé äåëèòñÿ íà îáà ìíîãî÷ëåíà a è

b.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ìíîãî÷ëå-

íîâ óñïåøíî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ÷òî ðàçîáðàííûé íàìè àëãîðèòì

Åâêëèäà. Íåîáõîäèìî òîëüêî çàìåíèòü ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà íà ñòå-

ïåíü ìíîãî÷ëåíà.

Îòìåòèì, â ÷àñòíîñòè, ïî÷åìó àëãîðèòì Åâêëèäà, ïðèìåíåííûé ê

ìíîãî÷ëåíàì, îáÿçàòåëüíî çàêîí÷èòñÿ.

Ïðè äåëåíèè ñ îñòàòêîì ñòåïåíè îñòàòêîâ óáûâàþò.

a = bq1 + r1,

b = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

. . . . . . . . . . . .

Îòêóäà ïî òåîðåìå î äåëåíèè ñ îñòàòêîì ïîëó÷àåì

deg b > deg r1 > deg r2 > deg r3 > . . .

Ïîñêîëüêó deg ri > 0, â êîíöå êîíöîâ äåëåíèå ïðîèçîéäåò áåç îñòàòêà.

Âû÷èñëèì, íàïðèìåð, ÍÎÄ(x3 + x− 2, x3 + x2 − x− 1).

Ïîëó÷àåì, ÷òî ÍÎÄ(x3 + x− 2, x3 + x2 − x− 1) = 4x− 4.

Òåïåðü âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ. Ìû îïðåäåëèëè ÍÎÄ êàê

ìíîãî÷ëåí íàèáîëüøåé ñòåïåíè, íà êîòîðûé äåëÿòñÿ äàííûå ìíîãî-

÷ëåíû. x3 +x− 2 è x3 +x2−x− 1 äåëÿòñÿ íà 4x− 4, íî î÷åâèäíî, ÷òî
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îíè äåëÿòñÿ è íà x−1, è íà 2x−2, è âîîáùå íà ëþáîé ìíîãî÷ëåí âèäà

cx − c, ãäå c � íå ðàâíîå íóëþ ÷èñëî. Ïðè ýòîì ñòåïåíè âñåõ ýòèõ

ìíîãî÷ëåíîâ îäèíàêîâû è ðàâíû 1. Òàê êàêîé æå èç íèõ âûáðàòü â

êà÷åñòâå ÍÎÄà?! Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ òàêîâ: âûáðàòü ìîæíî ëþáîé.

Â ñëó÷àå ìíîãî÷ëåíîâ ÍÎÄ (êàê è ÍÎÊ) îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî

óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâîå ÷èñëî (ìíîãî÷ëåí íóëåâîé ñòåïåíè).

Ïðè÷èíû ýòîé íåîäíîçíà÷íîñòè êðîþòñÿ â ñâîéñòâå ìíîãî÷ëåíîâ

íóëåâîé ñòåïåíè, î êîòîðûõ ìû ïîäðîáíåå ïîãîâîðèì â III.2.

Èç àëãîðèòìà Åâêëèäà è â ñëó÷àå öåëûõ ÷èñåë, è â ñëó÷àå ìíîãî-

÷ëåíîâ ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà (Î ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄ). Äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a è b

ÍÎÄ(a, b) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ÍÎÄ(a, b) = au+bv, ãäå

u, v � íåêîòîðûå öåëûå ÷èñëà èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ìíîãî÷ëåíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷-

íî äâèãàòüñÿ ïî öåïî÷êå ðàâåíñòâ â àëãîðèòìå Åâêëèäà ñâåðõó âíèç.

Èìååì:

a = bq1 + r1,

b = r1q2 + r2,

r1 = r2q3 + r3,

. . . . . . . . . . . .

rn−1 = rnqn+1,

ãäå rn � èñêîìûé ÍÎÄ. Òîãäà

r1 = a− bq1,

r2 = b− r1q2 =

= b− (a− bq1)q2 =

= a(−q2) + b(q1q2),

. . . . . . . . . . . .

rn = aun + bvn.
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Â ãëàâå IX ìû óâèäèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå îêàæåòñÿ íåîáõîäè-

ìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè.



Ãëàâà III

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ïðîñòûå ìíîæè-

òåëè åäèíñòâåííûì îáðàçîì ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ôàêòîì â òåîðèè

÷èñåë. Ôàêòîì, êîòîðûé âàì ïðåêðàñíî çíàêîì è êîòîðûì âû (ÿâíî

èëè íåÿâíî) ïî÷òè âñåãäà ïîëüçóåòåñü ïðè ðàáîòå ñ íàòóðàëüíûìè

÷èñëàìè. Áîëåå òîãî, ýòîò ôàêò êàæåòñÿ ñîâåðøåííî î÷åâèäíûì è

âîñïðèíèìàåòñÿ òàê æå åñòåñòâåííî, êàê âîñõîä ñîëíöà óòðîì. Òåì

íå ìåíåå, ýòî íå ïðîñòî ñàìî ñîáîé ðàçóìåþùèéñÿ ôàêò, à

Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Êàæäîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n, áîëüøåå 1, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòûõ ÷èñåë

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

ãäå α1, . . . , αk > 1. Ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî

ïîðÿäêà ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé.

Çàìå÷àíèå. Åñëè áû 1 ñ÷èòàëàñü ïðîñòûì ÷èñëîì, òî íåëüçÿ áûëî áû

óòâåðæäàòü, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå åäèíñòâåííî. Êàê ìû óæå

îòìå÷àëè, ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà 1 âñåãäà ìîæíî

äåëèòü (èíûìè ñëîâàìè, ÷èñëî 1 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàòèìûì

ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà N).
Çàìå÷àíèå. Ýòà òåîðåìà îòñóòñòâóåò â ¾Íà÷àëàõ¿ Åâêëèäà. Âïåðâûå

åå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ïîÿâèëèñü â êíèãå

¾Àðèôìåòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ¿ (1801 ã.) Ãàóññà, èìÿ êîòîðîãî

ìû óæå óïîìèíàëè.

Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîÿâè-

ëîñü òîëüêî ó Ãàóññà, ïî âñåé âèäèìîñòè, çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òî

îí áûë ïåðâûì, êòî ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàë ìíîæåñòâà, êîòî-
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ðûå ïîõîæè íà öêëûå ÷èñëà, íî êîòîðûå íå âñåãäà îáëàäàþò âñåìè

ñâîéñòâàìè öåëûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð, ìû ïîçíàêîìèìñÿ è ñ òàêè-

ìè ìíîæåñòâàìè, äëÿ êîòîðûõ íå ñïðàâåäëèâà îñíîâíàÿ òåîðåìà

àðèôìåòèêè!

1. Ïðèìåðû ßãëîìà è Ãèëüáåðòà

Ñàìà ïî ñåáå îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè íå êàæåòñÿ ÷åì-òî óäèâè-

òåëüíûì. Âåäü ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ëþáîå ÷èñëî ðàñêëàäûâàåò-

ñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ, ðàçëîæåíèå ýòî åäèíñòâåííî (íàïðèìåð,

36 = 22 · 32), è ÷òî âîîáùå ìîæíî èçâëå÷ü èíòåðåñíîãî èç òàêîãî

òðèâèàëüíîãî ôàêòà?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå äàëåêî íå òàê ïðîñòî. Îñíîâíàÿ òåîðåìà

àðèôìåòèêè îòðàæàåò îäíî èç âàæíåéøèõ ñâîéñòâ íàòóðàëüíûõ ÷è-

ñåë: òàê íàçûâàåìóþ ôàêòîðèàëüíîñòü.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ, ïîêàçûâàþùèõ, êàê âîçíèêàþò

ñëîæíîñòè â òàêèõ âîïðîñàõ.

Ïðèìåð ßãëîìà

Ýòîò ïðèìåð áûë ïðåäëîæåí ñîâåòñêèì ìàòåìàòèêîì Èñààêîì

ßãëîìîì.

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë:

2, 4, 6, 8, 10 . . .

Âûÿñíèì, êàê áóäóò âûãëÿäåòü, òàê ñêàçàòü, ïðîñòûå è ñîñòàâíûå

÷èñëà â ýòîì ìíîæåñòâå.

Ïî íàøåìó îïðåäåëåíèþ ñîñòàâíûì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî, êîòîðîå

ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë, îòëè÷íûõ îò íåãî

ñàìîãî, à âñå îñòàëüíûå ÷èñëà (êðîìå 1, êîòîðîé ó íàñ è òàê íåò)

íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.

×èñëî 2, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. ×èñëî 4 = 2 · 2 ïðåäñòàâèìî
â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äâîåê è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì.
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Êàêèì áóäåò ÷èñëî 6 � ïðîñòûì èëè ñîñòàâíûì? Êàçàëîñü áû

6 = 2 · 3. Íî âåäü ÷èñëà 3 íåò â íàøåì ìíîæåñòâå! Çíà÷èò, ÷èñëî

6 íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë èç íàøåãî

ìíîæåñòâà è ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì!

Óòâåðæäåíèå. Âñå ÷åòíûå ÷èñëà, êðàòíûå 4, ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíû-

ìè, à âñå íåêðàòíûå 4 � ïðîñòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÷åòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n.

Åñëè n ... 4, òî

n = (2 · n1) · (2 · n2).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî n ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ

îòëè÷íûõ îò íåãî ÷èñåë, à çíà÷èò n � ñîñòàâíîå.

Åñëè n 6 ... 4, îíî íå ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå äâóõ

÷åòíûõ ÷èñåë, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Òåïåðü äàâàéòå ïðîâåðèì, ðàáîòàåò ëè îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìå-

òèêè â òàêîì ìíîæåñòâå ÷èñåë. Ðàññìîòðèì ÷èñëî 36. Èìååì:

36 = 2 · 18 = 6 · 6.

Íî è 2, è 6, è 18 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè! Çíà÷èò, ÷èñëî 36 ìîæíî

ðàçëîæèòü íà ïðîñòûå ìíîæèòåëü äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè!

Ïðèìåð Ãèëüáåðòà

Â ïðèìåðå ßãëîìà ìû ðàññìîòðåëè ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë è âû-

ÿñíèëè, ÷òî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ íåãî íåâåðíà. Ìîæíî

ëè ïîäîáíûé ïðèìåð ïîñòðîèòü äëÿ íå÷åòíûõ ÷èñåë? Îêàçûâàåòñÿ,

ìîæíî. Ñëåäóþùèé ïðèìåð áûë ïðåäëîæåí Äàâèäîì Ãèëüáåðòîì.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 4k + 1:

1, 5, 9, 13, 17, 21 . . .

Îïÿòü ïîïðîáóåì íàéòè ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà â ýòîì ìíîæåñòâå.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷èñëà 5, 9, 13, 17, 21, 25 â íà÷àëå ðÿäà ÿâëÿþò-

ñÿ ïðîñòûìè. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ ñîñòàâíûõ ÷èñåë â ýòîì
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ìíîæåñòâå (íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî 1 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè

ñîñòàâíûì).

45 = 5 · 9
65 = 5 · 13

117 = 9 · 13

Ïîïðîáóåì ïîñòðîèòü êîíòðïðèìåð ê îñíîâíîé òåîðåìå àðèôìåòèêè.

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷èñåë âèäà 4k + 3 ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷èñëîì âèäà 4k + 1. Íàïðèìåð, 3 · 7 = 21. Õîòÿ ÷èñëà 3 è

7 íå ïðèíàäëåæàò ðàññìàòðèâàåìîìó íàìè ìíîæåñòâó, åìó ïðèíàä-

ëåæèò 21 (èìåííî ïîýòîìó â ïðèìåðå Ãèëüáåðòà ÷èñëî 21 ÿâëÿåòñÿ

ïðîñòûì). Ïîñêîëüêó ìû èùåì ÷èñëî, èìåþùåå äâà ðàçëîæåíèÿ íà

ïðîñòûå, ïîïðîáóåì ñêîíñòðóèðîâàòü åãî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÷èñåë 3 è

7. Ðàññìîòðèì ÷èñëî 441 = 32 · 72. Èìååì

441 = 21 · 21 = 9 · 49.

È 9, è 21, è 49 ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè ÷èñëàìè.

Ïîïðîáóéòå ñàìîñòîÿòåëüíî îòûñêàòü ÷èñëî, èìåþùåå òðè ðàç-

ëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ïðèìåðàõ ßãëîìà è

Ãèëüáåðòà.

2. Z[
√
−k] è âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê áîëåå ñîäåðæàòåëüíûì è ñëîæíûì ïðèìåðàì.

×òî òàêîå Z[
√
−k], íàâåðíÿêà ñïðàøèâàåòå âû. Ðàññìîòðèì ¾÷èñëà¿

âèäà a + b
√
−k, ãäå k � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à a è b

� ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Âî-ïåðâûõ, îòìåòèì, ÷òî îáû÷íûå öå-

ëûå ÷èñëà ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ðàññìàòðèâàåìûõ (äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

b = 0). Òî åñòü òîëüêî ÷òî îïðåäåëåííîå íàìè ìíîæåñòâî ¾÷èñåë¿

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèøü ðàñøèðåíèå ìíîæåñòâà Z öåëûõ ÷èñåë. Âî-

âòîðûõ, ðàçáåðåìñÿ ñ òåì, êàê ïîíèìàòü, ÷òî òàêîå
√
−k? Î÷åíü

ïðîñòî:
√
−k � ýòî ¾÷èñëî¿, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −k

(
√
−k)2 =

√
−k ·

√
−k = −k.
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Çàìå÷àíèå. Ïîêà
√
−k � ýòî íå áîëåå, ÷åì ñèìâîë. Î ñòðîãîì îïðå-

äåëåíèè Z[
√
−k] ìû áóäåì ãîâîðèòü â XI.6.

Îïåðèðîâàòü ñ íîâûìè ÷èñëàìè òàê æå ëåãêî, êàê è ñ îáû÷íûìè

öåëûìè ÷èñëàìè. Ñëîæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì

(a + b
√
−k) + (c + d

√
−k) = (a + c) + (b + d)

√
−k.

×òîáû îïðåäåëèòü óìíîæåíèå, èñïîëüçóåì ïðàâèëà îáû÷íîé àðèô-

ìåòèêè è íå çàáóäåì ïðî ðàâåíñòâî (
√
−k)2 =

√
−k ·

√
−k = −k

(a + b
√
−k) · (c + d

√
−k) =

=(a + b
√
−k) · c + (a + b

√
−k) · d

√
−k =

=ac + bc
√
−k + ad

√
−k + bd

√
−k ·

√
−k =

=(ac− bdk) + (bc + ad) ·
√
−k

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà a + b
√
−k âûäåðæèâàåò ñëî-

æåíèå è óìíîæåíèå (÷òî äåëàåò åãî ïîõîæèì íà ìíîæåñòâî Z öåëûõ

÷èñåë). Ýòî ìíîæåñòâî è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Z[
√
−k]. Îáðàòèìñÿ

òåïåðü ê êîíêðåòíûì ïðèìåðàì.

Êàê îøèáñÿ Ýéëåð

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Z[
√
−3] ÷èñåë âèäà

a + b
√
−3, ãäå a, b ∈ Z.

Ïîïðîáóåì îòûñêàòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ è ñîñòàâíûõ ÷èñåë â ýòîì

ìíîæåñòâå. Íà÷íåì ñ öåëûõ ÷èñåë (êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè

Z[
√
−3]). Ñîñòàâíûå öåëûå ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ, î÷åâèäíî, è ñîñòàâíûìè

÷èñëàìè â Z[
√
−3]. À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà?

Áóäóò ëè îíè îáÿçàòåëüíî ïðîñòûìè â Z[
√
−3]? Ñëåäóþùèé ïðèìåð

ïîêàçûâàåò, ÷òî íåò:

7 = (2 +
√
−3) · (2−

√
−3).

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê âûÿñíèòü ÿâëÿåòñÿ ëè

äàííîå ÷èñëî a + b
√
−3 ïðîñòûì. ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîì âîïðîñ,

ââåäåì âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.
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Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé ÷èñëà a + b
√
−k íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

N(a + b
√
−k) = (a + b

√
−k) · (a− b

√
−k) =

a2 − b2 ·
√
−k ·

√
−k = a2 + kb2.

Çàìå÷àíèå. ×èñëî a− b
√
−k íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì ñ ÷èñëîì a+

b
√
−k.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü z, w ∈ Z[
√
−k]. Òîãäà

N(z · w) = N(z) ·N(w).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü z = a + b
√
−k, w = c + d

√
−k. Òîãäà

N((a + b
√
−k) · (c + d

√
−k)) = N((ac− kbd) + (bc + ad) ·

√
−k) =

(ac− kbd)2 + k(bc + ad)2 = (a2 + kb2) · (c2 + kd2) =

N(a + b
√
−k) ·N(c + d

√
−k).

Çàìå÷àíèå. Òîæäåñòâî Ýéëåðà

(ac− kbd)2 + k(bc + ad)2 = (a2 + kb2) · (c2 + kd2)

îçíà÷àåò, ÷òî íîðìà N îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè:

N(z · w) = N(z) · N(w). Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë âèäà

a2 + kb2 ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì òàêîãî âèäà. Åñëè k = 1, òî ìû ïðèõîäèì

ê ðàññìîòðåíèþ ÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Ïîäðîáíåå î íèõ ìû áóäåì ãîâîðèòü â VIII.1.

Çàìå÷àíèå. Íîðìà � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Áîëåå òîãî, äî-

êàçàííîå óòâåðæäåíèå äåëàåò íîðìó ÷èñëà a + b
√
−k åùå áîëüøå

ïîõîæåé íà ìîäóëü öåëîãî ÷èñëà è ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà. Â äàëüíåé-

øåì ìû óâèäèì, ÷òî òàêàÿ àíàëîãèÿ äåëàåò ìíîæåñòâà Z, Z[
√
−k] è

R[x] ñõîæèìè, õîòÿ íà ïåðâûé âçãëÿä ìåæäó íèìè íåò íè÷åãî îáùåãî.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì â Z[
√
−3].

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

2 = (a + b
√
−3) · (c + d

√
−3).
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Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå î íîðìå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

N(2) = N((a + b
√
−3) · (c + d

√
−3)) = N(a + b

√
−3) ·N(c + d

√
−3),

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

4 = (a2 + 3b2) · (c2 + 3d2).

Â íåì êàæäûé èç ñîìíîæèòåëåé ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì, ïî-

ýòîìó â ïðàâîé ÷àñòè îáà ñîìíîæèòåëÿ ëèáî ðàâíû 2, ëèáî îäèí èç

íèõ ðàâåí 1, à äðóãîé 4. Ïåðâîå íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå

a2 + 3b2 = 2, î÷åâèäíî, íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Âî âòîðîì

ñëó÷àå ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ

a2 + 3b2 = 1 è c2 + 3d2 = 4,

ïåðâîå èç êîòîðûõ èìååò ñëåäóþùåå ðåøåíèå

a = ±1, b = 0.

Òîãäà â èñõîäíîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà 2 íà ìíîæèòåëè îäèí èç íèõ

ðàâåí 1 (èëè −1), ò.å. ðàçëîæåíèå òðèâèàëüíî è èìååò âèä 2 = 1 · 2
(èëè 2 = (−1) · (−2)). Çíà÷èò, ÷èñëî 2 äåéñòâèòåëüíî ïðîñòîå.

Çàìå÷àíèå. Äàííûì ïðèìåð â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîÿñíÿåò, ïî÷åìó

íóæíî ðàññìàòðèâàòü èìåííî ìíîæåñòâî Z[
√
−k], à íå Z[

√
k]. Âî

âòîðîì ñëó÷àå íîðìà ÷èñëà ðàâíÿëàñü áû a2 − kb2, ò.å. ïåðåñòàâà-

ëà áû áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, ÷òî íå òîëüêî ïðèíöèïèàëüíî ñàìî ïî

ñåáå, íî è ñëèøêîì îñëîæíèëî áû ïîèñê ïðîñòûõ è ñîñòàâíûõ ÷è-

ñåë. Íàïðèìåð, íå î÷åíü ïîíÿòíî, èìååò ëè óðàâíåíèå a2 − 3b2 = 2

ðåøåíèÿ è êàêîâû îíè.

Ðàçáåðåì, íà ïåðâûé âçãëÿä, áîëåå çàìûñëîâàòûé ïðèìåð è äîêà-

æåì ïðîñòîòó ÷èñëà 1 +
√
−3. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå:

1 +
√
−3 = (a + b

√
−3) · (c + d

√
−3).

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå î íîðìå ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷àåì

N(1+
√
−3) = N((a+b

√
−3)·(c+d

√
−3)) = N(a+b

√
−3)·N(c+d

√
−3),
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÷òî, êàê íåñëîæíî âèäåòü, ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

4 = (a2 + 3b2) · (c2 + 3d2),

êîòîðîå ìû òîëüêî ÷òî ðàññìîòðåëè, äîêàçûâàÿ ïðîñòîòó ÷èñëà 2!

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 1 +
√
−3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Çàìå÷àíèå. Ñîâåðøåííî ÿñíî, ÷òî àáñîëþòíî òàêæå äîêàçûâàåòñÿ

ïðîñòîòà ÷èñëà 1−
√
−3. Áîëåå òîãî, åñëè ÷èñëî a+b

√
−3 îêàçûâàåòñÿ

ïðîñòûì, òî òàêîâûì áóäåò è ñîïðÿæåííîå åìó ÷èñëî a− b
√
−3.

Òåïåðü âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîòîðîìó è ïîñâÿùåíà äàí-

íàÿ ãëàâà. Âûïîëíåíà ëè îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ Z[
√
−3]?

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò! Íàïðèìåð,

4 = 2 · 2 = (1 +
√

3) · (1−
√
−3).

Òåïåðü äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, ïðè÷åì çäåñü Ýéëåð è êàêóþ æå îøèá-

êó îí äîïóñòèë. Ñ ýòèì ñâÿçàíà êðàéíå èíòåðåñíàÿ èñòîðèÿ, êîòîðàÿ

áåðåò ñâîå íà÷àëî â III âåêå äî í.ý. â èññëåäîâàíèÿõ äðåâíåãðå÷åñêîãî

ìàòåìàòèêà Äèîôàíòà. Åãî èìÿ íàì èçâåñòíî áëàãîäàðÿ åãî ìíîãî-

òîìíîé ¾Àðèôìåòèêå¿ èç 13 êíèã. Îñíîâíàÿ òåìà ¾Àðèôìåòèêè¿

� ðåøåíèå óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ê ýòîé òåìå ìû âåðíåìñÿ â

äàëüíåéøåì, à ñåé÷àñ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îäíà èç çàäà÷, óïî-

ìÿíóòûõ Äèîôàíòîì, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ îïèñàíèåì òàê íàçûâàåìûõ

ïèôàãîðîâûõ òðîåê, ò.å. öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x2 + y2 = z2.

Â ãëàâå V ìû ïîäðîáíî ïîãîâîðèì îá ýòîé çàäà÷å.

Ñî÷èíåíèÿ Äèîôàíòà äîëãîå âðåìÿ îñòàâàëèñü íåèçâåñòíû åâðî-

ïåéñêèì ìàòåìàòèêàì. Òîëüêî â XVI âåêå îäíà èç åãî ðóêîïèñåé

áûëà ñëó÷àéíî îáíàðóæåíà â áèáëèîòåêå Âàòèêàíà. Ïåðâûé ïåðåâîä

¾Àðèôìåòèêè¿ íà ëàòèíñêèé ÿçûê áûë èçäàí â 1621 ãîäó, è âëàäåëü-

öåì îäíîãî èç ýêçåìïëÿðîâ ñòàë Ïüåð Ôåðìà. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü

åãî íàñëåäèÿ â îáëàñòè òåîðèè ÷èñåë � ìûñëè, èäåè, ôîðìóëèðîâêè

òåîðåì, ãèïîòåçû � äîøëà äî íàñ â ôîðìå çàïèñåé è çàìå÷àíèé íà
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ïîëÿõ ýòîãî ýêçåìïëÿðà ¾Àðèôìåòèêè¿. Íàïðîòèâ âîñüìîé çàäà÷è

âòîðîé êíèãè Äèîôàíòà ¾ðàçáèòü êâàäðàòíîå ÷èñëî íà äâà äðóãèõ

êâàäðàòíûõ ÷èñëà¿ (ýòî è åñòü óïàìÿíóòàÿ âûøå çàäà÷à) Ôåðìà ñäå-

ëàë ñàìóþ çíàìåíèòóþ ñâîþ çàïèñü, â êîòîðîé óòâåðæäàëîñü, ÷òî ïðè

n > 2 íå ñóùåñòâóåò îòëè÷íûõ îò íóëÿ öåëûõ ÷èñåë, ÿâëÿþùèõñÿ

ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

xn + yn = zn.

Òàê ôîðìóëèðóåòñÿ ¾Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà¿.

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî áûâàåò òàê, ÷òî çàäà÷à, èìåþùàÿ ïðîñòóþ

ôîðìóëèðîâêó, òðåáóåò êðàéíå íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ. Âåëèêàÿ

òåîðåìà Ôåðìà, ïîæàëóé, ñàìûé çíàìåíèòûé òîìó ïðèìåð. Íà ïðî-

òÿæåíèè áîëåå ÷åì òðåõ ñîòåí ëåò ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè íàéòè

åå äîêàçàòåëüñòâî. Íàêîíåö, îíî áûëî ïîëó÷åíî â 1995 ãîäó àíãëèé-

ñêèì ìàòåìàòèêîì Ýíäðþ Óàéëñîì ïîñëå 8 ëåò ðàáîòû. Åãî áîëåå

÷åì 100-ñòðàíè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî îòíþäü íå ýëåìåíòàðíî. Íå áóäåò

ïðåóâåëè÷åíèåì ñêàçàòü, ÷òî íåìíîãèå ëþäè âî âñåì ìèðå çíàêîìû

ñî âñåìè òîíêîñòÿìè ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà. Åäèíñòâåííûé ñëó÷àé,

äëÿ êîòîðîãî èçâåñòíî ýëåìåíòàðíîå äîêàçàòåëüñòâî, � ýòî ñëó÷àé

n = 4. Óêàçàííîå äîêàçàòåëüñòâî äàíî ñàìèì Ôåðìà è îïèðàåòñÿ íà

óïîìÿíóòûå ôîðìóëû äëÿ ïèôàãîðîâûõ òðîåê.

Ñëåäóþùèé ïîñëå Ôåðìà øàã äåëàåò Ýéëåð � îí äîêàçûâàåò òåî-

ðåìó äëÿ ñëó÷àÿ n = 3, òî åñòü ïîêàçûâàåò, ÷òî óðàâíåíèå

x3 + y3 = z3

íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ. Ñîâåðøåííî ïî-

ðàçèòåëüíûì è ïðèíöèïèàëüíî íîâûì â äîêàçàòåëüñòâå Ýéëåðà áûëî

ïðèâëå÷åíèå ÷èñåë âèäà a + b
√
−3!

Çàìå÷àíèå. Ñ âåëèêîé òåîðåìîé Ôåðìà ñâÿçàíà îäíà âàæíàÿ íèòü èñ-

òîðè÷åñêîãî ðàçâèòèÿ àëãåáðû. Õîòÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ó÷àñò-

âóþò òîëüêî öåëûå ÷èñëà, â õîäå åå äîêàçàòåëüñòâà ïîòðåáîâàëîñü îá-

ðàòèòüñÿ ê ÷èñëàì áîëåå îáùåãî âèäà (íàïðèìåð, Z[
√
−k]). Ãëóáîêîå

ïðîíèêíîâåíèå â àðèôìåòèêó ýòèõ ÷èñåë ïîòðåáîâàëî ââåäåíèÿ íî-
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âûõ ïîíÿòèé è ïðèäàëî èìïóëüñ ðàçâèòèþ âñåé àëãåáðû, òåîðèè

÷èñåë è äðóãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê.

Äîêàçàòåëüñòâî, ïðèâîäèìîå Ýéëåðîì, îïèðàëîñü íà ñëåäóþùåå

ðàññóæäåíèå: åñëè âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî

a2 + 3b2 ÿâëÿåòñÿ êóáîì öåëîãî ÷èñëà, òî íàéäóòñÿ òàêèå öåëûå s è t,

÷òî

a = s(s2 − 9t2), b = 3t(s2 − t2).

Ýéëåð ðàññìàòðèâàåò ðàâåíñòâî

a2 + 3b2 = (a + b
√
−3) · (a− b

√
−3)

è óòâåðæäàåò, ÷òî ïîñêîëüêó ëåâàÿ åãî ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ êóáîì, òî

òî æå ñïðàâåäëèâî è äëÿ îáîèõ ñîìíîæèòåëåé ïðàâîé ÷àñòè. Â

÷àñòíîñòè,

a + b
√
−3 = (s + t

√
−3)3.

Òîãäà, ðàñêðûâàÿ ñêîáêè, ïîëó÷àåì

a + b
√
−3 = (s + t

√
−3)3 =

s3 + 3s2t
√
−3− 9st2 − 3t3

√
−3 =

(s3 − 9st2) + (3s2t− 3t3)
√
−3,

îòêóäà è ñëåäóåò, ÷òî

a = s3 − 9st2 = s(s2 − 9t2), b = 3s2t− 3t3 = 3t(s2 − t2).

Ïî âñåé âèäèìîñòè, Ýéëåð ïîëàãàë î÷åâèäíûì, ÷òî âçàèìíàÿ ïðî-

ñòîòà a è b âëå÷åò âçàèìíóþ ïðîñòîòó (a + b
√
−3) è (a − b

√
−3)

è, òåì ñàìûì, óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ìíîæèòåëè â ïðàâîé ÷àñòè

òàêæå ÿâëÿþòñÿ êóáàìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòî íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëü-

ñòâå. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî äëÿ Z[
√
−3] íå âûïîëíåíà îñíîâíàÿ

òåîðåìà àðèôìåòèêè, íåëüçÿ áûòü óâåðåííûì, ÷òî ýòî âîîáùå òàê!

Â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ a2 + 3b2

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè óäàåòñÿ äîêàçàòü, íî â òó æå ëîâóøêó ïî-

ïàäàëè äðóãèå ìàòåìàòèêè, êîòîðûå äåëàëè ïîïûòêè äàòü îáùåå

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ôåðìà.
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Ãàóññîâû ÷èñëà

Ìíîæåñòâî Z[
√
−1] ÷èñåë âèäà a + b

√
−1, a, b ∈ Z âïåðâûå ïîÿâè-

ëîñü â ðàáîòàõ Ãàóññà â 1832 ãîäó. Èìååíî Ãàóññîì áûëî îòêðûòî,

÷òî àðèôìåòè÷åñêèå ïîíÿòèÿ è òåîðåìû, êîòîðûå âñåãäà ñâÿçûâàëèñü

ñ íàòóðàëüíûìè è öåëûìè ÷èñëàìè, ìîæíî ïåðåíîñèòü íà äðóãèå

îáúåêòû. Ìû óæå îòìå÷àëè ýòî íà ïðèìåðå ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëå-

íîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé. Ãàóññ â ñâîèõ èññëåäîâàíèÿõ ïðèøåë ê

íåîáõîäèìîñòè ïåðåíåñòè èçâåñòíûå òåîðåìû íà ìíîæåñòâî Z[
√
−1].

Ïðåæäå ÷åì ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèìè ïðèìåðàìè íàéòè

íåñêîëüêî ïðîñòûõ è ñîñòàâíûõ ÷èñåë â Z[
√
−1], ìû îïèøåì àíàëîãè

1 â ìíîæåñòâå ãàóññîâûõ ÷èñåë. ×òî ïîíèìàòü ïîä àíàëîãîì 1? Êîãäà

ó íàñ ïîÿâèëîñü ïîíÿòèå ïðîñòîãî ÷èñëà, ìû îòìå÷àëè, ÷òî 1 íå ÿâ-

ëÿåòñÿ íè ïðîñòûì, íè ñîñòàâíûì. Âåäü åñëè ñ÷èòàòü 1 ïðîñòûì,

òî â òàêîì ñëó÷àå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Â ñëó÷àå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ýòî

çàìå÷àíèå íå êàæåòñÿ ñîäåðæàòåëüíûì, îäíàêî, ïðèìåð ãàóññîâûõ

÷èñåë ïîêàçûâàåò, ÷òî íå âñå òàê ïðîñòî.

Ïðè÷èíà ïðîèñõîäÿùåãî êðîåòñÿ â òîì, ÷òî 1 ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì

ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N.

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò q äàííîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ îáðàòè-

ìûì (èëè äåëèòåëåì åäèíèöû), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé s, ïðèíàäëå-

æàùèé äàííîìó ìíîæåñòâó, ÷òî q · s = 1.

Ýëåìåíò s ïðèíÿòî îáîçíà÷àò q−1.

Êàê ëåãêî âèäåòü, 1−1 = 1. Ïîêàæåì òåïåðü, êàê íàëè÷èå èìåí-

íî äåëèòåëåé åäèíèöû ìîæåò ¾èñïîðòèòü¿ òåîðåìó î ðàçëîæåíèè

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ïóñòü q � äåëèòåëü åäèíèöû è èìååòñÿ

ðàçëîæåíèå ýëåìåíòà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

n = p1 · p2 · . . . · pk.

Òîãäà èìååò òàêæå ìåñòî òàêîå ðàçëîæåíèå

n = p1 · p2 · . . . · pk · q · q−1.
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî ÿâëåíèå íà ïðèìåðå ìíîãî÷ëåíîâ:

x2− 1 = (x− 1) · (x+ 1) = 2(x− 1) · 1
2

(x+ 1) = 3(x− 1) · 1
3

(x+ 1) = . . .

Èìåÿ ýòî â âèäó, íåñêîëüêî ïîäêîððåêòèðóåì îïðåäåëåíèå ïðîñòîãî

è ñîñòàâíîãî ýëåìåíòîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñîñòàâíûì íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûé ýëåìåíò, êî-

òîðûé ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåîáðàòèìûõ ýëå-

ìåíòîâ.

Ïðîñòûì íàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìûé ýëåìåíò, íå ÿâëÿþùèéñÿ ñî-

ñòàâíûì.

Äåëèòåëè åäèíèöû (îáðàòèìûå ýëåìåíòû) íå ÿâëÿþòñÿ íè ïðîñòû-

ìè, íè ñîñòàâíûìè.

Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè ñëåäóåò ïîíèìàòü ñ òî÷íîñòüþ

äî óìíîæåíèÿ íà äåëèòåëè åäèíèöû (îáðàòèìûå ìíîæèòåëè). Òî÷íî

òàê æå, êàê ìû íå ðàçëè÷àåì ðàçëîæåíèÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 36

36 = 2 · 2 · 3 · 3 = 1 · 2 · 2 · 3 · 3 = 1 · 1 · 2 · 2 · 3 · 3 = . . . ,

íå îòëè÷àþò ðàçëîæåíèÿ

x2− 1 = (x− 1) · (x+ 1) = 2(x− 1) · 1
2

(x+ 1) = 3(x− 1) · 1
3

(x+ 1) = . . .

èëè áîëåå îáùî

n = p1 · . . . · pk = q1 · q−1
1 · p1 · . . . · pk = q1 · q−1

1 · q2 · q−1
2 · p1 · . . . · pk = . . . ,

ãäå q1, q2, . . . � äåëèòåëè åäèíèöû.

Çàìå÷àíèå. Äàííîå îïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Â ÷àñòíî-

ñòè, îíî îõâàòûâàåò è ñëó÷àé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, è ñëó÷àé ìíîãî-

÷ëåíîâ.

Íàéäåì âñå äåëèòåëè åäèíèöû â ìíîæåñòâå Z[
√
−1] ãàóññîâûõ

÷èñåë. Â ýòîì íàì ïîìîæåò óæå èçâåñòíîå ïîíÿòèå íîðìû.

Òåîðåìà. Â Z[
√
−1] äåëèòåëÿìè åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ â òî÷íîñòè

ñëåäóþùèå ÷èñëà

1, −1,
√
−1, −

√
−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü q = a + b
√
−1 � äåëèòåëü åäèíèöû. Òîãäà

ñóùåñòâóåò q−1 = c + d
√
−1 ∈ Z[

√
−1]. Èìååì

q · q−1 = 1 ⇒
N(q) ·N(q−1) = N(q · q−1) = 1 ⇔
N(a + b

√
−1) ·N(c + d

√
−1) = 1 ⇔

(a2 + b2) · (c2 + d2) = 1 ⇔
a2 + b2 = 1, c2 + d2 = 1,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äåëèòåëè åäèíèöû ñîäåðæàòñÿ ñðåäè ÷èñåë

±1, ±
√
−1. Ïðîñòàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî âñå ýòè ÷èñëà

ÿâëÿþòñÿ îáðàòèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî,

1 · 1 = 1 ò.å. 1−1 = 1

(−1) · (−1) = 1 ò.å. (−1)−1 = −1
√
−1 · (−

√
−1) = 1 ò.å. (

√
−1)−1 = −

√
−1

(−
√
−1) ·

√
−1 = 1 ò.å. (−

√
−1)−1 =

√
−1.

Çàìå÷àíèå. Èç ïðèâåäåííîãî ðàññóæäåíèÿ ñðàçó âèäíî, ÷òî â ñëó÷àå

ïðîèçâîëüíîãî Z[
√
−k] ÷èñëî a+ b

√
−k ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû

òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè

N(a + b
√
−k) = a2 + kb2 = 1.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî â ñëó÷àå k > 1 äåëèòåëÿìè åäèíèöû áóäóò òîëüêî

÷èñëà ±1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. ×èñëî 2 ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòûì â öåëûõ ÷èñëàõ è ïðîñòûì â Z[
√
−3]. Îäíàêî, â Z[

√
−1] èìååì

2 = (1 +
√
−1) · (1−

√
−1),

à çíà÷èò, ÷èñëî 2 � ñîñòàâíîå â Z[
√
−1]! À ÷òî ìîæíî ñêàçàòü î

÷èñëàõ (1 ±
√
−1)? ßâëÿþòñÿ ëè îíè ïðîñòûìè? Äîêàæåì, ÷òî îíè

äåéñòâèòåëüíî ïðîñòûå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

1 +
√
−1 = (a + b

√
−1) · (c + d

√
−1).
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Òîãäà ïîëó÷àåì

N(1+
√
−1) = N((a+b

√
−1)·(c+d

√
−1)) = N(a+b

√
−1)·N(c+d

√
−1),

÷òî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

2 = (a2 + b2) · (c2 + d2).

Èç íåãî âûòåêàåò, ÷òî ëèáî a2 + b2 = 1, ëèáî c2 + d2 = 1. Â îáîèõ

ñëó÷àÿõ îäèí èç ñîìíîæèòåëåé â ðàçëîæåíèè

1 +
√
−1 = (a + b

√
−1) · (c + d

√
−1)

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî 1 +
√
−1 (è 1−√

−1) âîèñòèíó ïðîñòîå.

Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ: âåðíà ëè îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìå-

òèêè äëÿ ãàóññîâûõ ÷èñåë? Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð

5 = (1 + 2
√
−1) · (1− 2

√
−1) = (2 +

√
−1) · (2−

√
−1).

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëà, ó÷àñòâóþùèå â äàííûõ ðàçëîæåíèÿõ,

ïðîñòûå. Êàæåòñÿ, ìû íàøëè ïðèìåð, êîòîðûé ïîêàçûâàåò, ÷òî îñ-

íîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè íå âûïîëíåíà. Îäíàêî, íå áóäåì òîðî-

ïèòüñÿ, âåäü ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíî-

æèòåëè ñëåäóåò ïîíèìàòü ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà äåëèòåëè

åäèíèöû. Åñëè â ñëó÷àå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë èëè ìíîãî÷ëåíîâ ñðàçó

âèäíî, êàêèå ðàçëîæåíèÿ ñëåäóåò ñ÷èàòàòü îäèíàêîâûìè, òî â ñëó-

÷àå ãàóññîâûõ ÷èñåë ýòî íå ñòîëü î÷åâèäíî. Îáðàòèìñÿ ê ðàçëîæåíèþ

÷èñëà 5:

5 = (1 + 2
√
−1) · (1− 2

√
−1) =

√
−1 · (2−

√
−1) · (−

√
−1) · (2 +

√
−1) =

√
−1 · (−

√
−1) · (2−

√
−1) · (2 +

√
−1) =

√
−1 · (

√
−1)−1 · (2−

√
−1) · (2 +

√
−1)

Òàê ÷òî ïîëó÷åííûå íàìè ðàçëîæåíèÿ íà ñàìîì äåëå ñóòü îäíî! Âñå

ðàâíî, ÷òî 2 · 3 è 1 · 1 · 2 · 3.
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Ñîâåðøåííî óäèâèòåëüíî, íî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè âû-

ïîëíåíà äëÿ ìíîæåñòâà ãàóññîâûõ ÷èñåë! Ïðàâäà, åñëè äëÿ äîêà-

çàòåëüñòâà òîãî, ÷òî òåîðåìà íå âûïîëíåíà, äîñòàòî÷íî áûëî âñåãî

ëèøü ïðèâåñòè ïðèìåð, òî ñîâåðøåííî íåïîíÿòíî, êàê äîêàçàòü, ÷òî

òåîðåìà âåðíà. Ìû çíàêîìû ñ íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè ìíîæåñòâ,

äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Ñðåäè íèõ

ìíîæåñòâî N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, Z öåëûõ ÷èñåë, R[x] è Q[x] ìíîãî-

÷ëåíîâ, òåïåðü ïîÿâèëñÿ ïðèìåð ìíîæåñòâà Z[
√
−1] ãàóññîâûõ ÷èñåë.

Ïîçæå ìû äàäèì äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå áóäåò óíèâåðñàëüíûì è

áóäåò âêëþ÷àòü â ñåáÿ âñå âûøåïåðå÷èñëåííûå ñëó÷àè.

3. Äåñÿòü ñëåäñòâèé

Ïðèìåðû, ðàçîáðàííûå íàìè â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïîêàçûâàþò,

÷òî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè � íå î÷åâèäíûé ôàêò, à ãëóáîêîå

ñâîéñòâî, êîòîðûì îáëàäàþò íå òîëüêî ìíîæåñòâà íàòóðàëüíûõ è

öåëûõ ÷èñåë, íî è ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ è ãàóññîâûõ ÷èñåë, êàê

áóäåò äîêàçàíî â ãëàâå IX.

Åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò ìíîãî âàæíûõ

ôàêòîâ. Äëÿ íàñ áóäóò ñóùåñòâåííû ñëåäóþùèå äåñÿòü óòâåðæäåíèé

� ñëåäñòâèé èç îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè.

Çàìå÷àíèå. Ýòè ñëåäñòâèÿ áóäóò èìåòü ìåñòî âñåãäà, êîãäà âûïîëíå-

íà îñíîâíàÿ òåîðåìà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü

a = pk11 · p
k2
2 · . . . · pknn ,

b = pl11 · p
l2
2 · . . . · plnn

� ðàçëîæåíèå a è b íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, ïðè÷åì ki > 0, li > 0,

íî ki + li > 0. Òîãäà

ÍÎÄ(a, b) = p
min(k1,l1)
1 · pmin(k2,l2)

2 · . . . · pmin(kn,ln)
n .
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Ïðèìåð. à) Ïóñòü

a = 20 · 32 · 50 · 111,

b = 23 · 31 · 52 · 110.

Òîãäà

ÍÎÄ(a, b) = 20 · 31 · 50 · 110 = 3.

á) Ïóñòü

a = (x− 1)0 · (x2 + 1)2 · (x2 + x + 2)0 · (3x− 1)1,

b = (x− 1)3 · (x2 + 1)1 · (x2 + x + 2)2 · (3x− 1)0.

Òîãäà

ÍÎÄ(a, b) = (x− 1)0 · (x2 + 1)1 · (x2 + x + 2)0 · (3x− 1)0 = x2 + 1.

Ñëåäñòâèå 2. Â îáîçíà÷åíèÿõ ïðåäûäóùåãî ñëåäñòâèÿ

ÍÎÊ(a, b) = p
max(k1,l1)
1 · pmax(k2,l2)

2 · . . . · pmax(kn,ln)
n .

Ñëåäñòâèå 3. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

ÍÎÄ(a, b) · ÍÎÊ(a, b) = ab.

Çàìå÷àíèå. Èìåííî ýòî ñëåäñòâèå ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàè-

ìåíüøåãî îáùåãî êðàòíîãî.

Ñëåäñòâèå 4. Åñëè (ab) ... c è ÍÎÄ(a, c) = 1, òî b ... c.

Ñëåäñòâèå 5 (Ëåììà Åâêëèäà î ïðîñòîì äåëèòåëå). Åñëè p ïðîñòîå

è (ab) ... p, òî ëèáî a ... p, ëèáî b ... p.

Ñëåäñòâèå 6. Åñëè ÍÎÄ(b, c) = 1 è a ... b, a ... c, òî a ... (bc).

Ñëåäñòâèå 7. Åñëè c � îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a è b, òî c ... ÍÎÊ(a, b).

Ñëåäñòâèå 8. Åñëè d � îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b, òî

ÍÎÄ(a, b) ... d.
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Ñëåäñòâèå 9. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ôîðìóëû:

ÍÎÄ(ma,mb) = m · ÍÎÄ(a, b), ÍÎÄ(a/m, b/m) = ÍÎÄ(a, b)/m,

ÍÎÊ(ma,mb) = m · ÍÎÊ(a, b), ÍÎÊ(a/m, b/m) = ÍÎÊ(a, b)/m.

Ñëåäñòâèå 10. Åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1 è cn = ab, òî a = an1 , b = bn1 .

Çàìå÷àíèå. Èìåííî ýòî ñëåäñòâèå èñïîëüçîâàë Ýéëåð, îøèáî÷íî

ïîëàãàÿ ÷òî îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè âûïîëíåíà äëÿ ÷èñåë

Z[
√
−3] .

Äîêàçàòåëüñòâà âñåõ ñëåäñòâèé íàïðÿìóþ ñëåäóþò èç îñíîâíîé

òåîðåìû àðèôìåòèêè.

4. Òåîðåìà Ëåæàíäðà

Ïåðåä òåì, êàê ôîðìóëèðîâàòü è äîêàçûâàòü ñëåäóþùóþ çàìå÷à-

òåëüíóþ òåîðåìó, ïðèíàäëåæàùóþ Ëåæàíäðó (1752-1833), çàìåòèì,

÷òî çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ äàííîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íà ìíîæèòåëè

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîâîëüíî íåïðîñòóþ çàäà÷ó. Ìû óæå îòìå÷àëè,

÷òî äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìïüþòåðà äëÿ ðàçëîæåíèÿ áîëüøèõ

÷èñåë ïîòðåáóåòñÿ çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ. Óäèâèòåëüíî, íî åñëè èíòå-

ðåñóþùåå âàñ ÷èñëî èìååò âèä n!, òî çàäà÷à çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ.

Áûñòðî ðàçëîæèòü ÷èñëî n! íà ìíîæèòåëè ïîçâîëÿåò ñëåäóùàÿ

Òåîðåìà (Ëåæàíäð). Ïðîñòîå ÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëà

n! íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè â ñòåïåíè[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+

[
n

p3

]
+ . . .

Çàìå÷àíèå. 1. Çäåñü êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü

÷èñëà, ò.å. íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå äàííîå.

Íàïðèìåð, [5] = 5, [7,5] = 7, [1/3] = 0, [−1,5] = −2. Íèæå ïðèâåäåí

ãðàôèê ôóíêöèè y = [x].

2. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñóììà, óêàçàííàÿ â òåîðåìå, êîíå÷íàÿ:

çíàìåíàòåëè äðîáåé âñå âðåìÿ âîçðàñòàþò, òàê ÷òî ðàíî èëè ïîçäíî
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Ãðàôèê ôóíêöèè y = [x].

âñå äðîáè, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé, ñòàíóò ìåíüøå 1, à çíà÷èò, èõ öåëûå

÷àñòè áóäóò ðàâíû 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî n. ßñíî,

÷òî âêëàä â ñòåïåíü p äàäóò òîëüêî òå èç ýòèõ ÷èñåë, êîòîðûå äåëÿòñÿ

íà p. òàêèõ ÷èñåë ðîâíî [n/p], è êàæäîå èç íèõ äàñò âêëàä 1 â ñòåïåíü

p.

Íî ýòî åùå íå âñå. Âåäü ñðåäè ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà p, åñòü ÷èñëà,

äåëÿùèåñÿ è íà p2. Êàæäîå òàêîå ÷èñëî óæå äàñò âêëàä 2, à íå 1 â

ñòåïåíü p. Îäíó åäèíèöó ìû óæå ó÷ëè â ñëàãàåìîì [n/p], à âòîðîå

ó÷èòûâàåòñÿ â ñëàãàåìîì [n/p2].

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ÷èñëà îò 1 äî n, äåëÿùèåñÿ íà p3, p4, . . .

ìû ïîñëåäîâàòåëüíî áóäåì ó÷èòûâàòü âêëàäû ýòèõ ÷èñåë â ñòåïåíü

p â ðàçëîæåíèè n!, ïðèáàâëÿÿ [n/p3], [n/p4], . . .

Òàêèì îáðàçîì, íàøà ôîðìóëà äîêàçàíà.

Òåîðåìà Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò òàêæå ðåøèòü ñëåäóþùóþ èíòåðåñ-

íóþ çàäà÷ó. Ñóùåñòâóåò ëè ìíîãî÷ëåí ñ íåöåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
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çíà÷åíèå êîòîðîãî â êàæäîé öåëîé òî÷êå ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì?

Áóäåì íàçûâàòü òàêèå ìíîãî÷ëåíû öåëîçíà÷íûìè.

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåíû

Cn
n+x =

(x + 1)(x + 2) . . . (x + n)

1 · 2 · . . . · n
äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÿâëÿþòñÿ öåëîçíà÷íûìè.

C1
1+x = x + 1;

C2
2+x =

(x + 1)(x + 2)

1 · 2
=
x2 + 3x + 2

2
;

C3
3+x =

(x + 1)(x + 2)(x + 3)

1 · 2 · 3
=
x3 + 6x2 + 11x + 6

6
.

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü òåîðåìó, ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíîå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà. Äëÿ ëþáîé ïàðû ÷èñåë x è y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

[x] + [y] 6 [x + y].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

f (x, y) = [x] + [y]− [x + y].

Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ x è y âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

f (x, y) 6 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî

f (x + 1, y) = f (x, y + 1) = f (x, y).

Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî

0 6 x, y < 1.

Òîãäà

f (x, y) = [x] + [y]− [x + y] = 0− [x + y] 6 0.
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Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x = k ∈ Z. Èìååì

Cn
n+k =

(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)

1 · 2 · . . . · n
=

(k + n)!

k! · n!
.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ïðîñòîå ÷èñëî p è äîêàæåì, ÷òî ñòåïåíü, â

êîòîðîé îíî âõîäèò â ðàçëîæåíèå ÷èñëèòåëÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

íå ìåíüøå, ÷åì ñòåïåíü, â êîòîðîé îíî âõîäèò â ðàçëîæåíèå çíàìå-

íàòåëÿ íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè (è òà, è äðóãàÿ ñòåïåíè ìîãóò áûòü

ðàâíû 0). Òîãäà ìîæíî áóäåò óòâåðæäàòü, ÷òî ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà

çíàìåíàòåëü, à çíà÷èò, äðîáü ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì. Â ðàçëîæåíèå

÷èñëèòåëÿ p âõîäèò â ñòåïåíè

a =

[
n + k

p

]
+

[
n + k

p2

]
+

[
n + k

p3

]
+ . . .

Â ðàçëîæåíèå çíàìåíàòåëÿ � â ñòåïåíè

b =

([
n

p

]
+

[
k

p

])
+

([
n

p2

]
+

[
k

p2

])
+

([
n

p3

]
+

[
k

p3

])
+ . . .

Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî m[
n

pm

]
+

[
k

pm

]
6

[
n + k

pm

]
,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî b 6 a. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå. Íàâåðíÿêà âû ñïðàøèâàåòå, ïî÷åìó ìû èñïîëüçîâàëè

èìåííî òàêîå îáîçíà÷åíèå Cn
n+k? Äåëî â òîì, ÷òî óêàçàííûå ÷èñëà

èìåþò î÷åíü âàæíîå êîìáèíàòîðíîå èñòîëêîâàíèå. À èìåííî, äëÿ

íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ n è k ÷èñëî Ck
n+k � ýòî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ

âûáðàòü ëþáûå n ýëåìåíòîâ èç èìåþùèõñÿ n + k ðàçëè÷íûõ.

Çàìå÷àíèå. Íà ïåðâûé âçãëÿä öåëîçíà÷íûå ìíîãî÷ëåíû ìîãóò âûãëÿ-

äåòü íåñêîëüêî íåîæèäàííî. Íàïðèìåð,

g(x) =
x5

5
+
x3

3
+

7x

15
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ÿâëÿåòñÿ öåëîçíà÷íûì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â íåêîòîðîì ñìûñëå öåëîçíà÷íûå ìíîãî÷ëåíû

èñ÷åðïûâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè Cn
n+x. À èìåííî, ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà. Ïóñòü g � öåëîçíà÷íûé ìíîãî÷ëåí è deg g = m. Òîãäà

g(x) = c0 · Cm
m+x + c1 · Cm−1

(m−1)+x + . . . + cm,

ãäå c0, c1, . . . , cm � öåëûå ÷èñëà.

Íàïðèìåð, äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ìíîãî÷ëåíà èìååì

x5

5
+
x3

3
+

7x

15
= 24C5

5+x − 72C4
4+x + 80C3

3+x − 40C2
2+x + 9C1

1+x − 1.

5. Äåëèòåëè ÷èñëà. Ôóíêöèè τ è σ.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè áîëåå äåòàëü-

íîå èññëåäîâàíèå äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Îäèí èç ïåðâûõ

åñòåñòâåííûõ âîïðîñîâ î äåëèòåëÿõ � ñêîëüêî èõ?

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n ðàâíî ÷èñëó åãî äåëèòåëåé, âêëþ÷àÿ 1 è ñàìî ÷èñëî, íàçûâàåòñÿ

òàó-ôóíêöèåé è îáîçíà÷àåòñÿ τ (n).

Ïðåæäå ÷åì ÿâíî âû÷èñëÿòü çíà÷åíèå òàó-ôóíêöèè, ïðèâåäåì åå

ãðàôèê. Íèæå ïðåäñòàâëåí ñëó÷àé ïåðâûõ 60 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ìû ñîåäèíèëè òî÷êè íà âòîðîì ãðàôèêå îòðåçêàìè.
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Ãðàôèê τ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.

Ãðàôèê τ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.



III.5. Äåëèòåëè ÷èñëà. Ôóíêöèè τ è σ. 73

Äëÿ ïåðâîé òûñÿ÷è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ãðàôèê âûãëÿäèò ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì.

Ãðàôèê τ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 1000.

Çíàÿ ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè,

ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå τ (n). Ââåäåì íåîáõîäèìîå â äàëü-

íåéøåì ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë, íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè

1. f (1) = 1;

2. f (m · n) = f (m) · f (n) ïðè óñëîâèè ÍÎÄ(m,n) = 1.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé òàêèõ ôóíêöèé îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì

óòâåðæäåíèè.

Ëåììà (Î ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè). Åñëè ôóíêöèÿ f � ìóëü-

òèïëèêàòèâíàÿ è

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

òî

f (n) = f (pα11 ) · f (pα22 ) · . . . · f (p
αk
k ).
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Çàìå÷àíèå. Êàê ïðàâèëî, çíà÷åíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé äî-

ñòàòî÷íî ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Áëàãîäàðÿ

äîêàçàííîé ëåììå ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

íàõîäèòñÿ ìãíîâåííî.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðèâåñòè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ òàó-ôóíêöèè.

Òåîðåìà (Î êîëè÷åñòâå äåëèòåëåé). Åñëè

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

òî

τ (n) = (α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ τ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî τ (1) = 1. Åñëè ÍÎÄ(m,n) = 1, òî ïî îñíîâíîé

òåîðåìå àðèôìåòèêè ëþáîé äåëèòåëü ÷èñëà m · n ìîæåò áûòü åäèí-

ñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äåëèòåëåé ÷èñåë

m è n, è îáðàòíî, êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

÷èñëà m · n, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî τ (m · n) = τ (m) · τ (n)

2. Âû÷èñëèì τ (pα) äëÿ ïðîñòîãî p. Êàê ëåãêî âèäåòü, ÷èñëî pα

èìååò â òî÷íîñòè α + 1 äåëèòåëåé:

1, p, p2, . . . , pα−1, pα.

Òàêèì îáðàçîì,

τ (pα) = α + 1.

Ïî ëåììå î ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè

τ (n) = (α1 + 1) · (α2 + 1) · . . . · (αk + 1).

Ñëåäóþùèì èíòåðåñíûì îáúåêòîì, ñâÿçàííûì ñ äåëèòåëÿìè íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ èõ ñóììà.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

n ðàâíî ñóììå åãî äåëèòåëåé, íàçûâàåòñÿ ñèãìà-ôóíêöèåé è îáîçíà-

÷àåòñÿ σ(n).

σ(n) =
∑
d : n

...d

d.

Êàê ïîñ÷èòàòü çíà÷åíèå ñèãìà-ôóíêöèè, çíàÿ ðàçëîæåíèå ÷èñëà

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè? Ïåðåä òåì êàê äàòü îòâåò, ðàññìîòðèì ãðà-

ôèêè ñèãìà-ôóíêöèè. Äëÿ ïåðâûõ 60-òè íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ãðàôèê

ïðåäñòàâëåí íèæå.

Ãðàôèê σ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.

Äëÿ íàãëÿäíîñòè ñîåäèíèì íà âòîðîì ðèñóíêå ñîñåäíèå òî÷êè îò-

ðåçêàìè. Êàê ìû óæå ìîãëè íàáëþäàòü íà äðóãèõ ïðèìåðàõ, ïðè

ðàññìîòðåíèè áîëüøîãî îòðåçêà íàòóðàëüíîãî ðÿäà êàðòèíêà ñòàíî-

âèòñÿ áîëåå ðåãóëÿðíîé.
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Ãðàôèê σ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.

Ãðàôèê σ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 1000.
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Òåïåðü ïåðåéäåì ê âûâîäó ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ ñèãìà-ôóíêöèè.

Òåîðåìà (Î ñóììå äåëèòåëåé). Åñëè

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

òî

σ(n) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . ·

p
αk+1
k − 1

pk − 1
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ σ ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëè-

êàòèâíîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî σ(1) = 1. Åñëè ÍÎÄ(m,n) = 1, òî ïî îñíîâ-

íîé òåîðåìå àðèôìåòèêè ëþáîé äåëèòåëü ÷èñëà m · n ìîæåò áûòü

åäèíñòâåííûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äåëèòåëåé

di · cj ÷èñåë m è n, è îáðàòíî, êàæäîå òàêîå ïðîèçâåäåíèå ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì ÷èñëà m · n. Ïîýòîìó, åñëè

σ(m) =
∑
i

di è σ(n) =
∑
j

cj,

òî

σ(m · n) =
∑
i,j

(dicj) =
(∑

i

di

)
·
(∑

j

cj

)
= σ(m) · σ(n).

2. Âû÷èñëèì σ(pα) äëÿ ïðîñòîãî p. Êàê ëåãêî âèäåòü, ÷èñëî pα

èìååò â òî÷íîñòè ñëåäóþùèå äåëèòåëè:

1, p, p2, . . . , pα−1, pα.

Òàêèì îáðàçîì,

σ(pα) = 1 + p + p2 + . . . + pα−1 + pα =
pα+1 − 1

p− 1
.

Ïî ëåììå î ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè

σ(n) =
pα1+1

1 − 1

p1 − 1
· p

α2+1
2 − 1

p2 − 1
· . . . ·

p
αk+1
k − 1

pk − 1
.
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Çàìå÷àíèå. Êðîìå τ è σ ôóíêöèé â òåîðèè ÷èñåë ðàññìàòðèâàþòñÿ

èõ îáîáùåíèÿ � ôóíêöèè äåëèòåëåé:

σk(n) =
∑
d : n

...d

dk.

Ïðèìåíåíèå ýòèõ ôóíêöèé íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òåîðèåé ÷èñåë.

Íàïðèìåð, îíè òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èññëåäîâàíèè ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ, î êîòîðûõ ìû ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ â ãëàâå V.

6. Íåñîêðàòèìûå äðîáè è äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà

Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè ïîçâîëÿåò íå òîëüêî ïðîâîäèòü êîí-

êðåòíûå âû÷èñëåíèÿ, íî è ó÷àñòâóåò â ðåøåíèè âåñüìà íåòðèâèàëü-

íûõ çàäà÷.

Îáðàòèìñÿ ê îáûêíîâåííûì äðîáÿì. Íåêîòîðûå èç íèõ ñîêðàòèìû,

êàê 4
6, äðóãèå � íåò, êàê 5

8.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü íåñîêðàòèìîñòè ñëó÷àéíî âûáðàííîé äðîáè?

Äðîáü ÿâëÿåòñÿ íåñîêðàòèìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ÷èñ-

ëèòåëü è çíàìåíàòåëü âçàèìíî ïðîñòû. Ðàññìîòðèì òî÷êè ïëîñêîñòè,

êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Íàçîâåì òî÷-

êó íåñîêðàòèìîé, åñëè åå êîîðäèíàòû � âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå

÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, íåñîêðàòèìûì äðîáÿì ñîîòâåòñòâóþò íåñîêðà-

òèìûå òî÷êè ïëîñêîñòè, è íàîáîðîò. Íà ðèñóíêå íèæå íåñîêðàòèìûå

òî÷êè çàêðàøåíû. Ïîýòîìó èçíà÷àòåëüíûé âîïðîñ ìîæíî ïåðåôîð-

ìóëèðîâàòü òàê: êàêîâà äîëÿ çàêðàøåííûõ (íåñîêðàòèìûõ) òî÷åê íà

ïëîñêîñòè?

Çàìå÷àíèå. Íåñîêðàòèìûå òî÷êè íà ïëîñêîñòè îáðàçóþò çàìå÷àòåëü-

íûé óçîð. Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî îí ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî äèàãî-

íàëè (ïî÷åìó?) è ÷òî îí îáëàäàåò ôðàêòàëüíîé ñòðóêòóðîé, ò.å. åãî

ñîñòàâíûå ÷àñòè óñòðîåíû, êàê öåëîå.

×òîáû èññëåäîâàòü ýòîò åñòåñòâåííûé è åñòåñòâåííîíàó÷íûé âî-

ïðîñ, íà÷íåì ñ ýêñïåðèìåíòà è ðàññìîòðèì íà ïëîñêîñòè êâàäðàò ñî
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Óçîð ïàð âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

ñòîðîíîé 10. ×èñëî íåñîêðàòèìûõ òî÷åê â íåì ñîñòàâëÿåò 63 (èç îá-

ùåãî ÷èñëà ñòà öåëûõ òî÷åê â íåì). ×àñòîòà íåñîêðàòèìîñòè â äàííîì

êâàäðàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàâíîé 63/100, ò.å. 63%. Åñëè ðàññìîòðåòü êâàä-

ðàò ñî ñòîðîíîé 30, òî ÷àñòîòà íåñêîêðàòèìîñòè ïîëó÷èòñÿ ðàâíîé

555/900 = 37/60, ò.å. ïðèìåðíî 61.7%.

Óâåëè÷èâàÿ ñòîðîíó êâàäðàòà, ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷àñòîòà íåñî-

êðàòèìîñòè ñòðåìèòñÿ ê íåêîòîðîìó ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó

P = 0.607927101 . . .

Ýéëåð ñìîã íàéòè åãî òî÷íîå çíà÷åíèå è îòâåòèòü íà ïîñòàâëåííûé

âîïðîñ. Ïðîéäåì è ìû ïî åãî ñòîïàì.
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Ïîâåäåíèå äîëè íåñêàòèìûõ òî÷åê ñ ðîñòîì n.

Çàìå÷àíèå. Ïðåæäå ÷åì îòûñêàòü òî÷íûé îòâåò, Ýéëåð ýêñïåðèìåí-

òàëüíî âû÷èñëèë ýòó âåðîÿòíîñòü ñ òî÷íîñòüþ äî 15-îãî çíàêà ïîñëå

çàïÿòîé. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî ïîçâîëèëî óãàäàòü ïðàâèëüíûé

îòâåò.

Ðàññìîòðèì ïàðó öåëûõ ÷èñåë (a, b). Èõ âçàèìíàÿ ïðîñòîòà îçíà-

÷àåò îòñóòñòâèå îáùèõ äåëèòåëåé. Ïîñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü ýòîãî îò-

ñóòñòâèÿ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÍÎÄ(a, b) íå äåëèòñÿ íà 2, ò.å. ñðåäè

îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b íåò 2?

ÍÎÄ(a, b) ... 2 ⇔ a ... 2, b ... 2.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî a äåëèòñÿ íà 2 ðàâíà 1/2. Àíàëîãè÷íîå âåðíî

è äëÿ b. Ïîñêîëüêó äåëèìîñòü a íà 2 íå çàâèñèò îò äåëèìîñòè b íà 2,
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âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî è a, è b îäíîâðåìåííî äåëÿòñÿ íà 2, ðàâíà
1

2
· 1

2
=

1

22
.

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÍÎÄ(a, b) íå äåëèòñÿ íà 2, ðàâíà 1− 1
22
.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3, ðàâíà 1/3. Ïîýòîìó àíà-

ëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ÍÎÄ(a, b) íå äåëèòñÿ íà

3, ðàâíà 1 − 1
32
. Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

ÍÎÄ(a, b) íå äåëèòñÿ íà p, ðàâíà 1− 1
p2
.

Ðàâåíñòâî ÍÎÄ(a, b) = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ÍÎÄ(a, b) íå äåëèòñÿ íè íà

îäíî ïðîñòîå ÷èñëî p. Íåäåëèìîñòè íà ðàçíûå ïðîñòûå ÷èñëà íåçà-

âèñèìû. Ïîýòîìó îäíîâðåìåííàÿ íåäåëèìîñòü íè íà îäíî èç ïðîñòûõ

÷èñåë èìååò âåðîÿòíîñòü

P =
(

1− 1

22

)
·
(

1− 1

32

)
·
(

1− 1

52

)
· . . . =

∏
p−ïðîñòîå

(
1− 1

p2

)
.

Ýéëåð áûë ïåðâûì, êòî íàó÷èëñÿ âû÷èñëÿòü ïîäîáíûå áåñêîíå÷íûå

ïðîèçâåäåíèÿ. ×òîáû è íàì ñëåäîâàòü çà íèì, ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå

ñâåäåíèÿ î ñóììå ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãîå îáîñíîâàíèå äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé áóäåò äà-

íî âàì â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Îäíàêî îòñóòñòâèå ýòèõ

îáîñíîâàíèé íå ïîìåøàåò íàì ïîëó÷èòü èñêîìûé ðåçóëüòàò. Â ñâÿçè

ñ ýòèì óìåñòíî ïðîöèòèðîâàòü Àðíîëüäà: ¾Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ

ìîæíî ñòðîãî îáîñíîâàòü è ïðåâðàòèòü â íàñòîÿùåå äîêàçàòåëüñòâî,

íî óìåíèå íàõîäèòü íîâûå ôàêòû ïîäîáíûìè íåñòðîãèìè ïîëóýìïè-

ðè÷åñêèìè ìåòîäàìè âàæíåå ïîñëåäóþùèõ äîêàçàòåëüñòâ (êîòîðûå

ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ÷åðåç ñîòíè ëåò)¿.

Êàê âàì õîðîøî èçâåñòíî, ñóììó ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè ìîæíî

âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

1 + q + q2 + . . . + qn =
1− qn+1

1− q
=

1

1− q
− qn+1

1− q
.

Ýòîãî íàì áóäåò íåäîñòàòî÷íî. ×òî åñëè ðàññìîòðåòü áåñêîíå÷íóþ

ñóììó

1 + q + q2 + . . . + qn + . . .
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Ìîæíî ëè îòûñêàòü åå òî÷íîå çíà÷åíèå?

Çàôèêñèðóåì òàêîå q, ÷òî 0 < q < 1. Òîãäà ñ ðîñòîì n â ðàçíîñòè

1

1− q
− qn+1

1− q
ïåðâîå ñëàãàåìîå íå ìåíÿåòñÿ, à âòîðîå ñòðåìèòñÿ ê 0. Íåôîðìàëüíî

ãîâîðÿ, ðàññìîòðåíèå ñóììû áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè

îçíà÷àåò, ÷òî ìû ¾óñòðåìèëè¿ n ê áåñêîíå÷íîñòè è, òåì ñàìûì, âû-

ðàæåíèå qn+1

1−q ìîæíî ñ÷èòàòü ðàâíûì íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

1 + q + q2 + . . . + qn + . . . =
1

1− q
,

ãäå 0 < q < 1.

Âîçâðàùàÿñü ê âû÷èñëåíèþ ýéëåðîâà áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ,

íåëüçÿ íå ñïðîñèòü, ãäå æå òàì ¾ñïðÿòàíà¿ ñóììà áåñêîíå÷íîé ãåî-

ìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñèè?

Ýéëåð ïðåäëîæèë ñ÷èòàòü íå P , à P−1! Èìååì

P−1 =
∏

p−ïðîñòîå

1

1− 1
p2

.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíûé ìíîæèòåëü ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ

1

1− 1
p2

= 1 +
1

p2
+
( 1

p2

)2

+
( 1

p2

)3

+ . . . =

= 1 +
1

p2
+

1

p4
+

1

p6
+ . . .

Âîò æå ñóììà áåñêîíå÷íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ãäå â êà-

÷åñòâå q âûñòóïàåò 1
p2
! Òåïåðü ìû èìååì ñëåäóþùåå áåñêîíå÷íîå

ïðîèçâåäåíèå áåñêîíå÷íûõ ñóìì

P−1 =
∏

p−ïðîñòîå

(
1 +

1

p2
+

1

p4
+

1

p6
+ . . .

)
×òî ñ íèì äåëàòü? Ðàçóìååòñÿ, ðàñêðûòü ñêîáêè!
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Òåîðåìà (Ýéëåð).

P−1 = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . =

∑
n∈N

1

n2

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå ïîëó÷èâøåéñÿ ïîñëå

ðàñêðûòèÿ ñêîáîê ñóììû, ìû äîëæíû âûáðàòü ïî îäíîìó ñëàãà-

åìîìó èç êàæäîãî ìíîæèòåëÿ è ïåðåìíîæèòü èõ. Åñëè â êàæäîé

ñêîáêå ìû âûáåðåì ïî 1, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 1. Åñëè òåïåðü ìû

â ïåðâîé ñêîáêå âûáåðåì ñëàãàåìîå 1
22
, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ïî 1, òî

ïîëó÷èì â ðåçóëüòèðóþùåé ñóììå 1
22
. ×òîáû ïîëó÷èòü ñëàãàåìîå 1

32
,

íåîáõîäèìî âî âòîðîé ñêîáêå âûáðàòü 1
32
, à âî âñåõ îñòàëüíûõ ïî 1 è

òàê äàëåå.

Ðàñêðûâ ñêîáêè, ìû ïîëó÷èì ðÿä, ýëåìåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ

êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ êâàäðàòîâ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë

1

22k2
· 1

32k3
· 1

52k5
· . . . =

1

n2
,

ãäå n = 2k2 · 3k3 · 5k5 · . . .. Ýòè ïðîèçâåäåíèÿ äîñòàâëÿþò ïî ðàçó â

òî÷íîñòè âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà â ñèëó îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìå-

òèêè.

Ñóììó îáðàòíûõ êâàäðàòîâ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë Ýéëåð òàêæå

óìåë ñ÷èòàòü. Îòâåò ñîâåðøåííî ïîðàçèòåëåí.

1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . =

π2

6
.

Çàìå÷àíèå. Âû÷èñëÿòü ïîäîáíûå ñóììû âû íàó÷èòåñü, èçó÷àÿ òåî-

ðèþ ðÿäîâ Ôóðüå.

Èòàê, P−1 = π2/6. Çíà÷èò, èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà

P =
6

π2
= 0.607927101 . . .

Ýòà ðàáîòà ïðèâåëà Ýéëåðà ê îòêðûòèþ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà

ζ(s) =
∑
n∈N

1

ns
.
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Òàêèì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî

ζ(2) = 1 +
1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . . =

π2

6
.

Ïîõîæåå âûðàæåíèå ïîëó÷èòñÿ, åñëè âû÷èñëèòü ζ(4):

ζ(4) = 1 +
1

24
+

1

34
+

1

44
+ . . . =

π4

90
.

Áîëåå òîãî, ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ äçåòà-ôóíêöèè âî âñåõ ÷åò-

íûõ òî÷êàõ

ζ(2k) = γk · π2k,

ãäå γk � íåêîòîðàÿ ðàöèîíàëüíàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ îò k. À âîò

÷åìó ðàâíî

ζ(3) = 1 +
1

23
+

1

33
+

1

43
+ . . .

äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíî. Èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ÷èñëî ζ(3) èððàöèîíàëü-

íî. Ïðî îñòàëüíûå ÷èñëà âèäà ζ(2k + 1) èçâåñòíî òîëüêî, ÷òî ñðåäè

íèõ áåñêîíå÷íî ìíîãî èððàöèîíàëüíûõ.

Îá óäèâèòåëüíûõ ñâÿçÿõ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñ èññëåäîâàíèÿìè

ïåðåñòàíîâîê è îáîáùåíèé ôóíêöèé Ýéëåðà âû ìîæåòå ïðî÷èòàòü â

Äîáàâëåíèÿõ.

Èç òåîðåìû Ýéëåðà òàêæå ñëåäóåò çàìå÷àòåëüíîå âûðàæåíèå äëÿ

äçåòà-ôóíêöèè:

ζ(s) =
∏

p−ïðîñòîå

1

1− 1
ps

.

Åñëè ó âàñ ñëîæèëîñü âïå÷àòëåíèå, ÷òî çíà÷åíèå äçåòà-ôóíêöèè

ìîæíî âû÷èñëèòü äëÿ ëþáîãî s, òî ýòî íå òàê. Äàâàéòå óáåäèìñÿ,

÷òî âû÷èñëèòü ζ(1) íå óäàñòñÿ. Çíà÷åíèå äçåòà-ôóíêöèè � ýòî ñóì-

ìà áåñêîíå÷íîãî ðÿäà. Âîîáùå ãîâîðÿ, òàêèå ðÿäû äàëåêî íå âñåãäà

ìîæíî ïðîñóììèðîâàòü. Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ñóììó áåñêîíå÷íî-

ãî ÷èñëà åäèíèö: 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + . . .. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ñóììà

áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà, ïîòîìó íå èìååò êîíêðåò-

íîãî çíà÷åíèÿ. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé ðÿä

ðàñõîäèòñÿ.
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Ïîêàæåì, ÷òî ðÿä

ζ(1) = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ . . .

ðàñõîäèòñÿ. Äëÿ ýòîãî ðàçîáúåì â íåì ñëàãàåìûå íà ãðóïïû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
+ . . . =

=1 +
(1

2

)
+
(1

3
+

1

4

)
+
(1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+ . . . >

>1 +
(1

2

)
+
(1

4
+

1

4

)
+
(1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+ . . . =

=1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ . . .

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ñóììà îáðàòíûõ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

áîëüøå ëþáîãî íàïåðåä çàäàííîãî ÷èñëà.

Çàìå÷àíèå.

ζ(1) =
∏

p−ïðîñòîå

1

1− 1
p

.

Èç ðàñõîäèìîñòè ðÿäà ζ(1) ñëåäóåò áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ

÷èñåë. Âåäü èíà÷å ïðîèçâåäåíèå ñïðàâà ñîñòîÿëî áû èç êîíå÷íîãî

÷èñëà ñëàãàåìûõ è èìåëî áû êîíêðåòíîå çíà÷åíèå.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî äçåòà-ôóíêöèÿ ñîäåðæèò â ñåáå íå

òîëüêî èíôîðìàöèþ î ïðîñòûõ ÷èñëàõ, îíà ñâÿçàíà òàêæå ñ ðÿäàìè

Ôóðüå è ñ ïîäñ÷åòîì âåðîÿòíîñòåé, ñî ñòàòèñòèêîé è êîìïëåêñíûì

àíàëèçîì, ñ êâàíòîâîé ôèçèêîé è òåîðèåé ñòðóí! (Íåêîòîðûå èç âàñ

íàâåðíÿêà ñëûøàëè î ñòðàííîé ôîðìóëå

ζ(−1) = 1 + 2 + 3 + 4 + . . . = − 1

12
,

êîòîðàÿ ïîÿâëÿåòñÿ â èññëåäîâàíèÿõ ïî òåîðèè ñòðóí).

Îñîáåííî èçâåñòíà è ïðèìå÷àòåëüíà çàäà÷à îïèñàíèÿ íóëåé äçåòà-

ôóíêöèè, ò.å. òàêèõ s, ÷òî ζ(s) = 0. Ýòà çàäà÷à âõîäèò â ñïèñîê ñåìè
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òàê íàçûâàåìûõ ¾çàäà÷ òûñÿ÷åëåòèÿ¿ � âàæíûõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷,

ðåøåíèå êîòîðûõ íå íàéäåíî âîò óæå â òå÷åíèå ìíîãèõ ëåò.

Ðåøåíèå ýòîé òðóäíåéøåé çàäà÷è ïîâëåêëî áû çà ñîáîé îãðîìíîå

êîëè÷åñòâî ïîòðÿñàþùèõ è ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ.



Ãëàâà IV

Êîëüöà Zm è èõ ñâîéñòâà

Çà÷àñòóþ êîãäà ðå÷ü èäåò î öåëûõ ÷èñëàõ íåò íåîáõîäèìîñòè ðàñ-

ñìàòðèâàòü ñàìè ÷èñëà. Èíîãäà èìååò ñìûñë îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü

ðàññìîòðåíèåì îñòàòêîâ. Â ÷åì ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ èìåí-

íî îñòàòêîâ? Äåëî â òîì, ÷òî åñëè ìû ôèêñèðóåì äåëèòåëü m, òî

ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë íà

m: ýòî 0, 1, 2, . . . , m − 1. Ýòî ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Zm.
Ïðè ýòîì êàæäûé îñòàòîê ïîëó÷àåòñÿ ïðè äåëåíèè íà m áåñêîíå÷-

íîãî íàáîðà ÷èñåë. Íàïðèìåð, îñòàòîê 2 ïîëó÷èòñÿ ïðè äåëåíèè íà

m ÷èñåë 2, m + 2, 2m + 2, 3m + 2, . . . Òàê ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü

ñâåñòè çàäà÷ó ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó. Ýòó ÷ðåçâû÷àéíî ìîùíóþ èäåþ

äåìîíñòðèðóåò, íàïðèìåð, ðåøåíèå ñëåäóþùåé çàäà÷è:

Íàéòè âñå òðîéêè ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà p, p + 2, p + 4.

Íå èìåÿ íèêàêîé âîçìîæíîñòè ïåðåáðàòü âñå ïðîñòûå ÷èñëà, ìû

îáðàòèìñÿ ê îñòàòêàì, êîòîðûå äàþò ýòè ÷èñëà ïðè äåëåíèè íà 3.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî p ìîæåò èìåòü âñåãî òðè îñòàòêà ïðè äåëåíèè

íà 3: 0, 1 èëè 2. Ïåðåáðàâ âñå òðè ñëó÷àÿ, ìû óáåæäàåìñÿ, ÷òî èç

òðåõ ÷èñåë p, p + 2, p + 4 îäíî îáÿçàòåëüíî äåëèòñÿ íà òðè.

p p + 2 p + 4

0 2 1

1 0 2

2 1 0

Íî ñðåäè ïðîñòûõ ÷èñåë òîëüêî îäíî äåëèòñÿ íà 3 áåç îñòàòêà �

3. Ïîýòîìó åäèíñòâåííàÿ òðîéêà ïðîñòûõ ÷èñåë âèäà p, p+ 2, p+ 4 �

ýòî 3, 5, 7.
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Ñ îñòàòêàìè ìîæíî ðàáîòàòü, èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äåëåíèè ñ îñòàò-

êîì. Îäíàêî ýòî íåóäîáíî. Çà÷àñòóþ äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü òîëü-

êî îñòàòêè, ïîòîìó âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü âûïîëíÿòü ñ îñòàòêàìè

ñòàíäàðòíûå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè òàê, ÷òîáû îïÿòü ïîëó÷àòü

îñòàòêè (ò.å. íå ¾âûõîäèòü¿ èç Zm).
Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé (ñîîòâåòñòâåííî ïðîèçâåäåíèåì) äâóõ îñòàò-

êîâ a, b ∈ Zm íàçîâåì îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m îáû÷íîé ñóììû

(ïðîèçâåäåíèÿ) ÷èñåë a è b.

Çàìå÷àíèå. Äàííîå îïðåäåëåíèå îáëàäàåò íåêîòîðûì íåäîñòàòêîì.

×òîáû îïðåäåëèòü îïåðàöèè â Zm, ìû ¾âûøëè çà åãî ïðåäåëû¿.

Â XI.1 ìû äàäèì äðóãîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Zm, ëèøåííîå äàí-
íîãî íåäîñòàòêà.

Â òàáëèöàõ íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ Z6.

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

Òàáëèöà ñëîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 6

× 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ ïî ìîäóëþ 6

Äëÿ ðàáîòû ñ îñòàòêàìè èñïîëüçóåòñÿ òåõíèêà ñðàâíåíèé.

1. Ñðàâíåíèÿ è ïðèçíàêè äåëèìîñòè

Îïðåäåëåíèå. Öåëûå ÷èñëà a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, åñëè îíè

èìåþò îäèí è òîò æå îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà m. Ýòî îáîçíà÷àåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì: a ≡ b (mod m).

Ñðàâíåíèå ≡ ïîõîæå íà ðàâåíñòâî =. Òåïåðü ìû ïîïðîáóåì ïåðå-

íåñòè èçâåñòíûå ñâîéñòâà ðàâåíñòâà íà ñðàâíåíèÿ. ×òîáû ýòî ñäåëàòü

íàì ïîòðåáóåòñÿ
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Ëåììà. a ≡ b (mod m) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a− b) ... m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a ≡ b (mod m), òî

a = k1m + r, b = k2m + r ⇒
a− b = (k1m + r)− (k2m + r) = (k1 − k2)m ⇒
(a− b) ... m.

Åñëè (a− b) ... m, òî

a = k1m + r1, b = k2m + r2 ⇒
a− b = (k1 − k2)m + (r1 − r2) ... m.

Çíà÷èò, (r1 − r2) ... m, è òàê êàê |r1 − r2| < m, òî r1 − r2 = 0.

Îñíîâíûå ñâîéñòâà ñðàâíåíèé.

1) åñëè a ≡ b (mod m), òî a + c ≡ b + c (mod m);

2) åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî a+ c ≡ b+ d (mod m);

3) åñëè a ≡ b (mod m), òî ac ≡ bc (mod m);

4) åñëè a ≡ b (mod m) è c ≡ d (mod m), òî ac ≡ bd (mod m);

5) åñëè ac ≡ bc (mod m) è ÍÎÄ(c,m) = 1, òî a ≡ b (mod m);

6) åñëè ac ≡ bc (mod cm), òî a ≡ b (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî âñåõ îñíîâíûõ ñâîéñòâ ñëåäóåò íàïðÿìóþ èç ëåì-

ìû è îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè.

Ìíîæåñòâî Zm è òåîðèÿ ñðàâíåíèé èãðàþò îäíó èç êëþ÷åâûõ

ðîëåé â òåîðèè ÷èñåë è èìåþò ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ, ê íåêî-

òîðûì èç êîòîðûõ ìû òåïåðü îáðàòèìñÿ.

Íàâåðíîå, âû ïîìíèòå ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 3 è íà 9: ÷èñëî n

äåëèòñÿ íà 3 (ñîîòâåòñòâåííî íà 9), åñëè è òîëüêî åñëè ñóììà åãî

öèôð äåëèòñÿ íà 3 (ñîîòâåòñòâåííî íà 9). Îêàçûâàåòñÿ, èìååò ìåñòî

áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîëåçíî ââåñòè ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S(n) ñóììó öèôð ÷èñëà n.

Òåîðåìà (Î ñóììå öèôð). Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñðàâíåíèÿ:

n ≡ S(n) (mod 3) è n ≡ S(n) (mod 9).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì ÷èñëî n â äåñÿòè÷íîé çàïèñè:

n = akak−1ak−2 . . . a1a0, ãäå a0, a1, . . . , ak � öèôðû îò 0 äî 9

(ãîðèçîíòàëüíàÿ ÷åðòà íàä öèôðàìè îáîçíà÷àåò äåñÿòè÷íóþ çàïèñü).

Òîãäà

n = 10k · ak + 10k−1 · ak−1 + 10k−2 · ak−2 + . . . + 101 · a1 + 100 · a0 ≡
≡ 1k · ak + 1k−1 · ak−1 + 1k−2 · ak−2 + . . . + 11 · a1 + 10 · a0 =

= ak + ak−1 + ak−2 + . . . + a1 + a0 = S(n) (mod 9).

Ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ 3 äîêàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå. Ïî ñóùåñòâó, ýòà òåîðåìà � åäèíñòâåííîå óòâåðæäåíèå,

ñâÿçàííîå ñ ñóììîé öèôð íàòóðàëüíîãî ÷èñëà. Òàê ÷òî åñëè âàì ïî-

ïàäåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé ïðèñóòñòâóåò ñóììà öèôð, ïðåæäå âñåãî

íóæíî ñðàâíèòü åå ïî ìîäóëÿì 3 èëè 9.

Êàê âû ïðåêðàñíî çíàåòå, ÷èñëî äåëèòñÿ íà 2 òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà äåëèòñÿ íà 2. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î äå-

ëèìîñòè íà 4, 8, 16 è äðóãèå ñòåïåíè 2? Äîêàæåì ñîîòâåòñòâóþùóþ

òåîðåìó.

Òåîðåìà (Î äåëèìîñòè íà 2m). Åñëè n = akak−1ak−2 . . . a1a0 � äåñÿ-

òè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî

n ≡ am−1am−2 . . . a1a0 (mod 2m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

n = akak−1ak−2 . . . am · 10m + am−1am−2 . . . a1a0 ≡
≡ am−1am−2 . . . a1a0 (mod 2m).

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ïðèçíàêó äåëèìîñòè íà 11. Äëÿ ýòîãî çàìå-

òèì, ÷òî ÷àñòî ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü îòðèöàòåëüíûå îñòàòêè.

Íàïðèìåð, −2 ≡ 3 (mod 5) èëè −1 ≡ 10 (mod 11). Ñìûñë òàêî-

ãî ïåðåõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â óìåíüøåíèè (ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå)

âîçíèêàþùèõ îñòàòêîâ (íàïðèìåð, | − 2| = 2 < 3 = |3|).
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Òåîðåìà (Î äåëèìîñòè íà 11). Åñëè n = akak−1ak−2 . . . a1a0 � äåñÿ-

òè÷íàÿ çàïèñü íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, òî

n ≡ a0 − a1 + a2 − . . . + (−1)k−1ak−1 + (−1)kak (mod 11).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

n = 10k · ak + 10k−1 · ak−1 + . . . + 101 · a1 + 100 · a0 ≡
≡ (−1)k · ak + (−1)k−1 · ak−1 + . . . + (−1)1 · a1 + (−1)0 · a0 =

= a0 − a1 + a2 − . . . + (−1)k−1ak−1 + (−1)kak (mod 11).

Íàêîíåö, ïåðåéäåì ê ïðèçíàêàì äåëèìîñòè íà 7 è 13. Äàâàéòå ïî-

ïðîáóåì ïî àíàëîãèè ñ ïðèçíàêàìè äåëèìîñòè íà 9 è íà 11 ñðàâíèòü

äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà n, íàïðèìåð, ïî ìîäóëþ 7. Åñëè âû ïîïðî-

áóåòå ñäåëàòü ýòî, òî óáåäèòåñü, ÷òî íè÷åãî õîðîøåãî íå ïîëó÷àåòñÿ.

×òî æå äåëàòü?

Îêàçûâàåòñÿ, ñäåëàòü íóæíî ñëåäóþùåå. Äàâàéòå ïîïðîáóåì íàéòè

÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 7 è îòëè÷àþùååñÿ îò êàêîé-òî ñòåïåíè 10 íà 1.

Íà ýòó ðîëü ïîäõîäèò çàìå÷àòåëüíîå ÷èñëî

1001 = 7 · 11 · 13.

Î÷åíü ïîëåçíî çàïîìíèòü ýòî ¾âîëøåáíîå¿ ÷èñëî 1001 � îíî î÷åíü

÷àñòî âîçíèêàåò â ðàçíûõ çàäà÷àõ (â òîì ÷èñëå è íà ðàçíûõ îëèìïè-

àäàõ).

Òåïåðü ìû ãîòîâû ñôîðìóëèðîâàòü ïðèçíàêè äåëèìîñòè íà 7 è íà

13.

Òåîðåìà. Åñëè n = ak . . . a5a4a3a2a1a0 � äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü íàòó-

ðàëüíîãî ÷èñëà n, òî

n ≡ a2a1a0 − a5a4a3 + . . . (mod 7, 13).

Çàìå÷àíèå. Ìû ðàçáèâàåì öèôðû ÷èñëà n íà òðîéêè (êîòîðûå ìû

ðàññìàòðèâàåì êàê òðåõçíà÷íûå ÷èñëà), íà÷èíàÿ ñ êîíöà, à ïîòîì
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ñêëàäûâàåì èõ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ çíàêàìè. Ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ

òðîéêà ìîæåò áûòü íåïîëíîé è ñîñòîÿòü èç îäíîé èëè äâóõ öèôð.

Íàïðèìåð,

1234567890 ≡ 890− 567 + 234− 1 = 556 (mod 7, 13).

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

n = a2a1a0 + 103 · a5a4a3 + 106 · a8a7a6 + . . . ≡
≡ a2a1a0 + (−1) · a5a4a3 + (−1)2 · a8a7a6 + . . . =

= a2a1a0 − a5a4a3 + a8a7a6 − . . . (mod 7, 13).

2. Äåëèòåëè íóëÿ

Ïðîäîëæèì èçó÷åíèå ìíîæåñòâà Zm è èññëåäóåì íåêîòîðûå ¾ñòðàí-

íîñòè¿, ñâÿçàííûå ñ óìíîæåíèåì îñòàòêîâ.

Äàâàéòå ñîñòàâèì òàáëèöû óìíîæåíèÿ îñòàòêîâ ïî ìîäóëÿì 5 è 6

(ìû íå áóäåì âêëþ÷àòü â òàáëèöó óìíîæåíèå îñòàòêîâ íà 0, ò.ê. íà

÷òî íè óìíîæü 0, âñå ðàâíî 0 è ïîëó÷èøü).

× 1 2 3 4

1 1 2 3 4

2 2 4 1 3

3 3 1 4 2

4 4 3 2 1

Òàáëèöà ïî ìîäóëþ 5

× 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5

2 2 4 0 2 4

3 3 0 3 0 3

4 4 2 0 4 2

5 5 4 3 2 1

Òàáëèöà ïî ìîäóëþ 6

×òî ìîæíî çàìåòèòü, ãëÿäÿ íà ýòè òàáëèöû?

Âî-ïåðâûõ, åñòü òàáëèöû, â êîòîðûõ íåò íóëåé, à åñòü òàáëèöû, â

êîòîðûõ íóëè åñòü. Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óäèâèòåëüíîå

ðàâåíñòâî:

2 · 3 ≡ 0 (mod 6).
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Îïÿòü-òàêè, åñëè ïðîâîäèòü ïàðàëëåëü ¾îñòàòêè�÷èñëà¿, íè÷åãî ïî-

äîáíîãî äëÿ öåëûõ ÷èñåë íåò! Íå ñóùåñòâóåò äâóõ íåíóëåâûõ ÷è-

ñåë, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ðàâíî 0. Áîëåå òîãî, íè ñ ÷åì ïîäîáíûì

ìû íå ñòàëêèâàëèñü, ðàññìàòðèâàÿ ïðèìåðû ìíîãî÷ëåíîâ èëè ÷è-

ñåë Z[
√
−k]. À âîò äëÿ îñòàòêîâ òàêîå èíîãäà (ïðàâäà, íå âñåãäà)

âîçìîæíî.

Îïðåäåëåíèå. Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ Zm íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 0

(mod m).

Çàìå÷àíèå. Îïðåäåëåíèÿ äàþòñÿ íå òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðê-

íóòü è çàôèêñèðîâàòü àíàëîãèè, íî è äëÿ òîãî, ÷òîáû çàôèêñèðîâàòü

ðàçëè÷èÿ. Â äàëüíåéøåì ìû óâèäèì, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííû ðàç-

ëè÷èÿ ìåæäó ìíîæåñòâàìè îñòàòêîâ, â êîòîðûõ äåëèòåëè íóëÿ åñòü

è â êîòîðûõ îíè îòñóòñòâóþò (òàêîâûìè, êàê ìû âñêîðå ïîêàæåì,

ÿâëÿþòñÿ Zp, ãäå p � ïðîñòîå).

Êàê ïîíÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé îñòàòîê äåëèòåëåì íóëÿ? Íå ïå-

ðåáèðàòü æå âñåâîçìîæíûå ïðîèçâåäåíèÿ, èùà â íèõ 0! Îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ äàþò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà (Î äåëèòåëÿõ íóëÿ). Íåíóëåâîé ýëåìåíò a ∈ Zm ÿâëÿåòñÿ

äåëèòåëåì íóëÿ, åñëè è òîëüêî åñëè ÍÎÄ(a,m) > 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ Zm ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ,

ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé íåíóëåâîé ýëåìåíò b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 0 (mod m).

Äîêàæåì, ÷òî ÍÎÄ(a,m) > 1.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ÍÎÄ(a,m) = 1. Òîãäà ïî îñíîâíî-

ìó ñâîéñòâó 5 ñðàâíåíèé èìååì

ab ≡ 0 (mod m) ⇔ b ≡ 0 (mod m),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

2. Îáðàòíî, ïóñòü ÍÎÄ(a,m) = d > 1. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò

òàêîé íåíóëåâîé îñòàòîê b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 0 (mod m).
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Èìååì

a = da′, m = dm′.

Òîãäà

am′ = da′m′ = a′(dm′) = a′m ≡ 0 (mod m).

Èòàê,

b = m′ 6≡ 0 (mod m).

3. Äåëèòåëè åäèíèöû

Ìû óìååì ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü îñòàòêè. Òåïåðü íàøà

öåëü � âûÿñíèòü, êîãäà ìîæíî äåëèòü îñòàòêè, ò.å. êîãäà a
b = a ·b−1 ∈

Zm, ãäå a, b ∈ Zm. Èíûìè ñëîâàìè, íàì íåîáõîäèìî îòûñêàòü òàêèå

ýëåìåíòû b ∈ Zm, íà êîòîðûå âñåãäà ìîæíî äåëèòü. Èìè ÿâëÿþòñÿ,

êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ, â òî÷íîñòè îáðàòèìûå

ýëåìåíòû èëè äåëèòåëè åäèíèöû â Zm. Íàïîìíèì

Îïðåäåëåíèå. Ýëåìåíò a ∈ Zm íàçûâàåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû

(èëè îáðàòèìûì ýëåìåíòîì, ñì. III.2), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò

b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 1 (mod m).

Â ðàíåå ðàññìîòðåííûõ íàìè ïðèìåðàõ ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïå-

ðåìåííîé è Z[
√
−k] ìíîæåñòâî äåëèòåëåé åäèíèöû áûëè óñòðîåíî

äîâîëüíî ïðîñòî. Â ñëó÷àå Zm ñèòóàöèÿ ñîâåðøåííî èíàÿ.

Äàâàéòå ïîñìîòðèì íà ñòðî÷êè íàøèõ òàáëèö. Âèäíî, ÷òî èíîãäà

â íèõ åñòü åäèíèöû, à èíîãäà íåò.

Âíîâü ïðîâåäåì ïàðàëëåëü ¾îñòàòêè�÷èñëà¿. Ðàññìîòðèì óðàâíå-

íèå 3x = 1. Ó íåãî åñòü (ðàöèîíàëüíûé) êîðåíü x = 1
3; ýòî ÷èñëî

èìåííî òàê è îïðåäåëÿåòñÿ: 1
3 � ýòî òàêîå ÷èñëî, êîòîðîå, áóäó÷è

óìíîæåííûì íà 3, äàåò 1.

À òåïåðü äàâàéòå ïåðåéäåì ê îñòàòêàì. Ðàññìîòðèì òàáëèöó óìíî-

æåíèÿ ïî ìîäóëþ 5. Âèäíî, ÷òî 3 · 2 ≡ 1 (mod 5). Çíà÷èò, ìîæíî
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íàïèñàòü, ÷òî
1

3
≡ 2 (mod 5)!

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ìîäóëþ 6 íå ñóùåñòâóåò îñòàòêà, êîòîðûé,

áóäó÷è óìíîæåííûì íà 3, äàåò 1, òàê ÷òî äåëèòü ìîæíî íå âñåãäà.

Ðàññìîòðèì åùå íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

1

3
≡ 5 (mod 7);

1

3
≡ 3 (mod 8);

1

4
≡ 7 (mod 9).

Òåïåðü ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî åñëè b ∈ Zm îáðàòèì, òî a
b = a ·

b−1 ∈ Zm. Ïîñêîëüêó ñðåäè îñòàòêîâ âñòðå÷àþòñÿ äåëèòåëè íóëÿ, äëÿ
êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò îáðàòíîãî ýëåìåíòà ïî óìíîæåíèþ (ò.å. åñëè

c ∈ Zm � äåëèòåëü íóëÿ, òî c ÿâëÿåòñÿ íåîáðàòèìûì ýëåìåíòîì â

Zm), òî äåëèòü ìîæíî íå âñåãäà. Êàê æå âûÿñíèòü, íà êàêèå ýëåìåíòû
Zm ìîæíî äåëèòü?

Âîò îòâåò è íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà (Î äåëèòåëÿõ åäèíèöû). Ýëåìåíò a ∈ Zm ÿâëÿåòñÿ äåëè-

òåëåì åäèíèöû, åñëè è òîëüêî åñëè ÍÎÄ(a,m) = 1.

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê åå äîêàçàòåëüñòâó, äîêàæåì ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå.

Ëåììà (Î êîëîäå êàðò). Åñëè ýëåìåíò a ∈ Zm òàêîâ, ÷òî

ÍÎÄ(a,m) = 1, òî

{1, 2, 3, . . . , m− 1} = {a · 1, a · 2, a · 3, . . . , a · (m− 1)},

ò.å. ýòè ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ Zm ñîâïàäàþò.

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü a = 7, m = 12.

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11} = {7, 2, 9, 4, 11, 6, 1, 8, 3, 10, 5}
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì m ïðîèçâåäåíèé

a · 1, a · 2, a · 3, . . . , a · (m− 1).

Äîêàæåì, ÷òî âñå ýòè ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íû. Â ñàìîì äåëå, åñëè

a · k ≡ a · l (mod m) äëÿ íåêîòîðûõ k è l, òî, èñïîëüçóÿ îñíîâíîå

ñâîéñòâî 5 ñòðàâíåíèé, ïîëó÷àåì k ≡ l (mod m), à ò.ê. 1 6 k, l 6
m − 1, òî k = l. Íà ñàìîì äåëå ìû óìíîæèëè a íà îäèí è òîò æå

îñòàòîê.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äåëèòåëÿõ åäè-

íèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü ýëåìåíò a ∈ Zm ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäè-

íèöû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 1 (mod m).

Äîêàæåì, ÷òî ÍÎÄ(a,m) = 1.

Èç òîãî, ÷òî ab ≡ 1 (mod m) ñëåäóåò ðàâåíñòâî ab = 1 + km äëÿ

íåêîòîðîãî öåëîãî k. Òîãäà ÍÎÄ(ab, km) = 1, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

ÍÎÄ(a,m) = 1.

2. Îáðàòíî, ïóñòü ÍÎÄ(a,m) = 1. Äîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé

îñòàòîê b ∈ Zm, ÷òî ab ≡ 1 (mod m).

Ïî ëåììå î êîëîäå êàðò âñå ïðîèçâåäåíèÿ

a · 1, a · 2, a · 3, . . . , a · (m− 1)

ðàçëè÷íû, è èõ ðîâíî m øòóê. Çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü ïðîèçâåäåíèå,

ðàâíîå 1. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îñòàòîê b,

÷òî ab ≡ 1 (mod m). Çíà÷èò, ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Â Zm ëþáîé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ëèáî äåëèòåëåì 0, ëèáî

äåëèòåëåì 1. Â îáùåì ñëó÷àå ýòî íå òàê. Ñêàæåì, â ãàóññîâûõ ÷èñëàõ

Z[
√
−1] âîâñå íåò äåëèòåëåé íóëÿ è âñåãî ÷åòûðå äåëèòåëÿ åäèíèöû.

4. Ðåøåíèå ñðàâíåíèé

Òåîðåìà î äåëèòåëÿõ åäèíèöû ÿâëÿåòñÿ òèïè÷íûì ïðèìåðîì òåîðå-

ìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Îíà ãàðàíòèðóåò, ÷òî åñëè ÍÎÄ(a,m) = 1, òî
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â Zm ñóùåñòâóåò a−1. Îäíàêî, òåîðåìà íè÷åãî íå ãîâîðèò î òîì,

êàê åãî îòûñêàòü. Èëè áîëåå îáùî, åñëè íàì äàíû a, b ∈ Zm è a �

äåëèòåëü åäèíèöû, êàê âû÷èñëèòü b
a = b · a−1 ∈ Zm? Ýòà çàäà÷à

ðàâíîñèëüíà ðåøåíèþ ñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ

ax ≡ b (mod m).

Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü, íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ. Ïîïðîáóåì

ðåøèòü ñðàâíåíèå

32x ≡ 7 (mod 37).

Äåéñòâîâàòü áóäåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: áóäåì óìåíüøàòü ìîäóëü

êîýôôèöèåíòà ïðè x.

32x ≡ 7 (mod 37) ⇔
−5x ≡ 7 (mod 37) | · 7

Çäåñü 7 =
[

37
5

]
, ò.å. ìû âûáèðàåì òàêîé ìíîæèòåëü, ÷òîáû ¾ïîáëèæå

ïîäîáðàòüñÿ¿ ê ÷èñëó, êðàòíîìó 37 (â äàííîì ñëó÷àå ê −37).

−35x ≡ 12 (mod 37) ⇔
2x ≡ 12 (mod 37) ⇔
x ≡ 6 (mod 37).

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

7

32
≡ 6 (mod 37).

Âïðî÷åì, âû÷èñëåíèÿ íå âñåãäà ìîæíî ïðîâåñòè òàê ëåãêî. Êàê âû

ìîãëè çàìåòèòü, íà ïîñëåäíåì øàãå íàì óäàëîñü ïîäåëèòü îáå ÷àñòè

ñðàâíåíèÿ íà 2. Ìû èìåëè íà ýòî ïðàâî, ïîñêîëüêó ÍÎÄ(2, 37) = 1.

Âîîáùå ãîâîðÿ, òàê áóäåò íå âñåãäà. Èíîãäà ïðèõîäèòñÿ äåëèòü ñðàâ-

íåíèå íà äåëèòåëè íóëÿ. Ïîÿñíèì, î ÷åì èäåò ðå÷ü íà êîíêðåòíîì

ïðèìåðå, è ðåøèì ñðàâíåíèå

13x ≡ 1 (mod 48).
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Èìååì

13x ≡ 1 (mod 48) | · 4

Çäåñü 4 =
[

48
13

]
+ 1, ò.ê. 13 · 4 ¾áëèæå¿ ê 48, ÷åì 13 · 3.

52x ≡ 4 (mod 48) ⇔
4x ≡ 4 (mod 48).

Ïîñêîëüêó ÍÎÄ(4, 48) > 1, ìû íå ìîæåì ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè ñðàâ-

íåíèÿ íà 4! ×òî æå äåëàòü? Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâîì ñðàâíåíèé 6 è

ñîêðàòèì íà 4 íå òîëüêî îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ, íî è ìîäóëü. Ïîëó÷àåì

x ≡ 1 (mod 12) ⇔ x = 1 + 12n, n ∈ Z

Ïîëó÷èëè ëè ìû ðåøåíèå? Êîíå÷íî, íåò! Íàïðèìåð, ïðè n = 0

ïîëó÷àåì x = 1. Íî

13 6≡ 1 (mod 48).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìû ïîëó÷èëè ñëèøêîì ìíîãî ðåøåíèé, è íåêîòîðûå

íóæíî îòáðîñèòü. Äëÿ ýòîãî ïðîâåðèì íàéäåííûå x, ïîäñòàâèâ èõ â

èñõîäíîå ñðàâíåíèå:

13(1 + 12n) ≡ 1 (mod 48) ⇔
13 · 12n + 13 ≡ 1 (mod 48) ⇔
13 · 12n ≡ −12 (mod 48) Ñíîâà ñâîéñòâî 6! ⇔
13n ≡ −1 (mod 4) ⇔
n ≡ −1 (mod 4) ⇔ n = −1 + 4k, k ∈ Z

Îêîí÷àòåëüíî èìååì

x = 1 + 12(−1 + 4k) = −11 + 48k ⇔
x ≡ −11 ≡ 37 (mod 48).

Òîò ôàêò, ÷òî â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ìû ñìîãëè âåðíóòüñÿ ê èñõîäíî-

ìó ìîäóëþ, êàæåòñÿ î÷åíü óäà÷íûì ñîâïàäåíèåì. Îäíàêî, â äàííîì

ïðèìåðå ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî x ≡ 1 (mod 12) è î÷åâèäíî, òàê

áóäåò ïðîèñõîäèòü âñåãäà.
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Ñóììèðóÿ íàøè íàáëþäåíèÿ, îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî îñòàòêîâ Zm
ïîõîæå íà ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë Z: ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæ-

íî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü, óìíîæàòü, à âîò äåëèòü ìîæíî íå âñåãäà.

Ó íàñ óæå íàêîïèëàñü öåëàÿ êîëëåêèÿ òàêèõ ìíîæåñòâ. Ñðåäè íèõ

ìíîæåñòâà ìíîãî÷ëåíîâ R[x] è Q[x], ìíîæåñòâî Z[
√
−1] ãàóññîâûõ

÷èñåë è äðóãèå Z[
√
−k].

Êàê ìû óæå îòìå÷àëè â ïðåäèñëîâèè, ïîõîæåñòü ýòèõ

ìíîæåñòâ ôèêñèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì : îíè íàçûâàþòñÿ

êîëüöàìè .

Åñëè ÷èñëî m = p � ïðîñòîå, òî âî ìíîæåñòâå Zp ìîæíî åùå

è äåëèòü (íà íåíóëåâûå ýëåìåíòû). Ýòèì ìíîæåñòâî Zp ïîõîæå íà

ìíîæåñòâà ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R.

Ýòà ïîõîæåñòü òàêæå ôèêñèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì :

ýòè ìíîæåñòâà íàçûâàþò ïîëÿìè .

Â áóäóùåì âû ïîçíàêîìèòåñü ñ ìíîæåñòâîì äðóãèõ êîëåö è ïîëåé,

êîòîðûå, íà ïåðâûé âçãëÿä, áóäóò êàçàòüñÿ ñîâåðøåííî íåïîõîæèìè

íà ðàçáèðàåìûå íàìè ïðèìåðû. Îäíàêî èõ ïîõîæåñòü, çàôèêñèðîâàí-

íàÿ â îïðåäåëåíèè, ïîçâîëèò èñïîëüçîâàòü ñôîðìèðîâàííóþ ðàíåå

èíòóèöèþ â ñîâñåì íîâûõ îáëàñòÿõ.

5. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Íåñìîòðÿ íà ïîõîæåñòü âñåõ Zm, íà óðîâíå êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé
åñòü è ðàçëè÷èå: òàê 2 + 1 ≡ 0 â Z3, à â Z4 èìååì 2 + 1 ≡ 3. Åñëè

2 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ â Z6, òî â Z7 2 ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäè-

íèöû. Ïðè ðåøåíèè ñðàâíåíèé ìû òùàòåëüíî ñëåäèëè çà òåì, ÷òîáû

â êîíöå êîíöîâ îêàçàòüñÿ â èñõîäíîì ìîäóëå, ÷òî åñòåñòâåííî, òàê

êàê ðåçóëüòàò çàâèñèò îò ìîäóëÿ êàðäèíàëüíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð,

âûïèøåì íåñêîëüêî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ 3x ≡ 1 äëÿ ðàçíûõ ìîäóëåé:
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1

3
≡ 2 (mod 5);

1

3
≡ 5 (mod 7);

1

3
≡ 3 (mod 8);

1

3
≡ 7 (mod 10).

È âñå-òàêè íåêîòîðàÿ ñâÿçü ìåæäó êîëüöàìè Zm äëÿ ðàçëè÷íûõ

m èìååò ìåñòî. Ðàññìîòðèì, ê ïðèìåðó, Z2,Z3 è Z6 è âåðíåìñÿ ê

èñõîäíîìó îïðåäåëåíèþ ýòèõ êîëåö êàê îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ íà 2,

3 è 6 ñîîòâåòñòâåííî. Çíàÿ îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà íà 6, ìîæíî

î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýòîãî æå ÷èñëà

íà 2 è 3 (2 · 3 = 6). À ìîæíî ëè, íàîáîðîò, çíàÿ îñòàòêè îò äåëåíèÿ

íà 2 è 3, îïðåäåëèòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà 6? Îêàçûâàåòñÿ, ìîæíî,

ïðè÷åì åäèíñòâåííûì îáðàçîì!

Óïîìèíàíèÿ î ñîîòâåòñâóþùåé òåîðåìå âïåðâûå áûëî íàéäåíî â

òðàêòàòå êèòàéñêîãî ìàòåìàòèêà Ñóíü Öçû ¾Ñóíü Öçû Ñóàíü Öçèí¿,

ïðåäïîëîæèòåëüíî äàòèðóåìîì III âåêîì í.ý. è çàòåì â êíèãå Öèíü

Öçþøàî ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàññóæäåíèÿ â 9 ãëàâàõ¿ äàòèðóåìîé 1247

ãîäîì, ãäå áûëî ïðèâåäåíî òî÷íîå äîêàçàòåëüñòâî. Èìåííî ïîýòîìó

îáñóæäàåìûé ðåçóëüòàò ïðèíÿòî íàçûâàòü êèòàéñêîé òåîðåìîé îá

îñòàòêàõ.

Òåîðåìà (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). 1. Ïóñòü äàíû n ïîïàðíî

âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë m1,m2, . . . ,mn. Òîãäà ñèñòåìà
x ≡ r1 (mod m1)

x ≡ r2 (mod m2)
...

x ≡ rn (mod mn)

èìååò ðåøåíèå x0.
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2. Åñëè x0 � ðåøåíèå, òî âñå ðåøåíèÿ èìåþò âèä

x0 + (m1 ·m2 · . . . ·mn) · k,

ãäå k ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì êîíñòðóêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî.

1. Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â ñëåäóþùåì âèäå:

x = x1 · (m̂1 ·m2 · . . . ·mn) + x2 · (m1 · m̂2 · . . . ·mn) + . . .+

+ xk · (m1 · . . . · m̂k · . . . ·mn) + . . . + xn · (m1 ·m2 · . . . · m̂n),

ãäå x1, . . . , xn � íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû, à m̂i îçíà÷àåò, ÷òî â ïðîèçâå-

äåíèè ñëàãàåìîå mi ïðîïóùåíî. Ïåðåõîäÿ ïîî÷åðåäíî ê ñðàâíåíèÿì

ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,mn, ïîëó÷àåì ñèñòåìó

x1 · (m̂1 ·m2 · . . . ·mn) ≡ r1 (mod m1)

x2 · (m1 · m̂2 · . . . ·mn) ≡ r2 (mod m2)
...

xk · (m1 · . . . · m̂k · . . . ·mn) ≡ rk (mod mk)
...

xn · (m1 ·m2 · . . . · m̂n) ≡ rn (mod mn)

Çàìå÷àíèå. Èñõîäíÿÿ ñèñòåìà ðàçäåëèëàñü íà n íåçàâèñèìûõ ñðàâíå-

íèé.

Ïîñêîëüêó m1,m2, . . . ,mn ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî ïî òåîðåìå

î äåëèòåëÿõ åäèíèöû (êîòîðàÿ çäåñü èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü) äàííûå

ñðàâíåíèÿ èìåþò ðåøåíèå:

x1 ≡ l1 (mod m1)

x2 ≡ l2 (mod m2)
...

xk ≡ lk (mod mk)
...

xn ≡ ln (mod mn)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû:

x0 =

n∑
k=1

lk · (m1 · . . . · m̂k · . . . ·mn).

2. Ïóñòü y0 � äðóãîå ðåøåíèå ñèñòåìû. Èìååì

x0 ≡ y0 ≡ ri (mod mi) ïðè i = 1, 2, . . . n⇒
x0 − y0 ≡ 0 (mod mi)) ïðè i = 1, 2, . . . n⇒
x0 − y0 ≡ 0 (mod m1 ·m2 · . . . ·mn),

ïîñêîëüêó â ñèëó ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë m1,m2, . . . ,mn

ðàçíîñòü x0−y0 áóäåò äåëèòüñÿ íà èõ ïðîèçâåäåíèå, åñëè îíà äåëèòñÿ

íà êàæäîå èç íèõ. Ñëåäîâàòåëüíî y0 = x0 + (m1 ·m2 · . . . ·mn) · k.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïîïàðíîé âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåëm1,m2, . . . ,mn

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû è íå ìîæåò áûòü

îïóùåíî. Íàïðèìåð, ñèñòåìà{
x ≡ 1 (mod 2)

x ≡ 2 (mod 4)

âîîáùå íå èìååò ðåøåíèé ïî î÷åâèäíûì ñîîáðàæåíèÿì ÷åòíîñòè.

Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ äàåò âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (ò.å. èçîìîðôèçì) ìåæäó ýëåìåíòàìè

êîëüöà Zm1·m2·...·mn è íàáîðàìè îñòàòêîâ (r1, r2, . . . , rn), ãäå ri ∈ Zmi
.

Ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ îáîçíà÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ . . .⊕ Zmn

è íàçûâàåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé Zm1,Zm2, . . . ,Zmn. Äåéñòâèòåëüíî, â ñè-

ëó òåîðåìû ëþáîé íàáîð r ∈ Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ . . . ⊕ Zmn îäíîçíà÷íûì

îáðàçîì çàäàåò x ∈ Zm1·m2·...·mn êàê ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòå-

ìû ñðàâíåíèé. Íàîáîðîò, ëþáîé x ∈ Zm1·m2·...·mn èìååò îäíîçíà÷íî

îïðåäåëåííûé íàáîð îñòàòêîâ r ∈ Zm1⊕Zm2⊕ . . .⊕Zmn ïðè äåëåíèè

íà ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå m1,m2, . . . ,mn.
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Áîëåå òîãî, åñëè

x←→ r = (r1, r2, . . . , rn),

y ←→ s = (s1, s2, . . . , sn),

òî ñóììå x + y ∈ Zm1·m2·...·mn ñîîòâåòñòâóåò ñóììà

r + s = (r1 + s1, r2 + s2, . . . , rn + sn) ∈ Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ . . .⊕ Zmn,

à ïðîèçâåäåíèþ x · y ∈ Zm1·m2·...·mn � ïðîèçâåäåíèå

r · s = (r1 · s1, r2 · s2, . . . , rn · sn) ∈ Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ . . .⊕ Zmn.

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ìåæäó Zm1·m2·...·mn è Zm1⊕Zm2⊕. . .⊕Zmn

óñòàíîâëåí åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì, ÷òî îáîçíà÷àåòñÿ òàê:

Zm1·m2·...·mn ' Zm1 ⊕ Zm2 ⊕ . . .⊕ Zmn.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè âçàèìíîé ïðî-

ñòîòû ÷èñåë m1,m2, . . . ,mn îòñóòñòâóåò óêàçàííûé íàìè èçîìîð-

ôèçì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, êîëüöà Z4 è Z2 ⊕ Z2. È ïåðâîå, è

âòîðîå ñîñòîÿò èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ, íî îíè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð, âî âòîðîì ñóììà ëþáîãî ýëåìåíòà ñ ñàìèì ñîáîé ðàâíà

(0, 0), ò.å. íóëþ, â ïåðâîì ýòî, î÷åâèäíî, íåâåðíî.

Çàìå÷àíèå. Â ýòîé ãëàâå ìû çàëîæèëè îñíîâû òåîðèè ñðàâíåíèé.

Â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ ìû ðàçîâüåì ýòó òåîðèþ è îáñóäèì ìíîæå-

ñòâî âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàê êëàññè÷åñêèõ (äîêàçàí-

íûõ òàêèìè âåëèêèìè ìàòåìàòèêàìè êàê Ï. Ôåðìà, Ë. Ýéëåð, Ê.

Ãàóññ. . . ), òàê è ñðàâíèòåëüíî íåäàâíèõ (ïîëó÷åííûõ, â ÷àñòíîñòè,

íàøèìè ó÷åíèêàìè). Îäíàêî ïåðåä òåì êàê äâèãàòüñÿ äàëüøå, âñïîì-

íèì åùå ðàç àíàëîãèþ ìåæäó êîëüöàìè öåëûõ ÷èñåë Z è ìíîãî÷ëåíîâ

R[x], î êîòîðîé ìû ìíîãî ðàç ãîâîðèëè.

Êîëüöî îñòàòêîâ Zm � ýòî ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò

äåëåíèÿ öåëûõ ÷èñåë íà ôèêñèðîâàííîå öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî m ñ

åñòåñòâåííûìè îïåðàöèÿìè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ìîæíî ñïðîñèòü,

÷òî ïîëó÷èòñÿ, åñëè âìåñòî öåëûõ ÷èñåë ìû âîçüìåì ìíîãî÷ëåíû?
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Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷òî ñîáîé ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò äåëå-

íèÿ âñåâîçìîæíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íà ôèêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f (ýòî

ìíîæåñòâî îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R[x]/(f ))? Êàê âûãëÿäÿò â íåì îïåðà-

öèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ? ×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåëèòåëè íóëÿ

è äåëèòåëè åäèíèöû?. . .

Îòâåòû íà âñå ýòè âîïðîñû îêàçûâàþòñÿ íåîæèäàííî òåñíî ñâÿ-

çàííûìè ñ ñàìûìè ðàçíûìè îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè (â ÷àñòíîñòè, ñ

òåîðèåé ïîëåé è àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèåé, à òàêæå ñ óæå çíàêîìû-

ìè íàì êîëüöàìè Z[
√
−k]). Ïîçäíåå â ðàçäåëå XI.6 ìû äàäèì íà íèõ

îòâåòû.



Ãëàâà V

Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Êîëüöî îñòàòêîâ Zm è òåîðèÿ ñðàâíåíèé, êàê ìû óæå îòìå÷àëè,

èãðàþò îäíó èç êëþ÷åâûõ ðîëåé â òåîðèè ÷èñåë. Ñðåäè èõ ìíîãî÷èñ-

ëåííûõ ïðèëîæåíèé ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ, ê

êîòîðûì ìû òåïåðü ïåðåõîäèì.

1. Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

Ýôôåêòèâíûì ìåòîäîì ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâëå-

íèå è ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïî ñàìîìó ñìûñëó çàäà÷è ïðèõîäèòñÿ ðàñ-

ñìàòðèâàòü èñêëþ÷èòåëüíî öåëûå ÷èñëà. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò

íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü öåëî÷èñëåííûå óðàâíåíèÿ, ò.å. óðàâíå-

íèÿ, â êîòîðûõ è êîýôôèöèåíòû, è ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò òîëü-

êî öåëûå çíà÷åíèÿ. Òàêèå óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè â

÷åñòü óæå óïîìèíàâøåãîñÿ íàìè äðåâíåãðå÷åñêîãî ó÷åíîãî Äèîôàíòà

Àëåêñàíäðèéñêîãî, æèâøåãî â III âåêå í.ý. Èìåííî Äèîôàíò â ñâîåì

òðóäå ïîä íàçâàíèåì ¾Àðèôìåòèêà¿ çàëîæèë îñíîâû èçó÷åíèÿ òà-

êèõ óðàâíåíèé. Áîëåå òîãî, åãî ðàáîòû, ïåðåâåäåííûå íà ëàòèíñêèé,

ïîñëóæèëè ñòèìóëîì ðàçâèòèÿ òåîðèè ÷èñåë â Íîâîå âðåìÿ.

Íåÿâíî ìû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ òàêèìè óðàâíåíèÿìè. Äåéñòâèòåëüíî,

ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñðàâíåíèå 3x ≡ 2 (mod 5). Îíî îçíà÷àåò, ÷òî

3x = 2 + 5y, ãäå y ∈ Z. Ò.å. 3x− 5y = 2, ãäå x, y ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì,

ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ òåñíî ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Óðàâíåíèå âèäà ax+by = c, ãäå a, b, c ∈ Z íàçûâàåòñÿ

ëèíåéíûì äèîôàíòîâûì.

Ðåøåíèåì ëèíåéíîãî äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðà ÷è-

ñåë x, y ∈ Z, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ.
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Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ñ ãåîìåòðè÷åñêîé

òî÷êè çðåíèÿ. Óðàâíåíèå ax + bx = c çàäàåò ïðÿìóþ íà ïëîñêî-

ñòè. Çàäà÷à ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ðàâíîñèëüíà çàäà÷å

íàõîæäåíèÿ âñåõ òî÷åê ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè íà ýòîé ïðÿìîé.

Ïðÿìàÿ 3x + 5y = 22

ñ îòìå÷åííûìè íà íåé öåëûìè òî÷êàìè

Êàê ðåøàòü òàêèå óðàâíåíèÿ? Ñ ïîìîùüþ ñðàâíåíèé! Íàèáîëåå

óäîáåí ñëåäóþùèé àëãîðèòì.

1. Ñíà÷àëà íàäî ñîêðàòèòü óðàâíåíèå íà ÍÎÄ(a, b). Åñëè

c 6 ... ÍÎÄ(a, b), òî ðåøåíèé íåò.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d = ÍÎÄ(a, b). Òîãäà èìååì

ax + by = c ⇔ d(a′x + b′y) = c.

Åñëè áû óðàâíåíèå èìåëî ðåøåíèå, òî ìîæíî áûëî áû óòâåð-

æäàòü, ÷òî c ... d. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Ïîñëå ñîêðàùåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ÍÎÄ(a, b) = 1. Òîãäà íàäî

ïåðåéòè ê ñðàâíåíèþ. Ïî êàêîìó ìîäóëþ?

à. Åñëè a � ïðîñòîå è íå ñëèøêîì áîëüøå b, òî íàäî ñðàâíèâàòü

ïî ìîäóëþ a.
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á. Åñëè a è b � áîëüøèå è íåÿñíî, ïðîñòûå èëè íåò, ëó÷øå

ñðàâíèâàòü ïî ìåíüøåìó ìîäóëþ.

3. Ñðàâíåíèå íåîáõîäèìî ðåøèòü è ïîäñòàâèòü ðåøåíèå â èñõîäíîå

óðàâíåíèå, ÷òîáû íàéòè âòîðóþ ïåðåìåííóþ.

Ïîêàæåì, êàê ýòî ñäåëàòü, íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

183x− 144y = 6 ⇔ 61x− 48y = 1

Ïåðåõîäèì ê ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ 48:

13x ≡ 1 (mod 48).

Ëèíåéíûå ñðàâíåíèÿ ìû óæå íàó÷èëèñü ðåøàòü â ãëàâå IV.

Ïîëó÷àåì, ÷òî

x = 1 + 12(−1 + 4k) = −11 + 48k, ãäå k ∈ Z.

Òåïåðü ïîäñòàâèì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â èñõîäíîå óðàâíåíèå è

íàéäåì y:

y =
61x− 1

48
=

61(−11 + 48k)− 1

48
= −14 + 61k.

Ìû âèäèì, ÷òî ëèíåéíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ëèáî íå èìååò ðå-

øåíèé âîâñå, ëèáî èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé (÷òî íå ñòîëü

íåîæèäàííî, âåäü ìû ðàññìàòðèâàåì îäíî óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ïå-

ðåìåííûìè). Âîçâðàùàÿñü ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, ìîæíî

ñêàçàòü, ÷òî ëèáî ïðÿìàÿ íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè íå ïðîõîäèò íè

÷åðåç îäíó öåëóþ òî÷êó, ëèáî íà íåé áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òàêèõ

òî÷åê.

Çàôèêñèðóåì íàøè íàáëþäåíèÿ.

Òåîðåìà. 1. Óðàâíåíèå ax + by = c, ãäå a, b, c,∈ Z, èìååò ðåøåíèå

â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà c ... ÍÎÄ(a, b).

2. Åñëè ÍÎÄ(a, b) = 1 è (x0, y0) � ðåøåíèå, òî âñå ðåøåíèÿ

çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè: {
x = x0 + bn

y = y0 − an,
ãäå n ∈ Z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå (x0, y0) è ïóñòü

d = ÍÎÄ(a, b). Òîãäà èìååì a = a1 · d, b = b1 · d è

ax0 + by0 = c ⇔ d · (a1x0 + b1y0) = c ⇒ c ... d.

Ïóñòü òåïåðü c ... d = (a, b). Òîãäà c = c1 · d è óðàâíåíèå ïðèíèìàåò

âèä

ax + by = c ⇔ a1x + b1y = c1, ãäå (a1, b1) = 1.

Èç òåîðåìû î äåëèòåëÿõ åäèíèöû ñëåäóåò, ÷òî ñðàâíåíèå a1x ≡ c1

(mod b1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x0 ∈ Zb1.
Çíà÷èò, âñå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ èìåþò âèä x = x0 + b1n, ãäå n ∈ Z.
Ïîäñòàâëÿÿ x â èñõîäíîå äèîôàíòîâî óðàâíåíèå, íàõîäèì

y =
c1 − a1(x0 + b1n)

b1
=
c1 − a1x0

b1
− a1n = y0 − a1n,

ãäå y0 = c1−a1x0
b1

∈ Z. Íàìîíèì, ÷òî y0 ÿâëÿåòñÿ öåëûì, ïîñêîëüêó

a1x0 ≡ c1 (mod b1) è ñëåäîâàòåëüíî (c1 − a1x0) ... b1.

2. Ýòîò ïóíêò ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 1.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîäñêàçûâàåò ñëåäóþùèé ñïîñîá ðåøåíèÿ ëè-

íåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé. Åñëè êîýôôèöèåíòû íå î÷åíü âå-

ëèêè, òî ÷àñòíîå ðåøåíèå (x0, y0) ìîæíî ïîïðîáîâàòü óãàäàòü. Çíàÿ

(x0, y0), îáùåå ðåøåíèå âûïèñûâàåòñÿ ìãíîâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî èç äîêàçàííîé íàìè òåîðåìû òàêæå âûòåêàåò óæå

çíàêîìûé (ñì. ãëàâó II) íàì ôàêò.

Ñëåäñòâèå (ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄ). Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z íàéäóòñÿ

òàêèå x, y ∈ Z, ÷òî ax + by = ÍÎÄ(a, b).

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî èìåííî ýòî ñâîéñòâî ÿâëÿåòñÿ êëþ÷åâûì ïðè

äîêàçàòåëüñòâå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. À èìåííî, òåîðå-

ìà óòâåðæäàåò äâà ôàêòà: ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè è åãî åäèíñòâåííîñòü (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè è

óìíîæåíèÿ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû). ×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâà-

íèå, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå íîðìû, êîòîðîå íàì óæå
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âñòðå÷àëîñü íà ïðèìåðå ãàóññîâûõ ÷èñåë è äðóãèõ êîëåö âèäà

Z[
√
−k]. Âîçìîæíîñòü ïðåäñòàâèòü ÍÎÄ äâóõ ýëåìåíòîâ â âèäå

ax+ by = ÍÎÄ(a, b) ïîçâîëÿåò äîêàçàòü åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ

íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

2. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Èññëåäîâàâ ñëó÷àé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé

âîïðîñ, à ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî óðàâíåíèé ñòåïåíè 2 è âûøå?

Ñóùåñòâóåò ëè îáùèé ìåòîä ðåøåíèÿ òàêèõ óðàâíåíèé? 8 àâãó-

ñòà 1900 ãîäà íà II ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòåìàòèêîâ Äàâèä

Ãèëüáåðò ïðåäñòàâèë ñïèñîê èç 23 ïðîáëåì, ðåøåíèå êîòîðûõ, ïî åãî

ìíåíèþ, ñûãðàëî áû êëþ÷åâóþ ðîëü â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè ìàòåìà-

òèêè. Ñ òåõ ïîð ýòè çàäà÷è èçâåñòíû êàê ¾ïðîáëåìû Ãèëüáåðòà¿. Â

÷àñòíîñòè, 10-àÿ ïðîáëåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì: ñóùåñòâóåò ëè àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò óçíàòü, ðàçðåøèìî

ëè äèîôàíòîâî óðàâíåíèå âèäà

P (x1, x2, . . . xm) = 0,

ãäå P � ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè? Â ñëó÷àå ëèíåéíîãî

ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïåðåìåííûõ

P (x1, x2) = ax1 + bx2 + c = 0

ïîëó÷àåòñÿ â òî÷íîñòè ðàçîáðàííûé íàìè ñëó÷àé. Îäíàêî, â îá-

ùåì ñëó÷àå îòâåò îêàçàëñÿ îòðèöàòåëüíûì! Ýòîò îòâåò áûë ïîëó÷åí

â 1970 ãîäó, è îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïðîäâèæåíèé áûëè ðåçóëüòàòû

ðîññèéñêîãî ìàòåìàòèêà Þðèÿ Ìàòèÿñåâè÷à.

Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå îáùåãî àëãîðèòìà, ñóùåñòâóåò íåñêîëü-

êî ïðèåìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü íåêîòîðûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ

âûñøèõ ñòåïåíåé. Ðàññìîòðèì èõ íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.
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Ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè

Èäåÿ ýòîãî ïðèåìà ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñòà � ðàçëîæèòü îäíó èç ÷àñòåé

óðàâíåíèÿ íà ìíîæèòåëè è îãðàíè÷èòü ïåðåáîð. Ñ ýòîé èäååé ìû óæå

ñòàëêèâàëèñü, êîãäà èñêàëè ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà â Z[
√
−k]. À

èìåííî, ìû ïîëó÷àëè óðàâíåíèå âèäà

(a2 + 3b2) · (c2 + 3d2) = 4,

êîòîðîå ðåøàëè, èñïîëüçóÿ òîò ôàêò, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ

ðàçëîæåíà íà ìíîæèòåëè.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ðåøèì óðàâíåíèå

x2 − 3xy + 2y2 = 7.

Âîîáùå ãîâîðÿ, íåÿñíî, åñòü ëè âîîáùå ðåøåíèÿ ó ýòîãî óðàâíåíèÿ, íå

ãîâîðÿ óæå îá èõ ïîèñêå. Âíèìàòåëüíûé âçãëÿä ïîçâîëÿåò çàìåòèòü,

÷òî ëåâóþ ÷àñòü ìîæíî ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè

x2 − 3xy + 2y2 = 7 ⇔ (x− y) · (x− 2y) = 7.

Ïîñêîëüêó ðàçëîæèòü ÷èñëî 7 íà äâà öåëûõ ñîìíîæèòåëÿ ìîæíî

ëèøü äâóìÿ ñïîñîáàìè

7 = 1 · 7 = (−1) · (−7),

òî ó èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóþò öåëûå ðåøåíèÿ, åñëè îíè óäî-

âëåòâîðÿþò îäíîé èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì óðàâíåíèé{
x− y = 1

x− 2y = 7,

{
x− y = 7

x− 2y = 1,

{
x− y = −1

x− 2y = −7,

{
x− y = −7

x− 2y = −1.

Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäàÿ èç ñèñòåì èìååò ðåøåíèå â

öåëûõ ÷èñëàõ. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò ñëåäóþùèå

ðåøåíèÿ: (−5,−6), (13, 6), (5, 6), (−13,−6).

Îòìåòèì, ÷òî âîçìîæíîñòü ðàçëîæåíèÿ íà ìíîæèòåëè íàêëàäûâà-

åò æåñòêèå óñëîâèÿ íà ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ, ïîýòîìó ýòîò ïðèåì

ðàáîòàåò äàëåêî íå âñåãäà.
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Êâàäðàòû è êóáû ïî ìîäóëþ

×òîáû â ïîëíîé ìåðå îñîçíàòü ñëåäóþùèé ìåòîä ðåøåíèÿ íåëèíåé-

íûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé, íåîáõîäèìî ñäåëàòü íåñêîëüêî ïðåäâà-

ðèòåëüíûõ íàáëþäåíèé.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a. Êàêèå îñòàòêè îíî

ìîæåò äàâàòü ïî ìîäóëþ 3? Êîíå÷íî æå, òîëüêî òðè: 0, 1 è 2. Äàâàéòå

áóäåì èñïîëüçîâàòü îòðèöàòåëüíûå îñòàòêè, òîãäà âìåñòî 2 ìîæíî

íàïèñàòü −1. Èòàê, a ≡ 0, 1,−1 (mod 3).

×òî ïðîèçîéäåò, åñëè ìû âîçâåäåì ÷èñëî a â êâàäðàò? Ñîãëàñíî

ñâîéñòâàì ñðàâíåíèé, îñòàòêè òîæå íóæíî âîçâåñòè â êâàäðàò.

Äàâàéòå ñîñòàâèì òàáëèöó îñòàòêîâ:

a 0 1 −1

a2 0 1 1

Òàáëèöà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 3.

Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà íå ìîæåò äàâàòü îñòàòêà

−1 ïî ìîäóëþ 3.

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ìîæíî äîêàçàòü

Óòâåðæäåíèå. Êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà ìîæåò äàâàòü òîëüêî

îñòàòêè 0 è 1 ïî ìîäóëþ 4.

a 0 1 2 −1

a2 0 1 0 1

Òàáëèöà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 4.

Òàêèì îáðàçîì, î÷åíü ïîëåçíûì îêàçûâàåòñÿ ñðàâíåíèå êâàäðàòîâ

öåëûõ ÷èñåë ïî ìîäóëÿì 3 è 4. Îäíàêî èíîãäà òðåáóåòñÿ ñðàâíåíèå è

ïî äðóãèì ìîäóëÿì.

Íàïðèìåð,êàêèå îñòàòêè ìîæåò äàâàòü êâàäðàò öåëîãî ÷èñëà ïî

ìîäóëþ 5?
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a 0 1 2 −2 −1

a2 0 1 −1 −1 1

Òàáëèöà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 5.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì ñëåäóþùóþ óäèâèòåëüíóþ âåùü:

22 ≡ −1 (mod 5).

Êàê ìû âèäåëè ðàíåå, ñðàâíåíèå ≡ î÷åíü ïîõîæå íà ðàâåíñòâî =. Íî

íå ñóùåñòâóåò òàêîãî (âåùåñòâåííîãî) ÷èñëà, êâàäðàò êîòîðîãî áûë

áû ðàâåí −1! À ïî ìîäóëþ 5 òàêîå ÷èñëî ñóùåñòâóåò! Ëåãêî âèäåòü,

÷òî òàêîå ÷èñëî íå åäèíñòâåííî:

32 ≡ (−2)2 ≡ −1 (mod 5).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

√
−1 ≡ ±2 (mod 5)

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî è äëÿ êóáîâ ñóùåñòâóþò ¾óäà÷íûå¿ ìî-

äóëè, ïî êîòîðûì î÷åíü ïîëåçíî ñðàâíèâàòü. Íàïðèìåð, ïîñìîòðèì,

êàêèå îñòàòêè äàåò êóá ïî ìîäóëþ 7.

a 0 1 2 3 4 5 6

a3 0 1 1 −1 1 −1 −1

Òàáëèöà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 7.

È ïî ìîäóëþ 9.

a 0 1 2 3 4 −4 −3 −2 −1

a3 0 1 −1 0 1 −1 0 1 −1

Òàáëèöà îñòàòêîâ ïî ìîäóëþ 9.

Èòàê, òåïåðü ìû ãîòîâû ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó ïðèåìó.
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Ñðàâíåíèå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Äàííûé ïðèåì èìååò áîëåå øèðîêóþ (õîòÿ âñå ðàâíî îãðàíè÷åí-

íóþ) îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ, ÷åì ïðîñòîå ðàçëîæåíèå íà ìíîæèòåëè.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x2 − 4xy + y2 = 3.

Ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè ëåâóþ ÷àñòü íàì íå óäàñòñÿ. Ïåðåéäåì ê

ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ 4 (òàêèì îáðàçîì ìû ¾óáèâàåì¿ ñëàãàåìîå 4xy)

x2 − 4xy + y2 = 3 ⇒ x2 + y2 ≡ 3 (mod 4).

Ïîñêóëüêó êâàäðàòû öåëûõ ÷èñåë ìîãóò äàâàòü òîëüêî îñòàòêè 0 èëè

1 ïðè äåëåíèè íà 4, äàííîå ñðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé, à çíà÷èò, íå

èìååò ðåøåíèé è èñõîäíîå óðàâíåíèå.

Çàìå÷àíèå. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî âèäà 4k + 3 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ

êâàäðàòîâ. Î òîì, êàêèå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â òàêîì âèäå, ìû ïî-

äðîáíî ïîãîâîðèì â VIII.1.

Êîìáèíèðîâàíèå ýòèõ ïðèåìîâ ïîçâîëÿåò ðåøàòü óðàâíåíèÿ, êî-

òîðûå ñîäåðæàò äðóãèå ôóíêöèè, ïîìèìî ìíîãî÷ëåíîâ. Íàïðèìåð,

íàéäåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

3x + 1 = 2y.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè x, y < 0 îíî íå èìååò ðåøåíèé. Ïåðåõîäÿ ê

ñðàâíåíèþ ïî ìîäóëþ 3, ïîëó÷àåì

2y ≡ 1 (mod 3) ⇔ (−1)y ≡ 1 (mod 3),

åñëè x > 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî y = 2k. Ïîäñòàâëÿÿ â èñõîäíîå

óðàâíåíèå, èìååì

3x = 22k − 1 = (2k − 1) · (2k + 1).

Îòêóäà 
2k − 1 = 3m

2k + 1 = 3n

m + n = x.
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Íî åäèíñòâåííûå ñòåïåíè òðîéêè, êîòîðûå îòëè÷àþòñÿ íà 2, ýòî 1 è

3. Òàêèì îáðàçîì, 2k− 1 = 1 = 30, è ìû ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ (1, 2).

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åäèíñòâåííûé ñëó÷àé x = 0. Èìååì 2y = 1,

îòêóäà ïîëó÷àåì åùå îäíî ðåøåíèå (0, 1). Èòàê, óðàâíåíèå 3x+1 = 2y

èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ: (0, 1), (1, 2).

Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ ïðèìåðàõ óðàâíåíèå èìåëî ëèøü êîíå÷-

íîå ÷èñëî ðåøåíèé, ÷òî íåóäèâèòåëüíî, âåäü ìû ñâîäèëè çàäà÷ó ê

êîíå÷íîìó ïåðåáîðó. Îòñóòñòâèå îáùåãî àëãîðèòìà ðåøåíèÿ ïðèâî-

äèò ê òîìó, ÷òî êàæäûé ñëó÷àé ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü îòäåëüíî

è ñîâñåì íåîáÿçàòåëüíî óäàñòñÿ ñâåñòè çàäà÷ó ê êîíå÷íîìó ïåðåáîðó.

Áîëåå òîãî, çàðàíåå íåëüçÿ âûÿñíèòü, ñâåäåòñÿ ëè çàäà÷à ê òàêîìó ïå-

ðåáîðó, è âîîáùå íàñêîëüêî òðóäíîé îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ. Íàïðèìåð,

óðàâíåíèÿ âèäà xn+yn = zn ïðè n > 2 íå èìåþò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñ-

ëàõ (êðîìå òðèâèàëüíûõ âèäà (1, 0, 1)), ÷òî ÿâëÿåòñÿ óòâåðæäåíèåì

¾âåëèêîé òåîðåìû Ôåðìà¿. Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, ïîòðåáîâàëîñü

îêîëî 350 ëåò, ÷òîáû íàéòè äîêàçàòåëüñòâî. Ñëó÷àé n = 2 îòëè÷à-

åòñÿ îò óêàçàííûõ âûøå, è òåïåðü ìû ïåðåõîäèì ê åãî äåòàëüíîìó

èçó÷åíèþ.

3. Ïèôàãîðîâû òðîéêè è ðàöèîíàëüíûå êðèâûå

Îïðåäåëåíèå. Ïèôàãîðîâîé íàçûâàåòñÿ òðîéêà öåëûõ ÷èñåë (a, b, c),

êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

a2 + b2 = c2.

Çàìå÷àíèå. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè (a, b, c) � ïèôàãîðîâà òðîéêà, òî

(b, a, c) � òàêæå ïèôàãîðîâà òðîéêà. Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü ðåøåíèÿ

ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ ÷èñåë.

Ïèôàãîðîâûìè ýòè òðîéêè íàçûâàþòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïî òåîðåìå

Ïèôàãîðà äëèíû êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà a è b ñâÿ-

çàíû ñ äëèíîé ãèïîòåíóçû c â òî÷íîñòè ñîîòíîøåíèåì a2 + b2 = c2,
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è ïîòîìó, ÷òî áûëè èçâåñòíû çàäîëãî äî Ïèôàãîðà åùå â Äðåâíåì

Âàâèëîíå.

Âàâèëîíñêàÿ ãëèíÿíàÿ òàáëè÷êà, êîòîðîé ïî÷òè 4 òûñÿ÷è ëåò, ñîäåðæàùàÿ ñïèñîê èç

ïÿòíàäöàòè ïèôàãîðîâûõ òðîåê.

Ïîëíîå îïèñàíèå ïèôàãîðîâûõ òðîåê ìîæíî îòûñêàòü óæå â ðàáî-

òàõ äðåâíåãðå÷åñêèõ ó÷åíûõ � Åâêëèäà è Äèîôàíòà.

Ïåðâûì äåëîì çàìåòèì, ÷òî åñëè (a, b, c) � ïèôàãîðîâà òðîéêà, òî

(ka, kb, kc), ãäå k ∈ Z, òàêæå ïèôàãîðîâà òðîéêà, ïîñêîëüêó
a2 + b2 = c2 ⇔ (ka)2 + (kb)2 = (kc)2.

Ïîýòîìó áóäåì èñêàòü òðîéêè (a, b, c), êîòîðûå ñîñòîÿò èç ïîïàð-

íî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë. Òàêèå ïèôàãîðîâû òðîéêè íàçûâàþòñÿ

ïðèìèòèâíûìè. Èìåííî òàêèå òðîéêè ìû òåïåðü îïèøåì.

Ïîëüçóÿñü ïðîñòûìè ñîîáðàæåíèÿìè òåîðèè ñðàâíåíèé, ìîæíî ïî-

êàçàòü, ÷òî èç òðåõ ÷èñåë a, b è c äâà ÿâëÿþòñÿ íå÷åòíûìè, à îäíî �

÷åòíûì, ïðè÷åì c áóäåò îáÿçàòåëüíî íå÷åòíûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

a � íå÷åòíîå, à b � ÷åòíîå. Èìååì

a2 + b2 = c2 ⇔ b2 = c2 − a2 = (c− a)(c + a).

×èñëà c− a è c+ a ÿâëÿþòñÿ ÷åòíûìè, îäíàêî äðóãèõ îáùèõ äåëèòå-

ëåé ó íèõ áûòü íå ìîæåò, òî åñòü ÷èñëà c−a
2 è c+a

2 ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî
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ïðîñòûìè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d � îáùèé äåëèòåëü c−a
2 è c+a

2 , òî

c− a
2

+
c + a

2
= c ... d,

c + a

2
− c− a

2
= a ... d,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî d = 1. Òîãäà ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî(
b

2

)2

=
b2

4
=
c− a

2
· c + a

2
.

×èñëî b
2 ÿâëÿåòñÿ öåëûì, ñëåäîâàòåëüíî ïðîèçâåäåíèå

c−a
2 ·

c+a
2 âçàèì-

íî ïðîñòûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì êâàäðàòîì. Èç îñíîâíîé òåîðåìû

àðèôìåòèêè (ñëåäñòâèå 10) òîãäà ïîëó÷àåì, ÷òî c−a
2 è c+a

2 ñàìè ÿâëÿ-

þòñÿ òî÷íûìè êâàäðàòàìè
c−a

2 = v2

c+a
2 = u2(
b
2

)2
= v2u2

⇔


a = u2 − v2

b = 2uv

c = u2 + v2,

ãäå u è v � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Áîëåå òîãî, u è v èìåþò ðàç-

íóþ ÷åòíîñòü, ïîñêîëüêó ÷èñëî a = u2 − v2 ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì.

Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëà äîñòàâëÿåò îïèñàíèå âñåõ ïðèìèòèâíûõ òðîåê,

à òåì ñàìûì è âñåõ ïèôàãîðîâûõ òðîåê.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî, îäíàêî, îáëàäàåò ñóùåñòâåííûìè

íåäîñòàòêàìè: îíî íå âñêðûâàåò ñóòè ÿâëåíèÿ è íå ïîçâîëÿåò ðåøàòü

ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå çàäà÷è. Íàïðèìåð, èìååò ëè óðàâíåíèå

2a2 + 3b2 = 5c2

ðåøåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ? À åñëè è èìååò, òî ìîæíî ëè èõ ÿâíî îïè-

ñàòü? Ïðèìåíåííûé íàìè àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä íå äàåò îòâåòîâ íà

ýòè âîïðîñû. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ïîëíîöåííîãî îòâåòà íåîáõîäèìà

ãåîìåòðèÿ!

Èìååì

a2 + b2 = c2 ⇔
(a
c

)2

+

(
b

c

)2

= 1.
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Åñëè òðîéêà (a, b, c) ïðèìèòèâíàÿ, òî
(
a
c ,

b
c

)
� ïàðà íåñîêðàòèìûõ

äðîáåé, è íàîáîðîò. Åñëè ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ x = a
c è y = b

c, òî ìîæ-

íî óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷à îïèñàíèÿ âñåõ ïðèìèòèâíûõ ïèôàãîðî-

âûõ òðîåê ðàâíîñèëüíà çàäà÷å îïèñàíèÿ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ðåøåíèé

óðàâíåíèÿ x2 + y2 = 1. Ïîñëåäíþþ çàäà÷ó ìû ñåé÷àñ è ðåøèì.

Êàæåòñÿ, ÷òî ìû òîëüêî óñëîæíèëè ñåáå ðàáîòó. Êàê âîîáùå èñ-

êàòü ðàöèîíàëüíûå ðåøåíèÿ? Óäèâèòåëüíî, íî ýòî âîçìîæíî ñäåëàòü.

Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæàò ãëóáîêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ôàêòû, êîòîðûõ

ìû åùå êîñíåìñÿ. À ñåé÷àñ çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå x2 +y2 = 1 çàäàåò

åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè x, y.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îòûñêàíèÿ ïðèìèòèâíûõ ïèôàãîðîâûõ

òðîåê ðàâíîñèëüíà íàõîæäåíèþ âñåõ ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà

îêðóæíîñòè!

Êàê æå îòûñêàòü âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà îêðóæíîñòè?

Èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ñîîáðàæåíèå. Ðàññìîòðèì òî÷êó (−1, 0),

ïðèíàäëåæàùóþ îêðóæíîñòè, è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïó÷îê ïðÿìûõ

âèäà y = t(x + 1). Êîãäà ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð t, ïðÿìàÿ âðàùàåòñÿ

âîêðóã òî÷êè (−1, 0).

Ëþáàÿ ïðÿìàÿ èç ïó÷êà ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü åùå â îäíîé òî÷êå.
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Âû÷èñëèì åå êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî x è y:{
x2 + y2 = 1

y = t(x + 1)
⇔

{
x2 + t2(x + 1)2 = 1

y = t(x + 1)
⇔

{
(t2 + 1)x2 + 2t2x + (t2 − 1) = 0

y = t(x + 1).

Ïåðâîå óðàâíåíèå � êâàäðàòíîå îòíîñèòåëüíî x. Îäèí èç åãî êîðíåé

íàì èçâåñòåí: ýòî x = −1 (òàê êàê ïðÿìàÿ ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó

(−1, 0)). Ïî òåîðåìå Âèåòà íàõîäèì âòîðîé êîðåíü

x =
1− t2

1 + t2
,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

y = t(x + 1) =
2t

1 + t2
.

Èòàê, êîîðäèíàòû âòîðîé òî÷êè ïåðå÷å÷åíèÿ ïðÿìîé è îêðóæíîñòè

åñòü {
x = 1−t2

1+t2

y = 2t
1+t2

.

Êîãäà ïàðàìåòð t ïðèíèìàåò âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, èíûìè

ñëîâàìè, ïðîáåãàåò ïðÿìóþ, òî÷êà (x, y) ïðîáåãàåò åäèíè÷íóþ

îêðóæíîñòü íà ïëîñêîñòè (êðîìå îäíîé âûäåëåííîé òî÷êè (−1, 0)).

Îáðàòíîå ñîîòâåòñòâèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

t =
y

x + 1
.

Ïîëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñî-

îòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè ïðÿìîé è îêðóæíîñòè ñ îäíîé âûêîëîòîé

òî÷êîé. Áîëåå òîãî, ìû ïîëó÷èëè ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ

îêðóæíîñòè, ïîñêîëüêó îíà çàäàíà ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè (ò.å.

îòíîøåíèÿìè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ) 1−t2
1+t2

è 2t
1+t2

. Èç ÿâíîãî âèäà ýòîé
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ïàðàìåòðèçàöèè ñëåäóåò, ÷òî òî÷êà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè èìå-

åò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî t

ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì!

Ïîäñòàâèì â ïîëó÷åííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ t = p
q ∈ Q{

x = 1−t2
1+t2

y = 2t
1+t2

⇔

x = 1−(p/q)2

1+(p/q)2

y = 2(p/q)
1+(p/q)2

⇔

{
x = q2−p2

q2+p2

y = 2pq
q2+p2

.

Òàêèì îáðàçîì, â òî÷íîñòè âñå ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà åäèíè÷íîé

îêðóæíîñòè èìåþò âèä (
q2 − p2

q2 + p2
,

2pq

q2 + p2

)
,

ãäå ÍÎÄ(p, q) = 1, ïîñêîëüêó äðîáü p
q íåñîêðàòèìà. À çíà÷èò, â

òî÷íîñòè âñå ïðèìèòèâíûå ïèôàãîðîâû òðîéêè èìåþò âèä

(q2 − p2, 2pq, q2 + p2).

Íåîáõîäèìî òîëüêî ïðàâèëüíî óêàçàòü íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ íà p è

q. Äåëî â òîì, ÷òî, êàê âû ïîìíèòå, ïî îïðåäåëåíèþ òðîéêà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèìèòèâíîé, åñëè ñîñòîèò èç ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë.

Îäíàêî, óñëîâèå ÍÎÄ(p, q) = 1 íå ìîæåò ýòîãî ãàðàíòèðîâàòü. Ïóñòü,

íàïðèìåð, t = 7
3. Òàêîìó çíà÷åíèþ t ñîîòâåòñòâóåò òî÷êà îêðóæíîñòè(
q2 − p2

q2 + p2
,

2pq

q2 + p2

)
=

(
40

58
,

42

58

)
=

(
20

29
,

21

29

)
.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ òðîéêà

(q2 − p2, 2pq, q2 + p2) = (40, 42, 58)

íå ÿâëÿåòñÿ ïðèìèòèâíîé.

Ýòó òðóäíîñòü ñîâñåì íåñëîæíî ïðåîäîëåòü. Íåîáõîäèìî ïîòðåáî-

âàòü, ÷òîáû ÷èñëà p è q áûëè íå òîëüêî âçàèìíî ïðîñòûìè, íî è

èìåëè áû ðàçíóþ ÷åòíîñòü. Â òàêîì ñëó÷àå âñå ïðèìèòèâíûå ïèôàãî-

ðîâû òðîéêè (a, b, c) ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ

èìåþò âèä

(a, b, c) = (q2 − p2, 2pq, q2 + p2),
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ãäå p è q � âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà, èìåþùèå ðàçíóþ ÷åòíîñòü.

Èòàê, íàìè äîêàçàíà

Òåîðåìà (Î ïèôàãîðîâûõ òðîéêàõ). Äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

a2 + b2 = c2

èìååò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè a è b)

a = k · (q2 − p2), b = k · (2pq), c = k · (q2 + p2),

ãäå p è q � âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà, èìåþùèå ðàçíóþ ÷åò-

íîñòü, k � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé ÷àñòî íåîáõîäèìî äëÿ

ïîëó÷åíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà, íî íàñòîÿùàÿ èäåÿ ïðèâåäåííîãî

äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû äëÿ ïèôàãîðîâûõ òðîåê íå â íèõ, à â ãåî-

ìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, ïðèâîäÿùåé ê ðàöèîíàëüíîñòè êîîðäèíàò

òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè ñ ïðÿìîé ñ ðàöèîíàëüíûì íàêëîíîì

t.

Åñëè ìû òåïåðü âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ

2a2 + 3b2 = 5c2,

òî íàì ïîòðåáóåòñÿ èñêàòü ðàöèîíàëüíûå òî÷êè íà ñëåäóþùåé êðè-

âîé:

2x2 + 3y2 = 5,

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ýëëèïñîì.

Ëåãêî íàéòè íà äàííîì ýëëèïñå ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó. Ðàññìîòðèì,

íàïðèìåð, (−1,−1) è ïðîâåäåì ÷åðåç íåå ïó÷îê ïðÿìûõ âèäà y =

t(x + 1) − 1. Êîãäà ìåíÿåòñÿ ïàðàìåòð t, ïðÿìàÿ âðàùàåòñÿ âîêðóã

òî÷êè (−1,−1).

Ïðîäåëàâ àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó, ìû ïîëó÷àåì ïàðàìåòðèçàöèþ

ýëëèïñà {
x = 2+6t−3t2

2+3t2

y = 4t+6t2

2+3t2
.
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Çíà÷èò, âñå öåëûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ 2a2 + 3b2 = 5c2 çàäàþòñÿ

ôîðìóëàìè 
a = k · (2q2 + 6pq − 3p2)

b = k · (4pq + 6p2)

c = k · (2q2 + 3p2).

Â ïðèâåäåííîì ðåøåíèè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïåðâûé øàã � âû-

áîð ðàöèîíàëüíîé òî÷êè íà êðèâîé, ïîýòîìó âîçíèêàåò âîïðîñ: êîãäà

íà êðèâîé αx2 + βy2 = γ íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ðàöèîíàëüíàÿ òî÷-

êà? Ýòî îòíþäü íå ïðîñòîé âîïðîñ, îòâåò íà êîòîðûé ìû ïðèâåäåì â

ðàçäåëå VIII.2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü çäåñü èãðàåò òåîðèÿ

ñðàâíåíèé è êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû, êîòîðûì è ïîñâÿùåíà ãëàâà VIII.

4. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû

Èäåÿ ïîèñêà ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà êðèâîé, çàäàííîé äàííûì äèî-

ôàíòîâûì óðàâíåíèåì, îêàçûâàåòñÿ ïëîäîòâîðíîé è â äðóãèõ ñëó÷à-

ÿõ, ÷òî ìû ñåé÷àñ ïðîäåìîíñòðèðóåì.
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Ïîïðîáóåì îòûñêàòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

y2 = x3 + x2 = x2(x + 1).

Áóäåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåííûì ñëó÷àåì ïèôàãîðî-

âûõ òðîåê. Íàðèñóåì íà ïëîñêîñòè (x, y) êðèâóþ, çàäàííóþ äàííûì

óðàâíåíèåì, è ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó (0, 0), ïðèíàäëåæàùóþ êðèâîé,

ïó÷îê ïðÿìûõ âèäà y = tx.

Ëþáàÿ ïðÿìàÿ èç ïó÷êà ïåðåñåêàåò êðèâóþ åùå â îäíîé òî÷êå.

Âû÷èñëèì åå êîîðäèíàòû. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ

ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî x è y{
y2 = x3 + x2

y = tx
⇔

{
t2x2 = x3 + x2

y = tx
⇔

{
x2(x− t2 + 1) = 0

y = tx.

Ïåðâîå óðàâíåíèå èìååò èçâåñòíûé íàì êîðåíü x = 0 (òàê êàê ïðÿ-

ìàÿ ïðîâåäåíà ÷åðåç òî÷êó (0, 0)). Èíòåðåñóþùèé íàñ íåòðèâèàëüíûé

êîðåíü èìååò âèä

x = t2 − 1,

îòêóäà âûòåêàåò, ÷òî

y = tx = t(t2 − 1).
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Èòàê, èñêîìûå êîîðäèíàòû åñòü{
x = t2 − 1

y = t(t2 − 1).

Ìû íå áóäåì çàíèìàòüñÿ îïèñàíèåì âñåõ ðåøåíèé èñõîäíîãî óðàâ-

íåíèÿ, êàê ìû ñäåëàëè â ñëó÷àå ïèôàãîðîâûõ òðîåê. Îäíàêî, ïî-

ëó÷åííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ïîçâîëÿåò ìãíîâåííî óêàçàòü áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

y2 = x3 + x2

� ëþáîå t ∈ Z äàåò íàì òàêîå ðåøåíèå, ÷òî óæå î÷åíü íåìàëî,

ó÷èòûâàÿ ñëîæíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ âîïðîñîâ.

Êëàññ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé (êðèâûõ íà ïëîñêîñòè), äëÿ êî-

òîðûõ àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò íàõîäèò ðåøåíèÿ íå

òàê âåëèê, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ. Ñòîèò ëèøü íåìíîãî èçìåíèòü

óñëîâèå...

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå, î÷åíü ïîõîæåå íà ïðåäûäóùåå, à èìåííî

y2 = x3 − x = x(x− 1)(x + 1).

Ïîïðîáóåì äåéñòâîâàòü ïî àíàëîãèè. Íàðèñóåì íà ïëîñêîñòè (x, y)

êðèâóþ, çàäàííóþ äàííûì óðàâíåíèåì, è ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó (0, 0),

ïðèíàäëåæàùóþ êðèâîé, ïó÷îê ïðÿìûõ âèäà y = tx.

Âèäíî, ÷òî ïðîâåäåííûå ïðÿìûå ïåðåñåêàþò êðèâóþ â äâóõ òî÷-

êàõ, íå ñ÷èòàÿ òî÷êó (0, 0). Ïîïðîáóåì íàéòè èõ êîîðäèíàòû, ðåøèâ

ñëåäóþùóþ ñèñòåìó{
y2 = x3 − x
y = tx

⇔

{
t2x2 = x3 − x
y = tx

⇔

{
x(x2 − t2x− 1) = 0

y = tx.

Ïîïûòêà æå îòûñêàòü ðàöèîíàëüíûå ïî t ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x2 − t2x− 1 = 0,

íå ïðèâîäèò ê óñïåõó. Â ÷åì æå äåëî? Âîçìîæíî, ìû íåóäà÷íî

âûáðàëè íà÷àëüíóþ òî÷êó? Èëè ïðîâåëè íå òîò ïó÷îê ïðÿìûõ?
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Çàìå÷àíèå. Â ýòîì ñëó÷àå â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ïðÿìûå èç íà-

øåãî ïó÷êà ïåðåñåêàþò êðèâóþ íå â îäíîé, à â äâóõ òî÷êàõ, íå

ñ÷èòàÿ òî÷êè (0, 0). Ìîæíî áûëî áû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èìåííî ýòîò

ôàêò ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì ê ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçàöèè êðè-

âîé. Îäíàêî ýòî íå òàê. Åñëè áû ìû îãðàíè÷èëèñü, íàïðèìåð, ëåâûì

îâàëîì, êîòîðûé ïðÿìûå èç ïó÷êà ïåðåñåêàþò òîëüêî â îäíîé òî÷êå,

íå ñ÷èòàÿ (0, 0), òî âñå ðàâíî íå ñìîãëè áû ïîëó÷èòü åãî ðàöèîíàëü-

íóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.

Â äåéñòâèòåëüíîñòè, êàêîé áû ìû ïó÷îê íè ïðîâåëè è êàêóþ

áû òî÷êó íè âûáðàëè, ñèòóàöèÿ áûëà áû àíàëîãè÷íîé. Íåâîçìîæíî

óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ðàöèîíàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó

ïðÿìîé (ñ ïàðàìåòðîì t) è êðèâîé y2 = x3 − x (èëè åå ñâÿçíûìè

êîìïîíåíòàìè), íàïîäîáèå òåõ, ÷òî ìû óñòàíîâèëè â ïðåäûäóùèõ

ñëó÷àÿõ. Ïðè÷èíîé òîìó ñëóæèò ôóíäàìåíòàëüíîå îòëè÷èå ìåæäó

ïðÿìîé è êðèâîé y2 = x3 − x, î êîòîðîì ìû ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ.

Â ÷åì ñîñòîèò èñòèííàÿ ïðè÷èíà ðàöèîíàëüíîñòè îêðóæíîñòè?

Ìîæíî ëè êàê-òî ïî âèäó óðàâíåíèÿ ïîíÿòü, âîçìîæíà ëè ðàöèîíàëü-

íàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé êðèâîé? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äà.
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Äëÿ ýòîãî íàì íåîáõîäèìî ââåñòè íîâîå ïîíÿòèå.

Ñ ëþáûì óðàâíåíèåì

P (x, y) = 0,

ãäå P � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè d, ìîæíî ñâÿçàòü íå

òîëüêî êðèâóþ, íî è íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü, íàçûâàåìóþ ðèìàíîâîé.

Çàìå÷àíèå (äëÿ òåõíè÷åñêè ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ). Äëÿ ýòîãî

íåîáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü êðèâóþ íå íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ, à

íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Òîãäà óðàâíåíèå áóäåò çàäàâàòü îäíî-

ìåðíóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ â êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè

CP2, ò.å. äâóìåðíûé îáúåêò ñ âåùåñòâåííîé òî÷êè çðåíèÿ � èñêîìóþ

ïîâåðõíîñòü.

Ñ óðàâíåíèåì x2 + y2 = 1 è îêðóæíîñòüþ ñâÿçàíà ñôåðà. À êðè-

âûå, çàäàííûå óðàâíåíèåì áîëåå âûñîêîé ñòåïåíè, ïðèâîäÿò ê áîëåå

ñëîæíûì ïîâåðõíîñòÿì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå óðàâíåíèÿ y2 = x3 − x
ïîëó÷èòñÿ òîð èëè ñôåðà ñ îäíîé ðó÷êîé!

Â îáùåì ñëó÷àå ñ óðàâíåíèåì P (x, y) = 0 îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàíà

ñôåðà ñ íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ðó÷åê.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ðó÷åê g íàçûâàåòñÿ ðîäîì ïîâåðõíîñòè.

Çíàÿ ñòåïåíü d ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîãî÷ëåíà, äîâîëüíî ëåãêî íàé-

òè ðîä ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè. Óðàâíåíèå P (x, y) = 0, ãäå P

� ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè d, çàäàåò íà ïëîñêîñòè

(x, y) êðèâóþ. Òàêèå êðèâûå íàçûâàþòñÿ ïëîñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè

êðèâûìè. Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ íå èìååò îñîáåííîñòåé,

ò.å. ¾ïëîõèõ¿ òî÷åê íàïîäîáèå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ (êàê ó êðèâîé
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y2 = x3 + x2 â òî÷êå (0, 0)) èëè ¾êëþâîâ¿ (êàê ó êðèâîé y2 = x3 â

òî÷êå (0, 0)).

Êðèâàÿ y2 = x3 ñ îñîáåííîñòüþ â âèäå êëþâà.

Òîãäà ðîä ñîîòâåòñòâóþùåé ïîâåðõíîñòè ìîæíî îòûñêàòü ïî ïðî-

ñòîé ôîðìóëå Ðèìàíà-Ãóðâèöà

g =
(d− 1)(d− 2)

2
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî òîëüêî êðèâûå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõ-



V.4. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ýëëèïòè÷åñêèå èíòåãðàëû 127

íîñòè ðîäà 0 (ñôåðû), äîïóñêàþò âîçìîæíîñòü ðàöèîíàëüíîé ïàðà-

ìåòðèçàöèè, ïîýòîìó îíè íàçûâàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êðèâûìè. Åñëè

ïîâåðõíîñòü èìååò ðîä 1 (òîð), òî ñîîòâåòñòâóþùèå êðèâûå ïðåäñòàâ-

ëÿþò ñîáîé çàìå÷àòåëüíûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, âñòðå÷àþùèéñÿ â

ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Îíè íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè

êðèâûìè.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå áåç îñîáåííîñòåé íå ìîãóò áûòü ðàöèîíàëü-

íî ïàðàìåòðèçîâàíû, ïîýòîìó âîïðîñ íàëè÷èÿ íà íèõ ðàöèîíàëüíûõ

òî÷åê ïðåäñòàâëÿåò áîëüøóþ ñëîæíîñòü. Èìåííî íàëè÷èå îñîáåííî-

ñòåé ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ñóùåñòâîâàíèÿ ðàöèîíàëüíîé ïàðàìåòðèçà-

öèè ó êðèâûõ y2 = x3 + x2 è y2 = x3.

Çàìå÷àíèå. Íåñìîòðÿ íà ñâîå íàçâàíèå, ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå èìåþò

ê ýëëèïñàì âåñüìà îòäàëåííîå îòíîøåíèå.

Åùå â III â. äî í.ý. äðåâíåãðå÷åñêèé ó÷åíûé Àïîëëîíèé çàíè-

ìàëñÿ èññëåäîâàíèåì êîíè÷åñêèõ ñå÷åíèé, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò èç

ñåáÿ ýëëèïñ, ïàðàáîëó èëè ãèïåðáîëó â çàâèñèìîñòè îò óãëà íàêëîíà

ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

Circle

Ellipse

Parabola

Hyperbola

Ýëëèïñ, ïàðàáîëà è ãèïåðáîëà êàê ñå÷åíèÿ êðóãîâîãî êîíóñà.

Íåñìîòðÿ íà ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Àïîëëîíèåì, íåêî-

òîðûå âîïðîñû îñòàëèñü áåç îòâåòà. Îäíèì èç òàêèõ âîïðîñîâ áûëî
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âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ýëëèïñà (äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ýëëèïñà �

îêðóæíîñòè îòâåò áûë õîðîøî èçâåñòåí äðåâíèì ãðåêàì).

Ñïóñòÿ ïî÷òè äâå òûñÿ÷è ëåò â 1609 ãîäó Èîãàíí Êåïëåð ïóáëèêó-

åò çíàìåíèòûå çàêîíû äâèæåíèÿ ïëàíåò, ïåðâûé èç êîòîðûõ ãëàñèò:

¾Êàæäàÿ ïëàíåòà Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ ïî ýëëèïñó, â îä-

íîì èç ôîêóñîâ êîòîðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå¿. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à

âû÷èñëåíèÿ äëèíû äóãè ýëëèïñà ïðèîáðåòàåò âàæíåéøåå çíà÷åíèå �

ïîäñ÷åò äëèíû îðáèòû ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Óñèëèÿìè Íüþòîíà âî âòîðîé ïîëîâèíå XVII âåêà áûëî ðàçâèòî

äèôôåðåíöèàëüíî-èíòåãðàëüíîå èñ÷èñëåíèå. Áëàãîäàðÿ ýòîé òåõíè-

êå, âû÷èñëåíèå äëèíû äóãè ýëëèïñà ñâîäèòñÿ ê ïîäñ÷åòó èíòåãðàëà

L =

x1∫
x0

√
a2 − k2x2

a2 − x2
dx,

êîòîðûé ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ ýëëèïòè÷åñêèì èíòåãðàëîì. Ê ñîæàëå-

íèþ, äàííûé èíòåãðàë íåëüçÿ âû÷èñëèòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåí-

òàðíûõ ôóíêöèé.

Ïîäîáíûå èíòåãðàëû èññëåäîâàëèñü òàêèìè âåëèêèìè ìàòåìàòè-

êàìè, êàê Ëåæàíäð, Àáåëü è ßêîáè, ÷òî ïðèâåëî èõ ê îòêðûòèþ

ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ðå÷ü èäåò î ôóíêöèÿõ, îáðàòíûõ ýëëèï-

òè÷åñêèì èíòåãðàëàì, ïîòîìó îíè è íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè.

Ñàìàÿ èçâåñòíàÿ èç òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ â êîì-

ïëåêñíîì àíàëèçå, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè, ìàòåìàòè÷åñêîé ôè-

çèêå è ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ

ïè-ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà ℘. Êàêèì îáðàçîì òàêèå ôóíêöèè ñâÿçàíû

ñ êðèâûìè?!

Åñëè ýëëèïòè÷åñêóþ êðèâóþ íåëüçÿ ïàðàìåòðèçîâàòü ñ ïîìîùüþ

ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, òî ñ ïîìîùüþ êàêèõ ìîæíî? Îêàçûâàåòñÿ,

ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ ïàðìåòðèçàöèÿ íåîñîáûõ ýëëèïòè÷åñêèõ

êðèâûõ {
x = ℘(t)

y = ℘′(t),
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ãäå ℘ � ýëëèïòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, à ℘′ � åå ïðîèçâîä-

íàÿ. Äàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó ôóíêöèè ℘ è ℘′

ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

(℘′)2 = 4℘3 − g2℘− g3,

ãäå g2 è g3 � íåêîòîðûå êîíñòàíòû. Èìåííî ïîýòîìó êðèâûå, çàäàí-

íûå óðàâíåíèÿìè âèäà (îò ñëàãàåìîãî x2 ëåãêî èçáàâèòüñÿ ñ ïîìîùüþ

çàìåíû êîîðäèíàò)

y2 = x3 + ax + b,

è íàçûâàþòñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè.

×òî êàñàåòñÿ êðèâûõ, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòè ðîäà

g > 1, òî â 1922 ãîäó àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ëóèñîì Ìîðäåëëîì

áûëà âûäâèíóòà ãèïîòåçà î òîì, ÷òî íà íèõ ñîäåðæèòñÿ ëèøü êî-

íå÷íîå ÷èñëî ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê. Ýòà ãèïîòåçà ñòàëà òåîðåìîé

áëàãîäàðÿ íåìåöêîìó ìàòåìàòèêó Ãåðäó Ôàëüòèíãñó, êîòîðûé äîêà-

çàë åå â 1983 ãîäó. Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäîâàëî, ÷òî

óðàâíåíèå an + bn = cn ïðè n > 4 èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî âçàèì-

íî ïðîñòûõ ðåøåíèé (òàê íàçûâàåìàÿ ñëàáàÿ ôîðìà âåëèêîé òåîðåìû

Ôåðìà), ïîñêîëüêó ðîä ïîâåðõíîñòè, ñâÿçàííîé ñ êðèâîé xn + yn = 1,

áîëüøå 1 ïðè n > 4.

Ðîä ïîâåðõíîñòè îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàí ñî ìíîãèìè óäèâèòåëüíûìè

ÿâëåíèÿìè. Â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âû ñòîëêíåòåñü ñ èí-

òåãðàëàìè âäîëü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé îò ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè

I =

∫
f(x,y)=0

R(x, y)dx,

ãäå f � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x, y, à R � ðàöèîíàëüííàÿ ôóíê-

öèÿ, ò.å. îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ îò ïåðåìåííûõ x, y. Òàêèå èíòåãðà-

ëû íàçûâàþò àáåëåâûìè. Íàïðèìåð,
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∫ √
x2 + 1dx,∫

1√
x2 + 1

dx,∫
1√

x3 + x + 1
dx,∫

1√
x4 − 1

dx.

Íåêîòîðûå èç ýòèõ èíòåãðàëîâ ìîæíî ¾âçÿòü ÿâíî¿, ò.å. âûðàçèòü

ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Äðóãèå � íåò. Â ÷åì ïðè÷èíà

ýòîãî ÿâëåíèÿ? Â êóðñàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà âàñ áóäóò ó÷èòü

ìíîãî÷èñëåííûì ïðèåìàì è ôîðìóëàì, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ¾âçÿòü¿

èíòåãðàëû âèäà ∫
R(x,

√
ax2 + bx + c)dx.

Îäíèì èç òàêèõ ïðèåìîâ áóäóò ïîäñòàíîâêè Ýéëåðà, êîòîðûå ñâî-

äÿò òàêèå èíòåãðàëû ê ýëåìåíòàðíûì. Òàê âîò ýòè ïîäñòàíîâêè íå

áîëåå ÷åì ðàöèîíàëüíàÿ ïàðìåòðèçàöèÿ ðèìàíîâîé ïîâåðõíîñòè êðè-

âîé y2 = ax2 + bx + c! Ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü áóäåò ñôåðîé, ïîýòîìó

è áóäåò äîïóñêàòü ðàöèîíàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ. Ïîýòîìó àáåëå-

âû èíòåãðàëû ñâîäÿòñÿ ê èíòåãðàëàì îò ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé è

¾áåðóòñÿ ÿâíî¿. À åñëè ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü èìå-

åò ðîä áîëüøå 0, òî ïðîèíòåãðèðîâàòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ íå

óäàñòñÿ. Íàïðèìåð, çàêîí êîëåáàíèé íåëèíåéíîãî ìàÿòíèêà äàåòñÿ

ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

t(X) =

X∫
X0

dx√
x3 + ax + b

.

t(X) íå óäàñòñÿ ÿâíî âûðàçèòü â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ ïåðåìåííîé

X , ïîñêîëüêó ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü êðèâîé Y 2 = X3 + aX + b èìååò
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ðîä, ðàâíûé 1. Ïî ýòîé æå ïðè÷èíå òðóäíî âû÷èñëèòü äëèíó îðáèòû

ïëàíåòû Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû.

Ïîðàçèòåëüíàÿ èäåÿ ñâÿçàòü ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé ñ

ïîèñêîì ðàöèîíàëüíûõ òî÷åê íà ðàçëè÷íûõ êðèâûõ, êîòîðàÿ òàêæå

ïðèâîäèò ê èçó÷åíèþ ïîâåðõíîñòåé ðàçëè÷íîãî ðîäà, îêàçàëà ðåøà-

þùåå âëèÿíèå íå òîëüêî íà òåîðèþ ÷èñåë, îíà òàêæå îáúåäèíèëà

âìåñòå òåîðèþ ÷èñåë, àëãåáðó, ãåîìåòðèþ è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå

äèñöèïëèíû, ïîäñòåãíóâ èõ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå. Ðîä ïîâåðõíîñòåé,

â ñâîþ î÷åðåäü, îòâå÷àåò íå òîëüêî çà ðåøåíèå äèîôàíòîâûõ óðàâ-

íåíèé, íî è çà ýëåìåíòàðíîñòü àáåëåâûõ èíòåãðàëîâ, çà òîïîëîãèþ

ïîâåðõíîñòåé è ìíîãîå äðóãîå. Âíîâü è âíîâü ìû íàáëþäàåì, ÷òî ìà-

òåìàòèêà åäèíà êàê íàóêà è ÷òî îñíîâíûå åå äîñòèæåíèÿ ñâÿçàíû ñ

åå åäèíñòâîì.



Ãëàâà VI

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïðîãðåññèè è ôóíêöèÿ

Ýéëåðà

1. Ïåðèîäè÷íîñòü îñòàòêîâ

Åùå îäíèì èíòåðåñíûì îáúåêòîì, ñâÿçàííûì ñ îñòàòêàìè, ÿâëÿåòñÿ

ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ {ak} ïî ìîäóëþ m. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðå-

íèÿ íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ.

k 0 1 2 3 4 5

2k (mod 7) [1 2 4] 1 2 4

k 0 1 2 3 4 5 6

2k (mod 10) 1 [2 4 8 6] 2 4

k 0 1 2 3 4 5 6 7

2k (mod 48) 1 2 4 8 [16 32] 16 32

k 0 1 2 3 4 5

6k (mod 10) 1 [6] 6 6 6 6

k 0 1 2 3 4 5

6k (mod 16) 1 6 4 8 [0] 0

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

3k (mod 17) [1 3 9 10 13 5 15 11 16 14 8 7 4 12 2 6] 1

Âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìåñòà, îñòàòêè íà÷èíàþò ïîâòî-

ðÿòüñÿ: âîçíèêàåò ¾ïåðèîä¿ (â òàáëèöàõ îí âûäåëåí êâàäðàòíûìè

ñêîáêàìè), êîòîðûé ïîâòîðÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç. Ïðè ýòîì ïå-

ðèîä ìîæåò íà÷èíàòüñÿ íå ñ ïåðâîãî îñòàòêà, è äëèíà ýòîãî ïåðèîäà

ìîæåò áûòü êàê î÷åíü ìàëåíüêîé, òàê è î÷åíü áîëüøîé.
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Âåëèêèé ìàòåìàòèê Âëàäèìèð Èãîðåâè÷ Àðíîëüä ÷àñòî ãîâîðèë,

÷òî ìàòåìàòèêà � ýòî ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè, â êîòîðîì ýêñ-

ïåðèìåíòû ñòîÿò êîïåéêè. Êàê ôèçèê, òàê è ìàåòìàòèê, ñòàâÿò ýêñïå-

ðèìåíòû è íàáëþäàþò ÿâëåíèÿ. Òåîðèÿ ÷èñåë îñîáåííî õîðîøà òåì,

÷òî äàåò âîçìîæíîñòü íàáëþäàòü ìíîæåñòâî ÿâëåíèé. Íàïðèìåð,

ïåðèîäè÷íîñòü ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé ïî ðàçíûì ìîäóëÿì.

Ýòè íàáëþäåíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà (Î ïåðèîäè÷íîñòè îñòàòêîâ). Äëÿ êàæäîé ãåîìåòðè÷åñêîé

ïðîãðåññèè {ak} ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî T ∈ N (íà-

çûâàåìîå äëèíîé ïåðèîäà), ÷òî

ak+T ≡ ak (mod m) äëÿ âñåõ k > k0,

ïðè÷åì âñå

ak0, ak0+1, ak0+2 . . . ak0+(T−1)

ðàçëè÷íû ïî ìîäóëþ m (ìíîæåñòâî ýòèõ îñòàòêîâ íàçûâàåòñÿ

ïåðèîäîì).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ýëåìåíòû íàøåé ïðîãðåññèè ïî ìîäó-

ëþ m:

a0, a1, a2, a3 . . .

Ò.ê. íàøà ïðîãðåññèÿ áåñêîíå÷íà, à îñòàòêîâ íå áîëåå m, íàéäóòñÿ

òàêèå íîìåðà k < l, ÷òî ak ≡ al (mod m).

Âûáåðåì íàèìåíüøåå òàêîå k0, ÷òî a
k0 ≡ al (mod m) äëÿ íåêîòî-

ðîãî l. Òåïåðü çàôèêñèðóåì k0 è âûáåðåì íàèìåíüøåå l0 > k0, äëÿ

êîòîðîãî ak0 ≡ al0 (mod m) (ïðîäóìàéòå ýòîò ìîìåíò! Ýòî äîâîëü-

íî ñëîæíûé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà!). Ïîëîæèì òåïåðü T = l0 − k0.

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî T � ýòî íàø èñêîìûé ïåðèîä.

Î÷åâèäíî, ÷òî ak0+T ≡ ak0 (mod m). Ïóñòü òåïåðü k > k0 � ïðîèç-

âîëüíûé íîìåð. Äîìíîæèì íàøå ñðàâíåíèå íà ak−k0. Ïîëó÷èì, ÷òî

ak+T ≡ ak (mod m).

Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî âñå

ak0, ak0+1, ak0+2 . . . ak0+(T−1)
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ðàçëè÷íû. Ýòî ñëåäóåò èç ìèíèìàëüíîñòè l0: ìû âûáðàëè åãî òàê,

÷òîáû âñå

ak0, ak0+1, ak0+2 . . . al0−1 = ak0+(T−1)

áûëè áû ðàçëè÷íû.

Òåì ñàìûì íàøà òåîðåìà äîêàçàíà.

Âîçâðàùàÿñü ê íàáëþäåíèþ ïðèìåðîâ, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

íåñêîëüêî âîïðîñîâ:

• Ïî÷åìó â íåêîòîðûõ ïðîãðåññèÿõ âñòðå÷àåòñÿ 1, à â äðóãèõ íåò?
• Êîãäà k0 = 1?

• Êàê âû÷èñëèòü äëèíó ïåðèîäà T , çíàÿ a è m?

Äàäèì îòâåò íà ïåðâûå äâà èç ïîñòàâëåííûõ âîïðîñîâ.

Óòâåðæäåíèå. Â ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè {ak} ïî ìîäóëþ m

âñòðå÷àåòñÿ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(a,m) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåìû î äåëèòåëÿõ åäèíèöû â Zm.
Äåéñòâèòåëüíî, ïî òåîðåìå î ïåðèîäè÷íîñòè îñòàòêîâ ñóùåñòâóåò

òàêîå T ∈ N, ÷òî

ak+T ≡ ak (mod m) äëÿ âñåõ k > k0.

Ïî òåîðåìå î äåëèòåëÿõ åäèíèöû

ak+T ≡ ak (mod m) ⇔ aT ≡ 1 (mod m),

òàê êàê ÍÎÄ(ak,m) = 1.

Ñëåäñòâèå. k0 = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(a,m) = 1.

×òî êàñàåòñÿ âîïðîñà î âû÷èñëåíèè äëèíû ïåðèîäà, òî îòâåò íà

íåãî íåèçâåñòåí.

Çàìåòèì, ÷òî ïîõîæàÿ ñèòóàöèÿ ñ âîçíèêíîâåíèåì ïåðèîäà ïîÿâ-

ëÿåòñÿ ïðè îáðàùåíèè îáûêíîâåííûõ äðîáåé â äåñÿòè÷íûå. ×òîáû

ïîëó÷èòü äåñÿòè÷íóþ çàïèñü äëÿ ÷èñëà m
n , íàäî ðàçäåëèòü óãîëêîì

m íà n. Ïðè òàêîé îïåðàöèè áóäåò âñåãäà ïîëó÷àòüñÿ äåñÿòè÷íàÿ
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äðîáü, îáëàäàþùàÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìå-

ñòà, â íåé ïîâòîðÿåòñÿ îäíà è òà æå ãðóïïà öèôð, ò.å. äåñÿòè÷íàÿ

äðîáü áóäåò ïåðèîäè÷åñêîé. Íàïðèìåð,

1

5
= 0, 200000 . . . = 0, 2;

1

3
= 0, 333333 . . . = 0, (3);

1

7
= 0, 142857142 . . . = 0, (142857);

5

14
= 0, 357142857 . . . = 0, 3(571428).

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà. Áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàöè-

îíàëüíîìó ÷èñëó m
n , ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äåëåíèè m íà n ìîæåò ïîëó÷èòüñÿ íå áîëåå

÷åì n ðàçëè÷íûõ îñòàòêîâ: 0, 1, . . . , n − 1. Ïîýòîìó ñðåäè n èäó-

ùèõ ïîäðÿä îñòàòêîâ äîëæíû áûòü õîòÿ áû äâà îäèíàêîâûõ. Íî

ïîâòîðåíèå îñòàòêîâ îçíà÷àåò è ïîâòîðåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ öèôð

â ÷àñòíîì, ò.å. ïåðèîäè÷íîñòü ïîëó÷àþùåéñÿ äåñÿòè÷íîé äðîáè.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ìãíîâåííî äîñòàâëÿåò ïðèìåðû ÷è-

ñåë, íå ÿâëÿþùèõñÿ ðàöèîíàëüíûìè. Òàêîâûì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ

÷èñëî

0, 101001000100001 . . . .

Çàìå÷àíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Êàæäîé

ïåðèîäè÷åñêîé äåñÿòè÷íîé äðîáè ñîîòâåòñòâóåò ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî.

Ïðè÷åì ýòî ÷èñëî ìîæíî ÿâíî ïðåäúÿâèòü! Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýòî

íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå è íàéäåì ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ðàâíî

äðîáè

0, 78(246).

Èìååì

0, 78(246) = 0, 78 + 0, 00(246).
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Êàê ïðåîáðàçîâàòü 0, 00(246)? Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ñîîáðàæå-

íèåì. Ïóñòü x = 0, 00(246). Òîãäà

x = 0, 00(246) ⇔ 100x = 0, (246) ⇔ 100000x = 246, (246) ⇔

100000x− 100x = 246 ⇔ 99900x = 246 ⇔ x =
246

99900
.

Òàêèì îáðàçîì,

0, 78(246) = 0, 78 + 0, 00(246) =
78

100
+

246

99900
=

6514

8325
.

Ñóùåñòâóåò ëè êàêàÿ-òî ñâÿçü ìåæäó ïåðèîäè÷íîñòüþ ãåîìåòðè÷å-

ñêèõ ïðîãðåññèé ïî ìîäóëþ è ïåðèîäè÷íîñòüþ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé?

Èìååì
m

n
= m · 1

n
.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè äåëåíèè 1 íà n óãîëêîì âû ïîëó÷àå-

òå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàòêîâ {10k} ïî ìîäóëþ n (ìû ïîëüçóåìñÿ

äåñÿòè÷íîé ñèñòåìîé ñ÷èñëåíèÿ äëÿ çàïèñè ÷èñåë). Òàêèì îáðàçîì,

ïîâåäåíèå ïðîãðåññèè {10k} ïî ìîäóëþ n íàïðÿìóþ ñâÿçàíî ñ ïîâå-

äåíèåì öèôð äåñÿòè÷íîé äðîáè 1
n, òåì ñàìûì, è m

n . Èç ïðîâåäåííîé

àíàëîãèè, íàïðèìåð, ìãíîâåííî ñëåäóåò îòâåò íà âîïðîñ: êàêèì îáûê-

íîâåííûì äðîáÿì ñîîòâåòñòâóþò êîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè (ò.å. ñ

ïåðèîäîì, ñîñòîÿùèì èç íóëåé), à êàêèì � áåñêîíå÷íûå?

Óòâåðæäåíèå. Ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó m
n ñîîòâåòñâóåò êîíå÷íàÿ äå-

ñÿòè÷íàÿ äðîáü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà n = 2k5l.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåñÿòè÷íàÿ äðîáü áóäåò êîíå÷íîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà íàéäåòñÿ òàêîå N , ÷òî

10N ≡ 0 (mod n),

òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé îñòàòîê ðàâåí 0 è äåëåíèå íà ýòîì îñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 10N ... n. Çíà÷èò, n = 2k5l.

Ìîæíî ëè óêàçàòü êàêóþ-òî áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î äëèíå

ïåðèîäà ñîîòâåòñòâóþùåé ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè èëè äåñÿòè÷-

íîé äðîáè? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äà. Íà÷íåì ñî ñëó÷àÿ ïðîñòîãî ìîäóëÿ.
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2. Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Ôåðìà çàìåòèë, ÷òî åñëè ðàññìàòðèâàòü ïðîñòîé ìîäóëü p, òî êàæäîå

öåëîå a, íå ñðàâíèìîå ñ 0, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Äàííûé ðåçóëüòàò áûë èì ñôîðìóëèðîâàí â ïèñüìå â 1640 ãîäó.

Äîêàçàòåëüñòâî Ôåðìà íå áûëî îïóáëèêîâàíî. Âïåðâûå äîêàçàòåëü-

ñòâî îïóáëèêîâàëè Ëåéáíèö, à çàòåì Ýéëåð.

Òåîðåìà (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Äëÿ ëþáîãî a ∈ Zp, a 6= 0 èìååò

ìåñòî ñðàâíåíèå

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü a = 4, p = 11. Ðàññìîòðèì ïðîãðåññèþ

{4n} ïî ìîäóëþ 11. Èìååì

1 → 4 → 5 → 9 → 3 → 1.

Òàêèì îáðàçîì,

45 ≡ 1 (mod 11) ⇒ 410 ≡ 1 (mod 11).

Çàìåòèì, ÷òî äëèíà ïåðèîäà ïðîãðåññèè {4n} ïî ìîäóëþ 11, ðàâíàÿ 5,

îêàçàëàñü äåëèòåëåì ÷èñëà 10 = 11−1. Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ

äðóãèìè îñòàòêàìè. Âûáåðåì îñòàòîê a1, êîòîðîãî íåò ñðåäè ÷ëåíîâ

ïðîãðåññèè, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {a1 · 4n−1}. Âûáèðàÿ
a1 = 2, ïîëó÷àåì

2 → 8 → 10 → 7 → 6 → 2.

Çàïèøåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò â âèäå òàáëèöû.

1 4 5 9 3

2 8 10 7 6

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû Z11, êîòîðûõ

ðîâíî 11 − 1 = 10, ñîäåðæàòñÿ â äàííîé òàáëèöå. Òîò ôàêò, ÷òî
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îíà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé, è îçíà÷àåò, ÷òî äëèíà åå ñòðîêè (äëè-

íà ïåðèîäà ïðîãðåññèè {4n}) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì îáùåãî êîëè÷åñòâà

ýëåìåíòîâ â íåé.

Ïðèâåäåì åùå îäèí ïðèìåð. Ïóñòü a = 3, p = 13. Ïîëó÷àåì òàáëèöó

1 3 9

2 6 5

4 12 10

7 8 11

È âíîâü äëèíà ïåðèîäà ïðîãðåññèè {3n}, ðàâíàÿ 3, îêàçûâàåòñÿ

äåëèòåëåì ÷èñëà 13− 1 = 12 íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Z13.

Òàêèì îáðàçîì,

33 ≡ 1 (mod 13) ⇒ 312 ≡ 1 (mod 13).

Ìîæåò îêàçàòüñÿ è òàê, ÷òî òàáëèöà áóäåò ñîñòîÿòü èç îäíîé

ñòðîêè. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå a = 3, p = 7.

1 3 2 6 4 5

Îòêóäà ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî 36 ≡ 1 (mod 7).

Äîêàæåì ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîãðåññèþ {an} ïî ìîäóëþ p.

ÍÎÄ(a, p) = 1. Â ñèëó äîêàçàííîãî íàìè óòâåðæäåíèÿ â íåé

âñòðåòèòñÿ 1

1 → a → a2 → . . . → aT−1 → aT ≡ 1.

Åñëè T = p − 1, òî òåîðåìà äîêàçàíà. Èíà÷å âûáåðåì íåíóëåâîé

a1 ∈ Zp, êîòîðîãî íåò â ïðîãðåññèè {an}, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {a1 · an}

a1 → a1 · a → a1 · a2 → . . . → a1 · aT−1 → a1.
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Åå äëèíà î÷åâèäíî ðàâíà T .

Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå èñ÷åðïàåì âñå íåíóëåâûå ýëå-

ìåíòû Zp. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó

1 a a2 . . . . . . aT−1

a1 a1a a1a
2 . . . . . . a1a

T−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak aka aka
2 . . . . . . aka

T−1

Â òàáëèöå p − 1 ýëåìåíòîâ. Â êàæäîé ñòðîêå T ýëåìåíòîâ, òàê

êàê ëþáàÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé óìíîæåíèåì íà ai. Ïîýòîìó

òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ðàçìåðà T ×k. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

aT ≡ 1 (mod p) ⇒ aT ·k = ap−1 ≡ 1 (mod p).

Çàìå÷àíèå. Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî äðóãèõ äîêàçàòåëüñòâ ìàëîé òåî-

ðåìû Ôåðìà. Íàïðèìåð, åå ìîæíî äîêàçàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû

î êîëîäå êàðò. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ýòîé ëåììû èìååì

(a · 1) · (a · 2) · . . . · (a · (p− 1)) ≡ 1 · 2 · . . . · (p− 1) (mod p)⇔
ap−1 · (1 · 2 · . . . · (p− 1)) ≡ 1 · 2 · . . . · (p− 1) (mod p).

Ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå, ïî òåîðåìå î äåëèòåëÿõ åäèíèöû ïîëó÷àåì

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Îäíàêî, ïðèâåäåííîå íàìè äîêàçàòåëüñòâî âñêðûâàåò ïðè÷èíó ÿâ-

ëåíèÿ, êîòîðàÿ íîñèò êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð: ïîñòðîåííûå íàìè

òàáëèöû ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíûìè.

Çàìå÷àíèå (äëÿ òåõíè÷åñêè ïîäãîòîâëåííîãî ÷èòàòåëÿ). Óìíîæåíèþ

íà a ∈ Zp ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ Zp. Îñòàòêó b ñòà-
âèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå îñòàòîê b · a. Ðàññìîòðåííûå íàìè òàáëèöû

åñòü íå ÷òî èíîå, êàê äèàãðàììû Þíãà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåñòà-

íîâîê. Îá èññëåäîâàíèè äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê âû ìîæåòå
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ïðî÷èòàòü â äîáàâëåíèè ¾Î ãåîìåòðèè äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê

Àðíîëüäà¿.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà ïîëåçíî âìåñòî ñðàâíåíèÿ ap−1 ≡ 1 (mod p) èñ-

ïîëüçîâàòü åãî ñëåäñòâèå, êîòîðîå âåðíî äëÿ ëþáîãî îñòàòêà, âêëþ-

÷àÿ 0: ap ≡ a (mod p).

Ñëåäñòâèå. Äëèíà ïåðèîäà ïðîãðåññèè {ak} ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p

ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà p− 1.

Çàìå÷àíèå. Íà îñíîâå ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ìîæåò áûòü îñóùåñòâ-

ëåí òàê íàçûâàåìûé òåñò ïðîñòîòû Ôåðìà. À èìåííî, ðàññìîòðèì

íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Åñëè íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíî a ∈ Zn òàêîå,

÷òî an−1 6≡ 1 (mod n), òî ÷èñëî n � ñîñòàâíîå. Îäíàêî, â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî n áóäåò ïðîñòûì, ïîñêîëüêó

âûïîëíåíèå ñðàâíåíèÿ an−1 ≡ 1 (mod n) äëÿ âñåõ a ∈ Zn ÿâëÿ-

åòñÿ íåîáõîäèìûì, íî íå äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïðîñòîòû ÷èñëà n.

×èñëî n, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñðàâíåíèå an−1 ≡ 1 (mod n), íà-

çûâàåòñÿ ïñåâäîïðîñòûì ïî îñíîâàíèþ a. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóþò

ñîñòàâíûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ ñðàâíåíèå an−1 ≡ 1 (mod n) âûïîëíÿ-

åòñÿ äëÿ âñåõ a, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. ýòè ÷èñëà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè

Êàðìàéêëà. Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî òàêèõ ÷èñåë. Âîò

íåñêîëüêî ïðèìåðîâ:

561 = 3 · 11 · 17

1105 = 5 · 13 · 17

1729 = 7 · 13 · 19

2465 = 5 · 17 · 29.

3. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ìîæíî ëè ñôîðìóëèðîâàòü àíàëîã

ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà äëÿ ñëó÷àÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ è, òåì ñàìûì,

ïîëó÷èòü äîïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ î äëèíå ïåðèîäà?

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî â ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà ïîÿâëÿåòñÿ ÷èñëî

p − 1. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåì êëþ÷åâóþ ðîëü
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èãðàëè äåëèòåëè åäèíèöû è ëåììà î êîëîäå êàðò. Êàê ýòî ÷èñëî ñâÿ-

çàíî ñ ïîëåì Zp? Ïðàâèëüíûé îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ ñîñòîèò
â òîì, ÷òî p−1 � ýòî êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ (äåëèòåëåé

åäèíèöû) â Zp.
Çíà÷èò, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ìîäóëÿ m ∈ Z íóæíî ðàññìàòðè-

âàòü òîëüêî îáðàòèìûå ýëåìåíòû â Zm.

Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî

Z∗m = {a ∈ Zm : a � îáðàòèìûé ýëåìåíò} =

= {a ∈ Zm : a � äåëèòåëü åäèíèöû} =

= {a ∈ Zm : ÍÎÄ(a,m) = 1}

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

Êàê ïðàâèëî, êàêîå áû òî íè áûëî ìíîæåñòâî ñàìî ïî ñåáå íå î÷åíü

èíòåðåñíî. Ñîäåðæàòåëüíàÿ òåîðèÿ ïîÿâëÿåòñÿ, êîãäà íà ìíîæåñòâå

çàäàíà êàêàÿ-ëèáî îïåðàöèÿ èëè îïåðàöèè. Ñêàæåì, ýëåìåíòû ìîæíî

ñêëàäûâàòü è/èëè ïåðåìíîæàòü. Åñëè ïðîàíàëèçèðîâàòü âñå, ÷òî ìû

ê ýòîìó ìîìåíòó îáñóæäàëè, òî êëþ÷åâîé îêàçûâàåòñÿ èìåííî âîç-

ìîæíîñòü ñêëàäûâàòü è ïåðåìíîæàòü ÷èñëà, ìíîãî÷ëåíû, îñòàòêè è

ïðî÷åå. Òåïåðü ïîÿâèëîñü íîâîå ìíîæåñòâî Z∗m. Êàêèå îïåðàöèè îíî

¾âûäåðæèâàåò¿?

Óòâåðæäåíèå. Z∗m çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ, ò.å. åñëè

a, b ∈ Z∗m, òî a · b ∈ Z∗m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a, b ∈ Z∗m, òî ïî îïðåäåëåíèþ a, b � äåëèòåëè

åäèíèöû â Zm. Ïîêàæåì, ÷òî a · b òàêæå áóäåò äåëèòåëåì åäèíèöû.

Äåéñòâèòåëüíî, ñóùåñòâóþò a−1, b−1 ∈ Zm. Êàê ëåãêî âèäåòü,

(a · b) · (b−1 · a−1) ≡ 1 (mod m),

ò.å. (a · b)−1 = b−1 · a−1.

Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Z∗m íå âûäåðæèâàåò ñëîæåíèÿ! Ò.å. ñóììà

äâóõ ýëåìåíòîâ Z∗m, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò Z∗m. Íàïðèìåð,
3 ∈ Z∗8, îäíàêî, 3 + 3 = 6 6∈ Z∗8.
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Çàìå÷àíèå. Âû óæå çíàêîìû ñ êîëüöàìè Z, Zm, R[x], Z[
√
−k], êî-

òîðûå âûäåðæèâàþò äâå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Òàêèå

ìíîæåñòâà êàê Q, R, Zp â ñëó÷àå ïðîñòîãî p, â êîòîðûõ ìîæíî òàêæå
äåëèòü, íàçûâàþòñÿ, êàê âû çíàåòå, ïîëÿìè.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òàêèå ïðèìåðû ìíîæåñòâ, êîòîðûå âûäåðæè-

âàþò òîëüêî îäíó îïåðàöèþ:

• Ìíîæåñòâî Z∗m ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ;

• Ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Sn ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ ñ îïåðà-

öèåé êîìïîçèöèè;

• Ìíîæåñòâî äâèæåíèé ïëîñêîñòè (ò.å. ïðåîáðàçîâàíèé ïëîñêîñòè,

ñîõðàíÿþùèõ ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè) Isom(E2) ñ îïåðàöèåé

êîìïîçèöèè.

• Ñèììåòðèè ôèçè÷åñêèõ çàêîíîâ, ò.å. ïðåîáðàçîâàíèÿ êîîðäèíàò,

ïðè êîòîðûõ çàêîí ñîõðàíÿåòñÿ, ñ îïåðàöèåé êîìïîçèöèè.

Òàê, çàêîíû ìåõàíèêè, äîëæíû ñîõðàíÿòüñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îä-

íîé èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ê äðóãîé.

Âûøåïåðå÷èñëåííûå ìíîæåñòâà ïîõîæè � îíè çàìêíóòû îòíîñèòåëü-

íî íåêîòîðîé îïåðàöèè, è ó êàæäîãî ýëåìåíòà åñòü îáðàòíûé. Äàííàÿ

ïîõîæåñòü òàêæå ôèêñèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì: òàêèå ìíîæåñòâà íà-

çûâàþòñÿ ãðóïïàìè.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ êëþ÷åâûì

äëÿ äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé: ñêîëüêî ýëåìåíòîâ â Z∗m?
Èíûìè ñëîâàìè, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõm

è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ íèì?

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ ϕ(m) = |Z∗m| íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ýéëåðà.

Çàìå÷àíèå. Îáû÷íî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ(m) ââîäèòñÿ êàê êîëè÷åñòâî

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ìåíüøèõ m è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m. Îäíàêî

òàêîå îïðåäåëåíèå íå ìîòèâèðîâàíî è íå ïîçâîëÿåò îáîáùàòü ôóíê-

öèþ Ýéëåðà íà äðóãèå êîëüöà. Î òàêèõ îáîáùåíèÿõ ñìîòðèòå â

Äîáàâëåíèÿõ.
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Åñòåñòâåííî ñïðîñèòü, êàêèì îáðàçîì ñâÿçàíû ϕ(m) è m. Ó íàñ

óæå áûëè ïðèìåðû ôóíêöèé, çàäàííûõ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ

÷èñåë, � τ -ôóíêöèÿ è σ-ôóíêöèÿ. ×òîáû âû÷èñëèòü èõ çíà÷åíèÿ,

ìû äîêàçûâàëè, ÷òî îíè îáëàäàþò ñâîéñòâîì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè.

Òàêèì æå îáðàçîì ìû âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêèè Ýéëåðà.

Òåîðåìà (î ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ýéëåðà). Äëÿ ëþáûõ

a, b ∈ N ñ óñëîâèåì ÍÎÄ(a, b) = 1 èìåååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b).

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì ðàññìîòðèì ïðèìåð. Ïóñòü a = 9, b = 4.

Ðàñïîëîæèì ÷èñëà îò 1 äî 36 â òàáëèöå ñëåäóþùèì îáðàçîì è âûäå-

ëèì ÷èñëà, êîòîðûå âçàèìíî ïðîñòû ñ 36.

1 2 3 4 5 6 7 8 9

10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25 26 27

28 29 30 31 32 33 34 35 36

Çàìåòèì, ÷òî âî âñåõ ñòîëáöàõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âûäåëåííûõ

÷èñåë, êàê è âî âñåõ ñòðîêàõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàñïîëîæèì ÷èñëà îò 1 äî ab â ïðÿìîóãîëüíóþ òàá-

ëèöó ðàçìåðîì a × b: â ïåðâîé ñòðîêå ÷èñëà îò 1 äî a, âî âòîðîé �

îò a + 1 äî 2a è ò.ä.

Êîëè÷åñòâî ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ab, åñòü ϕ(ab). Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, îíî ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ è ñ a, è ñ b.

Ïîñ÷èòàåì ýòî ÷èñëî äðóãèì ñïîñîáîì.

×èñëà èç òàáëèöû ïðåäñòàâèì â âèäå ka + r, ãäå r = 1, . . . , a è

k = 0, . . . , b− 1.

1. Çàôèêñèðóåì k. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ñòðîêó è ÷èñ-

ëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ a. Òàê êàê ÍÎÄ(ka+ r, a) = ÍÎÄ(r, a) = 1, òî

êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë â ñòðîêå ðàâíî ϕ(a).
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2. Çàôèêñèðóåì r. Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ñòîëáåö è

÷èñëà, âçàèìíî ïðîñòûå ñ a. Òàê êàê ÍÎÄ(a, b) = 1, òî ñðåäè

0 · a + r, 1 · a + r, . . . , (b− 1) · a + r

ïðåäñòàâëåíû âñå îñòàòêè ïî ìîäóëþ b.

Ïî÷åìó ìû ìîæåì ýòî óòâåðæäàòü?

Ïîñêîëüêó ÍÎÄ(a, b) = 1, ïî ëåììå î êîëîäå êàðò âñå îñòàòêè 0 ·a, 1 ·
a, . . . , (b − 1) · a ðàçëè÷íû. Ïðèáàâëåíèå îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà r

ê êàæäîìó èç íèõ íå ìåíÿåò êàðòèíû. Çíà÷èò, ïðè ôèêñèðîâàííîì r

÷èñåë âèäà ka + r, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ b, ðîâíî ϕ(b).

Òàêèì îáðàçîì, èìååòñÿ ϕ(a) ïîäõîäÿùèõ ñòîëáöîâ, â êàæäîì èç

êîòîðûõ ϕ(b) ïîäõîäÿùèõ ÷èñåë. Ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ïîäõîäÿùèõ

÷èñåë ϕ(a) · ϕ(b).

Óòâåðæäåíèå. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî, òî

ϕ(pα) = pα − pα−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî pα â òî÷íîñòè pα−1 øòóê,

êðàòíûõ p. Îñòàâøèåñÿ âçàèìíî ïðîñòû ñ pα.

Ñëåäñòâèå. Åñëè m = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k , òî

ϕ(m) = m ·
(

1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî.

ϕ(m) = ϕ(pα11 · . . . · p
αk
k ) = ϕ(pα11 ) · . . . · ϕ(p

αk
k )

= (pα11 − p
α1−1
1 ) · . . . · (pαkk − p

αk−1
k )

= pα11 ·
(

1− 1

p1

)
· . . . · pαkk ·

(
1− 1

pk

)
= m ·

(
1− 1

p1

)
· . . . ·

(
1− 1

pk

)
.

×òî ìû ìîæåì ñêàçàòü î ìíîæåñòâå çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà?
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Çíà÷åíèÿ ϕ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.

Çíà÷åíèÿ ϕ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 60.
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Åñëè òåïåðü ðàññìîòðåòü ãðàôèê íà áîëüøèõ ìàñøòàáàõ � äëÿ

ïåðâîé òûñÿ÷è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ìîæíî çàìåòèòü íåêîòîðûå

ðåãóëÿðíûå äåòàëè.

Çíà÷åíèÿ ϕ(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 1000.

Èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé î÷åíü ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìíî-

æåñòâî îòêðûòûõ âîïðîñîâ (íàïðèìåð, íå êàæäîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì ôóíêöèè Ýéëåðà è íåò ÿâíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà çíà-

÷åíèé: åñëè âàì äàíî ÷åòíîå ÷èñëî, íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíîãî

ñïîñîáà ïðîâåðèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îíî îäíèì èç çíà÷åíèé ôóíêöèè

Ýéëåðà). Ïîïðîáóéòå äîêàçàòü, ÷òî, íàïðèìåð, ÷èñëî 14 íå ÿâëÿåòñÿ

çíà÷åíèåì ôóíêöèè Ýéëåðà. Ïî÷åìó ìû ãîâîðèì èìåííî î ÷åòíûõ

÷èñëàõ? Äåëî â òîì, ÷òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà. ϕ(m) ÷åòíî ïðè m > 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. (a,m) = (m − a,m). Ñëåäîâàòåëüíî, ýëåìåíòû Z∗m
ðàçáèâàþòñÿ íà ïàðû. Åñëè æå a = m− a, òî (a,m) = (a, 2a) > 1 ïðè

m > 2.

Òåïåðü ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, îáîáùàþùåé ðåçóëüòàò
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Ôåðìà íà ñëó÷àé ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ.

Òåîðåìà (Ýéëåð). Äëÿ ëþáîãî a ∈ Z∗m âûïîëíåíî

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Êàê è â ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà, íà÷íåì ñ ïðèìåðà. Ïóñòü a = 5,m =

36 è ϕ(36) = 12. Ðàññìàòðèâàÿ óìíîæåíèå íà 5, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ

òàáëèöó.

1 5 25 17 13 29

7 35 31 11 19 23

Òàêèì îáðàçîì,

56 ≡ 1 (mod 36) ⇒ 512 ≡ 1 (mod 36).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîãðåññèþ {an} ïî ìîäóëþ m.

ÍÎÄ(a,m) = 1, ïîýòîìó â ñèëó äîêàçàííîãî íàìè óòâåðæäåíèÿ

â íåé âñòðåòèòñÿ 1

1 → a → a2 → . . . → aT−1 → aT ≡ 1.

Åñëè T = ϕ(m), òî òåîðåìà äîêàçàíà. Èíà÷å âûáåðåì a1 ∈ Z∗m,
êîòîðîãî íåò â ïðîãðåññèè {an}, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{a1 · an}

a1 → a1 · a → a1 · a2 → . . . → a1 · aT−1 → a1.

Åå äëèíà î÷åâèäíî ðàâíà T .

Ïðîäîëæèì ýòîò ïðîöåññ, ïîêà íå èñ÷åðïàåì âñå ýëåìåíòû Z∗m.
Ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó

1 a a2 . . . . . . aT−1

a1 a1a a1a
2 . . . . . . a1a

T−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ak aka aka
2 . . . . . . aka

T−1
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Â òàáëèöå ϕ(m) ýëåìåíòîâ. Â êàæäîé ñòðîêå T ýëåìåíòîâ, òàê

êàê ëþáàÿ ñòðîêà ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîé óìíîæåíèåì íà ai. Ïîýòîìó

òàáëèöà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ðàçìåðà T ×k. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

aT ≡ 1 (mod m) ⇒ aT ·k = aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Çàìå÷àíèå. Ïî àíàëîãèè ñ ìàëîé òåîðåìîé Ôåðìà òåîðåìó Ýéëåðà

ìîæíî òàêæå äîêàçàòü ñ ïðèâëå÷åíèåì ëåììû î êîëîäå êàðò.

Ïóñòü Z∗m = {a1, . . . , aϕ(m)}. Òîãäà ïî ëåììå î êîëîäå êàðò äëÿ Z∗m
èìååì

{a · a1, . . . , a · aϕ(m)} = Z∗m.
Çíà÷èò,

a1 · . . . · aϕ(m) ≡ (a · a1) · . . . · (a · aϕ(m)) ≡
≡ aϕ(m) · (a1 · . . . · aϕ(m)) (mod m) ⇔
aϕ(m) ≡ 1 (mod m)

Âïðî÷åì, äàííîå äîêàçàòåëüñòâî, êàê è â ñëó÷àå ïðîñòîãî ìîäóëÿ,

íå âñêðûâàåò ïðè÷èíû ÿâëåíèÿ.

Ñëåäñòâèå. Äëèíà ïåðèîäà ïðîãðåññèè {ak} ïî ìîäóëþ m ïðè óñëî-

âèè, ÷òî ÍÎÄ(a,m) = 1, ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà ϕ(m).

Âîçâðàùàÿñü ê òðåòüåìó èç ïîñòàâëåííûõ â íà÷àëå ãëàâû âîïðî-

ñîâ, îòâåò íà êîòîðûé íåèçâåñòåí, ïðèâåäåì èìåþùèåñÿ ýêñïåðèìåí-

òàëüíûå äàííûå (ñì. Àðíîëüä Â.È. ¾Ãðóïïû Ýéëåðà è àðèôìåòèêà

ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðîãðåññèé¿). Ðàññìîòðèì ïðîãðåññèþ {2k} ïî íå÷åò-
íûì ìîäóëÿì m. Íèæå ïðåäñòàâëåíû äàííûå î êîëè÷åñòâå ñòðîê N

â òàáëèöàõ è äëèíå ïåðèîäà T .

m 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39

N 1 1 2 1 1 1 2 2 1 2 2 1 1 1 6 2 2 1 2

T 2 4 3 6 10 12 4 8 18 6 11 20 18 28 5 10 12 36 12
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m 41 43 45 47 49 51 53 55 57 59 61 63 65 67 69 71 73 75

N 2 3 2 2 2 4 1 2 2 1 1 6 4 1 2 2 8 2

T 20 14 12 23 21 8 52 20 18 58 60 6 12 66 22 35 9 20

m 77 79 81 83 85 87 89 91 93 95 97 99

N 2 2 1 1 8 2 8 6 6 2 2 2

T 30 39 54 82 8 28 11 12 10 36 48 30

4. Ðîñò â ñðåäíåì ôóíêöèè Ýéëåðà

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà ϕ(m) âåäóò ñåáÿ ïðè ðîñòå m íåðåãóëÿð-

íî. ×òîáû èññëåäîâàòü ýòî ïîâåäåíèå, åãî íóæíî êàêèì-òî îáðàçîì

¾ðåãóëÿðèçîâàòü¿. Îäíèì èç ñïîñîáîâ ÿâëÿåòñÿ ðàññìîòðåíèå óñðåä-

íåííîé ôóíêöèè

ϕ̂(N) =
ϕ(1) + ϕ(2) + . . . + ϕ(N)

N
.

¾Ñêà÷êè¿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà êîìïåíñèðóþ äðóã äðóãà ïðè

ïîäñ÷åòå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðîñò óñðåä-

íåííîé ôóíêöèè áóäåò èññëåäîâàòü ëåã÷å. Èç ãðàôèêà ϕ̂ âèäíî, ÷òî

óñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ ðàñòåò ëèíåéíî.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèè f è g ðàñòóò â ñðåäíåì îäèíàêîâî, åñëè

îòíîøåíèå

f (1) + f (2) + . . . + f (N)

g(1) + g(2) + . . . + g(N)
=

∑
n6N

f (n)∑
n6N

g(n)

ñòðåìèòñÿ ê 1 ñ ðîñòîì N .

Áóäåì îáîçíà÷àòü òàêèå ôóíêöèè f∼̂g. Óñëîâèå f∼̂g îçíà÷àåò, ÷òî
ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå

f̂ (N) =
f (1) + f (2) + . . . + f (N)

N
è ĝ(N) =

g(1) + g(2) + . . . + g(N)

N
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Çíà÷åíèÿ ϕ̂(n) íà îòðåçêå îò 1 äî 100.

ñòðåìÿòñÿ ê ðàâåíñòâó ñ ðîñòîì N . Èìåííî ïîýòîìó è ãîâîðÿò, ÷òî

ôóíêöèè ðàñòóò â ñðåäíåì îäèíàêîâî.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå ñëîâà ¾ñòðåìèòñÿ¿ áóäåò äàíî âàì

â êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Íàøè ðàññóæäåíèÿ áóäóò íîñèòü

¾ïîëóýìïèðè÷åñêèé¿ õàðàêòåð, ÷òî íèñêîëüêî íå ïîìåøàåò ïîëó-

÷èòü æåëàåìûé ðåçóëüòàò è íå çàòìèò îñíîâíûå èäåè ðàçáèðàåìûõ

êîíñòðóêöèé.

Åñëè äëÿ ¾ñëîæíîé¿ ôóíêöèè f óäàñòñÿ íàéòè ¾ïðîñòóþ¿ g, êîòî-

ðàÿ ðàñòåò â ñðåäíåì òàê æå, òî ýòî äàñò èíôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè

ôóíêöèè f . Èññëåäóåì òàêèì îáðàçîì ôóíöèþ Ýéëåðà.

Èìååò ìåñòî óäèâèòåëüíàÿ

Òåîðåìà. Îòíîøåíèå

ϕ(1) + ϕ(2) + . . . + ϕ(N)

1 + 2 + . . . + N

ñòðåìèòñÿ ê 1/ζ(2) = 6/π2 ñ ðîñòîì N .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êâàäðàò ðàçìåðîì N × N â ïåðâîé

÷åòâåðòè êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ãðàôèê ìû óæå âèäåëè

â III.6. Öåëûå òî÷êè ñ âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè çàêðàøåíû.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî èõ â ýòîì êâàäðàòå.

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê ïîä ãëàâíîé äèàãîíàëüþ è åãî ñòîëáöû.

Âî âòîðîì ñòîëáöå ϕ(2) çàêðàøåííûõ òî÷åê, â òðåòüåì � ϕ(3) è òàê

äàëåå âïëîòü äî N -îãî, â êîòîðîì ϕ(N) çàêðàøåííûõ òî÷åê. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ãðàôèê ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè,

ïîýòîìó â íåì âñåãî

1 + 2 · (ϕ(2) + . . . + ϕ(N))

çàêðàøåííûõ òî÷åê (+1 ïîòîìó ÷òî íåîáõîäèìî ó÷åñòü òî÷êó (1,1)).

Èç ðàçäåëà III.6 ìû çíàåì, ÷òî äîëÿ çàêðàøåííûõ òî÷åê (âåðîÿò-

íîñòü íåñîêðàòèìîñòè ñëó÷àéíîé îáûêíîâåííîé äðîáè) ñòðåìèòñÿ ê
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1/ζ(2) = 6/π2 ñ ðîñòîì N . Âñåãî òî÷åê â êâàäðàòå N 2, ïîýòîìó

1 + 2 · (ϕ(2) + . . . + ϕ(N))

N 2
−→ 1/ζ(2) = 6/π2.

Èìååì

2 · (ϕ(1) + ϕ(2) + . . . + ϕ(N))

N 2
− 1 + 2 · (ϕ(2) + . . . + ϕ(N))

N 2
=

1

N 2
.

Ïðè ñòðåìëåíèè N ê áåñêîíå÷íîñòè 1/N 2 ñòðåìèòñÿ ê 0, è èì ìîæíî

ïðåíåáðå÷ü.

Èòàê, ìû èìååì

ϕ(1) + ϕ(2) + . . . + ϕ(N)
N2

2

−→ 1/ζ(2) = 6/π2.

Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî

1 + 2 + . . . + N =
N(N + 1)

2
=
N 2

2
+
N

2
.

Èç-çà ñëàãàåìîãî N/2 ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ìû ïîëó÷èëè íåïîä-

õîäÿùóþ ôóíêöèþ. Íî ïðè áîëüøèõ N ñëàãàåìîå N 2/2 íàìíîãî

ïðåâîñõîäèò N/2, ïîýòîìó ïîñëåäíèì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Èç âñåãî âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(n)∼̂ 6

π2
n.

Àíàëîãè÷íî ìîæíî èèñëåäîâàòü ðîñò â ñðåäíåì äðóãèõ àðèôìåòè-

÷åñêèõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, ñèãìà-ôóíêöèÿ èìååò ðîñò â ñðåäíåì

σ(n)∼̂π
2

6
n.

À âîò â ñëó÷àå òàó-ôóíêöèè ðîñò â ñðåäíåì óñòðîåí íåîæèäàííûì

îáðàçîì (îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ln ñìîòðè â I.2)

τ (n)∼̂ lnn.
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Ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ðîñò â ñðåäíåì.

Ñèãìà-ôóíêöèÿ è åå ðîñò â ñðåäíåì.
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Òàó-ôóíêöèÿ è åå ðîñò â ñðåäíåì.

Îá îáîáùåíèÿõ ôóíêöèè Ýéëåðà è èññëåäîâàíèè èõ ïîâåäåíèÿ âû

ìîæåòå ïðî÷èòàòü â äîáàâëåíèÿõ ¾Î ìàòðè÷íûõ àíàëîãàõ ôóíêöèè

Ýéëåðà¿ è ¾Î ôóíêöèè Ýéëåðà àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîëåö

âû÷åòîâ¿.



Ãëàâà VII

Ïî÷åìó ìíîãî÷ëåí íå ôóíêöèÿ

Â áîëüøèíñòâå øêîëüíûõ ó÷åáíèêîâ è ïîñîáèé äàåòñÿ ïðèìåðíî

òàêîå ¾îïðåäåëåíèå¿.

Ìíîãî÷ëåíîì îò îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà

a0 + a1x + a2x
2 + . . . + anx

n.

Âîîáùå ãîâîðÿ, ýòà ôðàçà îïðåäåëåíèåì íå ÿâëÿåòñÿ. Çäåñü ïðî-

ñòî îäíî ñëîâî � ¾ìíîãî÷ëåí¿, çàìåíåíî äðóãèì � ¾âûðàæåíèå¿.

À ÷òî òàêîå âûðàæåíèå? Äàæå åñëè íàì àêêóðàòíî ðàçúÿñíÿò, ÷òî

ýòî òàêîå, íåïîíÿòíî, çà÷åì òàêèå ñëîæíîñòè? Ïî÷åìó íåëüçÿ ïðî-

ñòî ñêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÷èñëó c ñòàâèò

â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

a0 + a1c + a2c
2 + . . . + anc

n,

ãäå n � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà?

È åùå. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà êàê ¾âû-

ðàæåíèÿ âèäà¿ â äàëüíåéøåì ïîïðîñòó èãíîðèðóåòñÿ, íàïðèìåð, êî-

ãäà ìû èùåì êîðíè ìíîãî÷ëåíà, ò.å. ðåøàåì óðàâíåíèå èëè, êîãäà

ñòðîèì ãðàôèê êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò

âîïðîñ. Åñëè îïðåäåëåíèå íå ðàáîòàåò, åñëè ìû, ïóñòü è íåÿâíî, ïîëü-

çóåìñÿ äðóãèì îïðåäåëåíèåì, òî, ìîæåò áûòü, ñëåäóåò îòêàçàòüñÿ îò

òàêîãî îïðåäåëåíèÿ? Ìîæåò áûòü, ìíîãî÷ëåí ýòî âñå-òàêè ôóíêöèÿ,

à íå ¾âûðàæåíèå âèäà¿?

1. ×òî åñòü ìíîãî÷ëåí?

Äàâàéòå ðàçáåðåìñÿ, â ÷åì òóò äåëî. Ïðåæäå âñåãî, çàìåòèì, ÷òî, êàê

ìû óæå ìíîãîêðàòíî îòìå÷àëè, ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ î÷åíü ïî-

õîæå íà ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Ìíîãî÷ëåíû, òàê æå êàê è ÷èñëà,
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ìîæíî ñêëàäûâàòü è ïåðåìíîæàòü, èíîãäà äåëèòü è äàæå ðàñêëà-

äûâàòü íà ìíîæèòåëè, ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ êîëüöàìè. Êðîìå òîãî, â

ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ åñòü íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû, î÷åíü ïîõî-

æèå íà ïðîñòûå ÷èñëà. Êðîìå ìíîãî÷ëåíîâ è öåëûõ ÷èñåë ó íàñ óæå

íàêîïèëàñü öåëàÿ êîëëåêöèÿ êîëåö (âîîáùå ïîëåçíî êîëëåêöèîíèðî-

âàòü êîëüöà, ïîëÿ è äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå îáúåêòû, îáúåäèíåííûå

íåêîòîðîé äàëåêî íå âñåãäà î÷åâèäíûìè àíàëîãèÿìè). Âñïîìíèì ïðî

êîëüöà Z[
√
−k], ñðåäè êîòîðûõ îñîáåííî âûäåëèì ñëó÷àé k = 1

ãàóññîâûõ ÷èñåë, è êîëüöî îñòàòêîâ Zm. Íî è ýòî åùå íå âñå. È â ìíî-

æåñòâå öåëûõ ÷èñåë, è â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñóùåñòâóåò äåëåíèå

ñ îñòàòêîì! Òîëüêî â ìíîæåñòâå ÷èñåë îñòàòîê ìåíüøå ìîäóëÿ äå-

ëèòåëÿ, à â ìíîæåñòâå ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíü îñòàòêà ìåíüøå ñòåïåíè

äåëèòåëÿ.

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî äåëåíèå ñ îñòàòêîì ñóùåñòâóåò è â

êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë. ×òî áóäåò äëÿ íèõ àíàëîãîì ìîäóëÿ öåëîãî

÷èñëà è ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà? Êàê âû äîãàäûâàåòåñü, òàêèì àíàëîãîì

áóäåò íîðìà ãàóññîâà ÷èñëà. Íàïîìíèì, ÷òî íîðìîé ÷èñëà a+b
√
−1 ∈

Z[
√
−1] íàçûâàåòñÿ öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî a2 + b2.

Èòàê, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìîäóëÿ ÷èñëà, è,

áîëåå òîãî, áëàãîäàðÿ ñòåïåíè, ìíîãî÷ëåíû ñòàíîâÿòñÿ åùå áîëüøå

ïîõîæèìè íà ÷èñëà. Èìåÿ ýòî â âèäó, ãîâîðÿò, ÷òî è ÷èñëà, è ìíîãî-

÷ëåíû ÿâëÿþòñÿ íå ïðîñòî êîëüöàìè, à åâêëèäîâûìè êîëüöàìè, è òàì,

è òàì èìååò ìåñòî äåëåíèå ñ îñòàòêîì è âûïîëíåíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ

òåîðåìà.

Îäíàêî àíàëîãèÿ ìåæäó ìîäóëåì ÷èñëà è ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà

(åñëè ìíîãî÷ëåí � ýòî ôóíêöèÿ) èñ÷åçàåò, åñëè ðàññìàòðèâàòü ìíî-

ãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå îñòàòêîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Zp îáîçíà÷àåòñÿ

Zp[x]. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî, ñïðàâåäëèâà ìà-

ëàÿ òåîðåìà Ôåðìà. Äëÿ âñÿêîãî a ∈ Z è ïðîñòîãî p èìååò ìåñòî

ñðàâíåèå

ap ≡ a (mod p).
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Èíûìè ñëîâàìè, ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà óòâåðæäàåò, ÷òî íà ìíîæå-

ñòâå Zp ìíîãî÷ëåí-ôóíêöèÿ xp ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì-ôóíêöèåé

x. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íåò è àíàëîãà òåîðåìû î äåëåíèè

ìíîãî÷ëåíà íà ìíîãî÷ëåí ñ îñòàòêîì, òî åñòü, ñòåïåíü ìíîãî÷ëå-

íà íå ¾ðàáîòàåò¿. À ñòåïåíü õîðîøî áû ¾ñïàñòè¿, èíà÷å ¾ïîëåòèò¿

íàøà àíàëîãèÿ. Ñïàñåíèå îêàçûâàåòñÿ äîâîëüíî íåîæèäàííûì: ìû

îòêàçûâàåìñÿ îò îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà êàê ôóíêöèè, à äàåì íîâîå

Îïðåäåëåíèå. Ìíîãî÷ëåíîì íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü

(a0, a1, . . . , an, . . .)

â êîòîðîé ïî÷òè âñå ÷ëåíû, ò.å. âñå, çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà,

ðàâíû íóëþ (íîìåð, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî ñòîÿò íóëè ó ðàçíûõ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòåé ìîæåò áûòü ðàçíûì). Óñëîâèìñÿ íóìåðîâàòü ÷ëåíû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íóëÿ.

Åñëè íà÷èíàÿ ñ íîìåðà d+ 1, ñòîÿò íóëè, òî ñòåïåíüþ ìíîãî÷ëåíà

q íàçûâàþò òåïåðü ÷èñëî d � íîìåð ïîñëåäíåãî íåíóëåâîãî ÷ëåíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

deg q = d.

Èòàê, äëÿ òîãî, ÷òîáû ¾ñïàñòè¿ ñòåïåíü, ïðèøëîñü èçìåíèòü

îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà. Ïðàâäà, ìû åùå äîëæíû äîêàçàòü, ÷òî

ýòà ¾íîâàÿ¿ ñòåïåíü, äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìîäó-

ëÿ. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî êàæäûé ìíîãî÷ëåí-ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(a0, a1, . . . , an, . . .) èíäóöèðóåò ôóíêöèþ

f (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n + . . . =

∑
k>0

akx
k.

Ýòà ôóíêöèÿ ÷èñëó c ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî

a0 + a1c + a2c
2 + . . . + adc

d,

ãäå d � ñòåïåíü ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãî÷ëåíà. Òàê ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü (0, . . . , 0, 1, 0, . . .) ñ åäèíèöåé íà p-îì ìåñòå èíäóöèðóåò ôóíê-

öèþ xp, à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (0, 1, 0, . . . , 0, . . .), èíäóöèðóåò ôóíêöèþ
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x, òî åñòü ðàçíûå ìíîãî÷ëåíû-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â äàííîì ñëó÷àå,

èíäóöèðóþò â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà îäíó è òó æå ôóíêöèþ íà

Zp.
Ïðîäîëæàÿ ¾ñïàñåíèå¿ ñòåïåíè, îòìåòèì, ÷òî íà ÿçûêå ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé î÷åíü ïðîñòî îïðåäåëèòü ñóììó è ïðîèçâåäåíèå ìíîãî-

÷ëåíîâ.

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé ìíîãî÷ëåíà (a0, a1, . . . , an, . . .) è ìíîãî÷ëå-

íà (b0, b1, . . . , bn, . . .) íàçûâàåòñÿ ìíîãî÷ëåí (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an +

bn, . . .), à ïðîèçâåäåíèåì � ìíîãî÷ëåí (c0, c1, . . . , cn), â êîòîðîì

ck =
∑
s+t=k

asbt

(ñóììèðîâàíèå â ïîñëåäíåé ôîðìóëå âåäåòñÿ ïî âñåì íåîòðèöàòåëü-

íûì èíäåêñàì s è t).

Åñëè âû îáðàòèòåñü ê ãëàâå II, ãäå îáñóæäàëîñü äåëåíèå ñ îñòàò-

êîì äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ, òî ëåãêî óâèäèòå, ÷òî ïðîöåäóðà äåëåíèÿ ñ

îñòàòêîì ðàáîòàåò äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ-ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè èç Zp. Äëÿ íèõ òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà äåëåíèÿ ñ

îñòàòêîì.

Òåîðåìà. Ïóñòü a è b � ìíîãî÷ëåíû îò îäíîé ïåðåìåííîé. Òîãäà

ñóùåñòâóþò îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå ìíîãî÷ëåíû q è r òàêèå, ÷òî

a = bq + r è

deg r < deg b (ñòðîãî ìåíüøå!).

Êàê ñëåäóåò èç ïðåäûäóùèõ ðàññóæäåíèé, ìîæíî è íóæíî ðàñ-

ñìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ðàçëè÷íûõ ïîëÿõ.

Íàì èçâåñòíû ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîëåé: ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷è-

ñåë R, ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q, îñòàòêîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ Zp.
Ñîîòâåòñòâóþùèå êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé îáîçíà-

÷àþòñÿ R[x],Q[x] è Zp[x]. Âñå ýòè êîëüöà ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè

(òàêîâûì ÿâëÿåòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ íàä ëþáûì ïîëåì).

Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàåò ðåçîííûé âîïðîñ, à ÷òî áóäåò, åñëè ðàñ-

ñìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè íå â ïîëå, à â êîëüöå.
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Íàïðèìåð, Z[x]. Î÷åâèäíî, èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è ïåðåìíîæàòü �

â ýòîì ñìûñëå Z[x] íå îòëè÷àåòñÿ îò R[x] è òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Âîïðîñ â òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè Z[x] åâêëèäîâûì êîëüöîì, ò.å. ñóùåñòâóåò

ëè â ýòîì êîëüöå âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì è âûïîëíÿåòñÿ ëè

àëãîðèòì Åâêëèäà? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò! Äåëî â òîì, ÷òî öåëûå ÷èñ-

ëà, âîîáùå ãîâîðÿ, íå äåëÿòñÿ äðóã íà äðóãà, à â ïðîöåññå äåëåíèÿ

ñ îñòàòêîì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ íåîáõîäèìî äåëèòü äðóã íà äðóãà èõ

êîýôôèöèåíòû. Â ñëó÷àå êîýôôèöèåíòîâ èç ïîëÿ òàêèõ ïðîáëåì íå

âîçíèêàåò ïîòîìó, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ñâîéñòâîì ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ êàê

ðàç âîçìîæíîñòü äåëåíèÿ íà ëþáûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû.

2. Ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå

Îïèøåì òåïåðü íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà, êîòîðûìè îáëàäàþò ìíî-

ãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè â ïîëå. Áóäåì îáîçíà÷àòü èõ k[x] (èç-

âåñòûíå íàì ïðèìåðû � k = R,Q èëè Zp). Óäèâèòåëüíûì îáðà-

çîì òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì äàåò íåêîòîðóþ èíôîðìàöèþ îá

óñòðîéñòâå ìíîæåñòâà êîðíåé òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ. Îñîáîå çíà÷åíèå

ïðè ýòîì èìååò äåëåíèå ñ îñòàòêîì íà ìíîãî÷ëåí x− c, ãäå c ∈ k.

Óòâåðæäåíèå (Òåîðåìà Áåçó). Îñòàòîê îò äåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà q

íà x− c ðàâåí q(c) (ò.å. çíà÷åíèþ ìíîãî÷ëåíà q ïðè x = c.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàçäåëèì ìíîãî÷ëåí q íà x − c ñ

îñòàòêîì

q(x) = (x− c) · s(x) + r(x),

ãäå deg r < deg(x − c), à çíà÷èò, deg r = 0, ò.å. r � ÷èñëî. Ïðè x = c

èìååì

q(c) = r.

Èç òåîðåìû Áåçó î÷åâèäíûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. ×èñëî c ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà q òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà q ... (x− c).
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Ýòèì ìû ñåé÷àñ âîñïîëüçóåìñÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåé

òåîðåìû.

Òåîðåìà (Î ÷èñëå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà). ×èñëî êîðíåé íåíóëåâîãî

ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî ñòåïåíè.

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî ìû óæå ïîëüçîâàëèñü äàííîé òåîðåìîé

â ïåðâîé ãëàâå, êîãäà äîêàçûâàëè íåâîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ìíîãî-

÷ëåíà îò îäíîé ïåðåìåííîé, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî ïðè âñåõ íàòóðàëüíûõ

x � ïðîñòûå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c1 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà q. Òîãäà â ñèëó

ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû Áåçó

q = (x− c1)q1.

Ïóñòü c2 � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà q1. Òîãäà

q1 = (x− c2)q2

è, çíà÷èò,

q = (x− c1)(x− c2)q2.

Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ äàëåå, ìû â êîíöå êîíöîâ ïîëó÷èì

q = (x− c1)(x− c2) . . . (x− cm)s,

ãäå ìíîãî÷ëåí s íå èìååò êîðíåé.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà c1, c2, . . . , cm � âñå êîðíè q (ñðåäè íèõ ìîãóò

áûòü îäèíàêîâûå). Î÷åâèäíî, ÷òî m 6 deg q.

Ïîêàæåì, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííî ðàññìîòðåíèå ìíîãî÷ëåíîâ ñ êî-

ýôôèöèåíòàìè èìåííî íàä ïîëåì. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî

ïðèìåðîâ.

• 2x − 4 ∈ Z6[x]. Ïîèñê êîðíåé äàííîãî ìíîãî÷ëåíà ðàâíîñèëåí

ðåøåíèþ ñðàâíåíèÿ 2x − 4 ≡ 0 (mod 6). Êàê ëåãêî âèäåòü, îíî

èìååò äâà ðåøåíèÿ: 2 è 5. Çíà÷èò, ìíîãî÷ëåí ïåðâîé ñòåïåíè èìååò

äâà êîðíÿ!
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• x2 − 1 ∈ Z8[x]. Ñðàâíåíèå x2 − 1 ≡ 0 (mod 8) èìååò ÷åòûðå

ðåøåíèÿ: 1, 3, 5, 7. Òî åñòü ìíîãî÷ëåí âòîðîé ñòåïåíè èìååò 4

êîðíÿ.

Çàìåòèì, ÷òî â øêîëüíîì êóðñå àëãåáðû, ãäå îáû÷íî íå ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ ìíîãî÷ëåíû íàä Zp, ìîæíî áûëî áû ñðàçó îïðåäåëèòü

ìíîãî÷ëåí êàê ôóíêöèþ íàä R, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ

ìíîãî÷ëåíà êàê ôóíêöèè è êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýêâèâàëåíòíû.

Ýòî âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà. Êîýôôèöèåíòû ðàâíûõ ìíîãî÷ëåíîâ-ôóíêöèé p è q íàä R
ðàâíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

p è q ðàçëè÷íû. Ðàññìîòðèì èõ ðàçíîñòü s = p − q � ìíîãî÷ëåí-

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðûé â ñèëó óñëîâèÿ èíäóöèðóåò íóëåâóþ

ôóíêöèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýëåìåíòû ïîëÿ R ÿâëÿþòñÿ êîðíÿ-

ìè íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè s, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

òåîðåìå î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõî-

äèò åãî ñòåïåíè, ïîñêîëüêó ïîëå R ñîäåðæèò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî

ýëåìåíòîâ.

Çàìå÷àíèå. Èìåííî áåñêîíå÷íîñòü ïîëÿ R ÿâëÿëàñü êëþ÷åâûì ôàê-

òîì ïðè äîêàçàòåëüñòâå äàííîé òåîðåìû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñëó÷àå

êîíå÷íîãî ïîëÿ Zp ìû ïðèâîäèëè äâà ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà xp è

x, êîòîðûå èíäóöèðîâàëè îäíó è òó æå ôóíêöèþ íà Zp. Âñå ýëå-

ìåíòû ïîëÿ Zp ÿâëÿåòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà s = xp − x ñòåïåíè p.

Ïîñêîëüêó èõ âñåãî p (ïîëå êîíå÷íîå!), ýòî íèêàê íå ïðîòèâîðå÷èò

òåîðåìå î òîì, ÷òî êîëè÷åñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà íå ïðåâîñõîäèò åãî

ñòåïåíè.

Èíòåðåñíî áûëî áû óçíàòü, à êàêèå âîîáùå áûâàþò êîíå÷íûå ïî-

ëÿ? Èëè õîòÿ áû ñêîëüêî ýëåìåíòîâ ìîæåò ñîäåðæàòü êîíå÷íîå ïîëå?

Èñ÷åðïûâàþòñÿ ëè êîíå÷íûå ïîëÿ èçâåñòíûìè íàì ïðèìåðàìè îñòàò-

êîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ Zp? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåò. Ñóùåñòâóþò åùå
êîíå÷íûå ïîëÿ, ñîäåðæàùèå pn ýëåìåíòîâ, ãäå p � ïðîñòîå, à n �
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ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Îäíàêî äðóãèõ êîíå÷íûõ ïîëåé

íå ñóùåñòâóåò. Ýòè ïîëÿ îêàçûâàþòñÿ òåñíî ñâÿçàííûìè ñ êîëüöîì

ìíîãî÷ëåíîâ Zp[x], î ÷åì ìû áóäåì ïîäðîáíåå ãîâîðèòü â ðàçäåëå XI.6.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå ìíîãî÷ëåíà êàê ¾âûðà-

æåíèÿ âèäà¿, êîòîðîå ¾ñòàðøå¿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà êàê ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè, òàêæå ¾ðàáîòàåò¿ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ íàä Zp. Ïî âñåé
âèäèìîñòè, èìåííî ïî ýòîé ïðè÷èíå îíî è ïîÿâèëîñü â ñâîå âðåìÿ

â ðàçëè÷íûõ ó÷åáíèêàõ àëãåáðû. Ïîòîì äî îñòàòêîâ íå ¾äîøëè ðó-

êè¿, à îïðåäåëåíèå îñòàëîñü, âûçûâàÿ ó ìíîãèõ âîïðîñ: ¾Ïî÷åìó æå

ìíîãî÷ëåí íå ôóíêöèÿ?¿



Ãëàâà VIII

Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû

Â ïðåäûäóùèõ ãëàâàõ ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü ëèíåéíûå ñðàâíåíèÿ

âèäà ax ≡ b (mod m) è èñïîëüçîâàëè ýòó òåõíèêó ïðè èññëåäîâà-

íèè êîëåö îñòàòêîâ è ðåøåíèè ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, à ìîæíî ëè ñäåëàòü ñëåäóþùèé øàã è íàó÷èòü-

ñÿ ðåøàòü êâàäðàòíûå ñðàâíåíèÿ? Êàêèå èíòåðåñíûå ÿâëåíèÿ ìîæíî

íàáëþäàòü, èññëåäóÿ èõ?

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ïðîñòîãî ìîäóëÿ p, ñðàâíåíèÿ ax ≡
b (mod p) óñòðîåíû ïðîñòûì îáðàçîì, ïîñêîëüêó â Zp âñå íåíóëå-

âûå ýëåìåíòû ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëÿìè åäèíèöû. Îäíàêî, èçó÷àòü óæå

êâàäðàòíûå ñðàâíåíèÿ â Zp î÷åíü èíòåðåñíî. Ýòèì ìû òåïåðü è

çàéìåìñÿ!

1. Ñóììû êâàäðàòîâ è òåîðåìà î
√
−1

Ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ ïàðàäîêñàëüíûìè ðàâåíñòâàìè â îñòàòêàõ,

íàïîäîáèå 1
3 ≡ 2 (mod 5). Âîò åùå îäèí ïðèìåð:

22 ≡ −1 (mod 5).

Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå

x2 + 1 ≡ 0 (mod 5)

èìååò ðåøåíèå, â òî âðåìÿ êàê àíàëîãè÷íîå åìó óðàâíåíèå â äåéñòâè-

òåëüíûõ ÷èñëàõ

x2 + 1 = 0

ðåøåíèé íå èìååò.

×òî òàêîå 1
3 â Z5? Êàê ìû ñ âàìè çíàåì, ýòî ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

3x ≡ 1 (mod 5).
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×òî òàêîå
√
−1? Ýòî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2+1 = 0. Òàêèì îáðàçîì,

â Z5 ñóùåñòâóåò
√
−1!

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p â Zp ñóùå-
ñòâóåò

√
−1?

Ïðåæäå ÷åì ïûòàòüñÿ îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íåîáõîäèìî ïðî-

âåñüòè ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü ãèïîòåçó.

Ìàòåìàòèêà � ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ íàóêà!

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó î
√
−1, íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

óòâåðæäåíèå, êîòîðîå âûïîëíåíî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ìîäóëÿ.

Òåîðåìà (Âèëüñîí). Åñëè ÷èñëî p � ïðîñòîå, òî èìååò ìåñòî

ñðàâíåíèå

(p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Ìû ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïåðâîå íå èñ-

ïîëüçóåò íè÷åãî, êðîìå ñòàíäàðòíûõ ñîîáðàæåíèé òåîðèè ñðàâíåíèé.

Âòîðîå íîñèò áîëåå èäåéíûé õàðàêòåð è âñêðûâàåò ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî I. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì a ∈ Zp
òàêîé, ÷òî a 6= 0,±1. Òîãäà ïî òåîðåìå î äåëèòåëÿõ åäèíèöû ñóùå-

ñòâóåò a−1 ∈ Zp. Áîëåå òîãî, â ñèëó ëåììû î êîëîäå êàðò òàêîé a−1

åäèíñòâåííûé.

Êðîìå òîãî, a−1 6≡ a (mod p). Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

ýòî íå òàê. Òîãäà

a−1 ≡ a (mod p)⇒ a2 ≡ 1 (mod p)⇒
(a− 1)(a + 1) ≡ 0 (mod p)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëèáî a− 1 ≡ 0 (mod p), ëèáî a+ 1 ≡ 0 (mod p),

ïîñêîëüêó p � ïðîñòîå.

Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî ðàçáèòü îñòàòêè íà ïàðû:

(p− 1)! ≡ 1 · 2 · . . . · (p− 2) · (p− 1) ≡

≡ 1 · (2 · 2−1) · . . . ·
(
p− 1

2

)
·
(
p− 1

2

)−1

· (p− 1) ≡

≡ 1 · 1 · . . . · 1 · (p− 1) ≡ −1 (mod p).
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Äîêàçàòåëüñòâî II. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí xp−1−1 êàê ýëåìåíò Zp[x]

êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Zp. Â ñèëó òåîðåìû

î êîëè÷åñòâå êîðíåé ìíîãî÷ëåíà, äîêàçàííîé â ïðåäûäóùåé ãëàâå,

ñðàâíåíèå

xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p)

èìååò íå áîëåå p − 1 ðåøåíèé. Â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ýòèìè

ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ 1, 2, . . . , (p− 1) ∈ Zp. Ïî òåîðåìå Âèåòà

1 · 2 · . . . · (p− 1) = (p− 1)! ≡ −1 (mod p).

Çàìå÷àíèå. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Åñëè

(p − 1)! ≡ −1 (mod p), òî p � ïðîñòîå. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò

íåïîñðåäñòâåííî èç ëåììû î ïðîñòîì äåëèòåëå.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó.

Òåîðåìà (Î
√
−1). Ñðàâíåíèå

x2 + 1 ≡ 0 (mod p)

èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

p ≡ 1 (mod 4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ñðàâíåíèå x2 +1 ≡ 0 (mod p) èìååò ðåøåíèå

a. Äîêàæåì, ÷òî p = 4k + 1.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü p = 4k+3. Òîãäà ïî ìàëîé òåîðåìå

Ôåðìà èìååì

1 ≡ ap−1 = a4k+2 = (a2)2k+1 ≡ (−1)2k+1 ≡ −1 (mod p).

Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïóñòü òåïåðü p = 4k + 1. Íàéäåì ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

x2 ≡ −1 (mod p). Ïî òåîðåìå Âèëüñîíà èìååì

−1 ≡ (p− 1)! ≡ 1 · 2 · . . . · (2k) · (−2k) · . . . · (−2) · (−1) =

= (−1)2k · (1 · 2 · . . . · 2k)2 = ((2k)!)2 (mod p)
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Äîêàçàííàÿ òåîðåìà íå òîëüêî ïðèìå÷àòåëüíà ñàìà ïî ñåáå, íî

è ïîçâîëÿåò äàòü ðåøåíèå îäíîé êëàññè÷åñêîé çàäà÷è. Ðå÷ü èäåò î

ñëåäóþùåì âîïðîñå: êàêèå ÷èñëà ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ

êâàäðàòîâ öåëûõ ÷èñåë?

Åùå Äèîôàíòîì áûëî îòêðûòî ñëåäóþùåå òîæäåñòâî, íîñÿùåå åãî

èìÿ:

(a2 + b2) · (c2 + d2) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2.

Èíòåðåñóþùàÿ íàñ òðàêòîâêà ýòîãî òîæäåñòâà òàêîâà: ïðîèçâåäåíèå

÷èñåë, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ, ñàìî ïðåäñòà-

âèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ. À ðàç òàê, òî â ñèëó îñíîâíîé

òåîðåìû àðèôìåòèêè âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþ òàêèõ ïðîñòûõ

÷èñåë, êîòîðûå ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Çàìå÷àíèå. Â III.2 ìû äîêàçàëè òîæäåñòâî Ýéëåðà, êîòîðîå óòâåð-

æäàåò, ÷òî íîðìà ÷èñåë âèäà a + b
√
−k îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìóëüòè-

ïëèêàòèâíîñòè. Â ñëó÷àå k = 1 òîæäåñòâî Ýéëåðà ïðåâðàùàåòñÿ â

òîæäåñòâî Äèîôàíòà:

(a2 + b2) · (c2 + d2) = N(a + b
√
−1) ·N(c + d

√
−1) =

=N((a + b
√
−1) · (c + d

√
−1)) = (ac− bd)2 + (ad + bc)2,

ãäå N(m + n
√
−1) = m2 + n2 � íîðìà ãàóññîâà ÷èñëà.

Íàïîìíèì, ÷òî, îáñóæäàÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ äèîôàíòî-

âûõ óðàâíåíèé, ìû äîêàçàëè, ÷òî óðàâíåíèå

x2 + y2 = 4k + 3

íå èìååò ðåøåíèé, îòêóäà ìãíîâåííî ñëåäóåò, ÷òî ëþáîå öåëîå ÷èñëî

âèäà 4k + 3 íå ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ êâàäðàòîâ.

Ðàçóìååòñÿ, âîçíèêàåò âîïðîñ, à ÷òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ïðîñòûå

÷èñëà âèäà 4k + 1? Ïðî òå ñàìûå, çàìåòèì, êîòîðûå ïîÿâèëèñü â
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òåîðåìå î
√
−1. Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ

5 = 12 + 22,

13 = 22 + 32,

17 = 12 + 42,

29 = 22 + 52, . . .

Èìåÿ â âèäó òàêèå íàáëþäåíèÿ, Ôåðìà âûäâèíóë ãèïîòåçó î òîì,

÷òî ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k+ 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû äâóõ

êâàäðàòîâ. Ïî ñâîåìó îáûêíîâåíèþ Ôåðìà óêàçàë â ïèñüìå â 1640 ãî-

äó, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî åìó èçâåñòíî, íî åãî òàê è íå ïðèâåë. Ïåðâîå

èçâåñòíîå äîêàçàòåëüñòâî áûëî ïîëó÷åíî ñïóñòÿ 100 ëåò Ýéëåðîì.

Âïðî÷åì, îíî íîñèò äîâîëüíî òåõíè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîæíî äàæå

ñêàçàòü, íå âñêðûâàåò ïðè÷èíû ÿâëåíèÿ. Ïîýòîìó ìû ïðèâåäåì äîêà-

çàòåëüñòâî, ëèøåííîå òàêèõ íåäîñòàòêîâ, êîòîðîå áûëî îïóáëèêîâàíî

íåìåöêèì ìàòåìàòèêîì Äåäåêèíäîì â 1894 ãîäó.

Òåîðåìà. Ëþáîå ïðîñòîå ÷èñëî âèäà 4k + 1 ïðåäñòàâèìî â âèäå

ñóììû êâàäðàòîâ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîñòîå ÷èñëî p âèäà 4k+ 1. Èç òåîðå-

ìû î
√
−1 ñëåäóåò, ÷òî ñðàâíåíèå

x2 + 1 ≡ 0 (mod p)

èìååò ðåøåíèå x = a. Çíà÷èò, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî

(a2 + 1) ... p.

Ðàññìîòðèì ÷èñëî a2 +1 êàê ýëåìåíò êîëüöà Z[
√
−1] ãàóññîâûõ ÷èñåë

è ðàçëîæèì åãî íà ìíîæèòåëè (!!!).

a2 + 1 = (a +
√
−1) · (a−

√
−1) ... p.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ÷èñëî p, êàê ýëåìåíò Z[
√
−1], ÿâëÿåòñÿ ñî-

ñòàâíûì. Äåéñòâèòåëüíî, â êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë âûïîëíåíà îñíîâ-

íàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè è åå ñëåäñòâèÿ, â ÷àñòíîñòè, ëåììà Åâêëèäà.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû p áûëî ïðîñòûì, îíî áû äåëèëî îäíî èç ÷è-

ñåë (a+
√
−1) èëè (a−

√
−1), ÷òî, î÷åâèäíî, íåâåðíî. Îòêóäà ñëåäóåò,

÷òî ÷èñëî p ÿâëÿåòñÿ ñîñòàâíûì â Z[
√
−1] è

p = z · w,

ãäå ÷èñëà z, w ∈ Z[
√
−1] äîëæíû áûòü ñîïðÿæåíû, ïîñêîëüêó èõ

ïðîèçâåäåíèå åñòü öåëîå ÷èñëî. Òîãäà

p = (m + n
√
−1) · (m− n

√
−1) = m2 + n2.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû è òîæäåñòâà Äèîôàíòà âûòåêàåò ðåçóëüòàò

äëÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (â îäíó ñòîðîíó äîêàçàòåëüñòâî íàïðÿìóþ

ñëåäóåò èç òîæäåñòâà Äèîôàíòà, â äðóãóþ � òðåáóåò íåêîòîðûõ

íåñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé).

Ñëåäñòâèå. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñóììû êâàäðà-

òîâ äâóõ öåëûõ ÷èñåë òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáîå ïðîñòîå

÷èñëî âèäà 4k+ 3 âõîäèò â åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè

â ÷åòíîé ñòåïåíè.

Çàìå÷àíèå. Ñïóñòÿ ïîëâåêà ïîñëå ïóáëèêàöèè äîêàçàòåëüñòâà

Ýéëåðà Ëåæàíäð äîêàçàë òåîðåìó î ïðåäñòàâèìîñòè íàòóðàëüíûõ

÷èñåë â âèäå ñóììû òðåõ êâàäðàòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âñå íàòóðàëü-

íûå ÷èñëà, êðîìå èìåþùèõ âèä 4k(8m + 7), ïðåäñòàâèìû â òàêîì

âèäå.

À êàêèå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ÷åòûðåõ

êâàäðàòîâ? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ëþáûå! Ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðåìó äî-

êàçàë Ëàãðàíæ â 1770 ãîäó.

2. Êâàäðàòè÷íûå âû÷åòû è ñèìâîëû Ëåæàíäðà

Ïîñëå òîãî êàê ìû èññëåäîâàëè ñðàâíåíèå x2 ≡ −1 (mod p), âîçíè-

êàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p) â

ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî a ∈ Zp.
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Îïðåäåëåíèå. Åñëè a ∈ Zp òàêîâ, ÷òî ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p)

èìååò ðåøåíèå, òî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé âû÷åòîì.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åòîì.

Çàìå÷àíèå. Ñëó÷àé a = 0 ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàëüíåéøåì

â ñèëó åãî òðèâèàëüíîñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ

x2 − a ≡ 0 (mod p)

ýêâèâàëåíòíî íàõîæäåíèþ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà x2 − a, çàäàííîãî íàä
ïîëåì Zp. Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû äîêàçàëè, ÷òî êîëè÷åñòâî êîð-

íåé ìíîãî÷ëåíà, ðàññìàòðèâàåìîãî íàä ïîëåì, íå ïðåâîñõîäèò åãî

ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå

ñðàâíåíèå áóäåò èìåòü íå áîëåå äâóõ ðåøåíèé.

Ñêîëüêî â Zp êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ?

Óòâåðæäåíèå. Ñðåäè íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ Zp ðîâíî ïîëîâèíà

êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è ðîâíî ïîëîâèíà êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ îñòàòêîâ â Zp,
ò.å. Z∗p, è ñëåäóþùåå îòîáðàæåíèå íà ýòîì ìíîæåñòâå: x 7−→ x2. Åãî

îáðàç â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà êâàäðàòè÷íûõ âû-

÷åòîâ. Îñòàëîñü âû÷èñëèòü, èç êàêîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ ñîñòîèò

îáðàç.

Âî-ïåðâûõ, î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Z∗p x è −x îòîáðàæàþòñÿ
â îäèí è òîò æå ýëåìåíò Z∗p. Çíà÷èò, â îáðàçå íå áîëåå

p−1
2 ýëåìåíòîâ.

Âî-âòîðûõ, âîçìîæíî ëè, ÷òîáû â êàêîé-òî ýëåìåíò îòîáðàçèëîñü

áû áîëåå äâóõ îñòàòêîâ? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, íàïðèìåð, â ýëåìåíò

q îòîáðàçèëîñü áîëüøå äâóõ ýëåìåíòîâ. Òîãäà ñðàâíåíèå x2 ≡ q

(mod p) äîëæíî èìåòü áîëüøå äâóõ ðåøåíèé, ÷òî íåâîçìîæíî.

Çíà÷èò, â îáðàçå â òî÷íîñòè p−1
2 ýëåìåíòîâ.

Êàê óçíàòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííûé ýëåìåíò êâàäðàòè÷íûì âû÷å-

òîì? Èíûìè ñëîâàìè, ðàçðåøèìî ëè ñðàâíåíèå x2 ≡ a (mod p)? Íà

äàííûé âîïðîñ äàåò îòâåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ Ýéëåðîì.
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Òåîðåìà (êðèòåðèé Ýéëåðà). Ïóñòü p > 2 � ïðîñòîå ÷èñëî.

Íåíóëåâîé a ∈ Zp ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà

a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì, ÷òî åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò, òî

âûïîëíåíî ñðàâíåíèå a
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Äåéñòâèòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêîé x0, ÷òî x
2
0 ≡ a (mod p). Òîãäà èìååì

a
p−1
2 = xp−1

0 ≡ 1 (mod p)

â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà.

2. Èç ïåðâîãî ïóíêòà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé êâàäðàòè÷íûé âû÷åò

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ

x
p−1
2 ≡ 1 (mod p).

Êàê ìû çíàåì, êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ â òî÷íîñòè p−1
2 øòóê. Òàêèì

îáðàçîì, ñðàâíåíèå x
p−1
2 ≡ 1 (mod p) èìååò ïî êðàéíåé ìåðå p−1

2 ðå-

øåíèé, à ïî òåîðåìå î êîëè÷åñòâå êîðíåé îíî èìååò íå áîëåå p−1
2

ðåøåíèé. Çíà÷èò, ðåøåíèÿ � â òî÷íîñòè p−1
2 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ.

Â V.3, èññëåäóÿ âîçìîæíîñòü ðåøàòü äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ âèäà

αa2 + βb2 = γc2,

ìû ïðèøëè ê íåîáõîäèìîñòè îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé âîïðîñ: ñóùå-

ñòâóåò ëè ó êðèâîé

αx2 + βy2 = γ

õîòÿ áû îäíà ðàöèîíàëüíàÿ òî÷êà? Îòâåò íà íåãî äàåò

Òåîðåìà (Ëåæàíäð). Êðèâàÿ, çàäàííàÿ óðàâíåíèåì

αx2 + βy2 = γ,

ãäå α, β è γ � ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, èìååò õîòÿ áû îä-

íó ðàöèîíàëüíóþ òî÷êó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî (−αβ)
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ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ γ, ÷èñëî αγ � êâàä-

ðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ β, à ÷èñëî βγ � êâàäðàòè÷íûì

âû÷åòîì ïî ìîäóëþ α.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê íåîáõîäèìîñòè íàó÷èòüñÿ ýôôåê-

òèâíî âû÷èñëÿòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì

ïî äàííîìó ìîäóëþ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ïîëîæèì

(
a

p

)
=


0, åñëè a ... p;

1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p;

−1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p.

×èñëî
(
a
p

)
íàçûâàåòñÿ ñèìâîëîì Ëåæàíäðà.

Çàìå÷àíèå. Èç òåîðåìû î
√
−1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî(

−1

p

)
=

{
1, åñëè p = 4k + 1;

−1, åñëè p = 4k + 3.

Óòâåðæäåíèå. (
a

p

)
≡ a

p−1
2 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ýéëåðà.

Ñëåäñòâèå. (
ab

p

)
=

(
a

p

)
·
(
b

p

)
.

Ñëåäñòâèå. Åñëè

a = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

òî (
a

p

)
=

(
p1

p

)α1 (mod 2)

·
(
p2

p

)α2 (mod 2)

· . . . ·
(
pk
p

)αk (mod 2)

.

Âû÷èñëÿòü ñèìâîëû Ëåæàíäðà ïîìîãàåò ñëåäóþùåå
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Óòâåðæäåíèå (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè). Ïóñòü p è q �

ðàçëè÷íûå íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà(
p

q

)
·
(
q

p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî p ≡ q (mod 4). Áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî p > q. Òîãäà ïîëîæèì

p− q = 4a. Â òàêîì ñëó÷àå p = 4a + q è ìû èìååì(
p

q

)
=

(
4a + q

q

)
=

(
4a

q

)
=

(
a

q

)
.

Àíàëîãè÷íî(
q

p

)
=

(
p− 4a

p

)
=

(
−4a

p

)
=

(
−1

p

)
·
(
a

p

)
.

Íî
(
a
p

)
=
(
a
q

)
îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó p− q = 4a. Çíà÷èò,(

p

q

)
·
(
q

p

)
=

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p 6≡ q (mod 4). Òîãäà p ≡ −q (mod 4).

Ïîëîæèì p + q = 4a. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì(
p

q

)
=

(
4a− q
q

)
=

(
4a

q

)
=

(
a

q

)
.

Àíàëîãè÷íî (
q

p

)
=

(
a

p

)
.

Íî
(
a
p

)
=
(
a
q

)
îäèíàêîâû, ïîñêîëüêó p + q = 4a. Òåì ñàìûì,(

p

q

)
·
(
q

p

)
= 1 = (−1)

p−1
2 ·

q−1
2 ,

åñëè p è q èìåþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 4.
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Â çàêîíå âçàèìíîñòè ôèãóðèðóþò òîëüêî íå÷åòíûå ïðîñòûå ÷èñ-

ëà. Ñ åãî ïîìîùüþ, îäíàêî, ìîæíî âû÷èñëèòü è
(

2
p

)
, êîòîðûé óæå

âñòðåòèëñÿ íàì â âû÷èñëåíèÿõ.

Óòâåðæäåíèå. (
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

Ñ ïîìîùüþ äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ìîæíî áûñòðî âû÷èñëÿòü,

ÿâëÿåòñÿ ëè a êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ m.(
983

1103

)
= −

(
1103

983

)
= −

(
120

983

)
=

−
(

2

983

)3

·
(

3

983

)
·
(

5

983

)
=(

983

3

)
·
(

983

5

)
=

(
2

3

)
·
(

3

5

)
=

(
2

3

)2

= 1.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ, ñèòóàöèÿ ñòàíîâèò-

ñÿ ìíîãî ñëîæíåå è îïðåäåëåíèå òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå ÷èñëî

êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì, òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óñèëèé.



Ãëàâà IX

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

àðèôìåòèêè

1. Ñëó÷àé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Â òðåòüåé ãëàâå âû ïîçíàêîìèëèñü ñ ôîðìóëèðîâêîé îñíîâíîé òåî-

ðåìîé àðèôìåòèêè è óçíàëè, ÷òî ýòîò, âðîäå áû, î÷åâèäíûé ôàêò

ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ãëóáîêèì ñâîéñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Òåïåðü ìû ãîòîâû ïðèâåñòè äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Êàæäîå íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî n, áîëüøåå 1, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòûõ ÷èñåë:

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïîðÿäêà ïðî-

ñòûõ ñîìíîæèòåëåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Åñëè n � ïðîñòîå, òî n = n è ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò.

Åñëè n � ñîñòàâíîå, òî íàéäóòñÿ a, b òàêèå ÷òî n = a · b, 1 < a, b < n.

Åñëè a, b � ïðîñòûå, òî ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî, èíà÷å � ïðîäîëæà-

åì ïðîöåññ: a = k · l è ò.ä. Ò.ê. N îãðàíè÷åíî ñíèçó, òî ïðîöåññ

îñòàíîâèòñÿ. Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì íàèìåíüøåå ÷èñëî N , èìåþùåå õîòÿ

áû äâà ðàçëîæåíèÿ:

N = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm

Çàìåòèì, ÷òî pi 6= qj.

Ïî÷åìó ìû ìîæåì ýòî óòâåðæäàòü?
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà, ÷òî pi = qj, òî, ñîêðà-

ùàÿ, ìû ïîëó÷èì äâà ðàçëîæåíèÿ äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, êîòîðîå

ìåíüøå N , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè N .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî p1 < q1, è ðàññìîòðèì ÷èñëî

N ′ = N − p1q2 . . . qm = p1p2 . . . pn − p1q2 . . . qm =

= p1 (p2 . . . pn − q2 . . . qm) = q1q2 . . . qm − p1q2 . . . qm =

= (q1 − p1) q2 . . . qm

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî (q1 − p1) q2 . . . qm
... p1. Ñëåäîâàòåëüíî (q1 − p1) ...p1.

Ïî÷åìó ìû ìîæåì ýòî óòâåðæäàòü?

Ýòî åñòü ñëåäñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè, êîòîðàÿ âû-

ïîëíåíà äëÿ ÷èñëà (q1 − p1) q2 . . . qm, êîòîðîå ìåíüøå N (âåäü N

îáëàäàåò ñâîéñòâîì ìèíèìàëüíîñòè!). Òàêèì îáðàçîì, q1
... p1. À

çíà÷èò, q1 = p1. Ïðîòèâîðå÷èå.

2. Åâêëèäîâû êîëüöà è îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Â òå÷åíèå íàøåãî êóðñà ìû óñïåëè ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ïðèìåðàìè ìíî-

æåñòâ, êîòîðûå ïîõîæè íà öåëûå ÷èñëà è äëÿ êîòîðûõ òàêæå âûïîë-

íåíà îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè. Íî ïðèâåäåííîå íàìè äîêàçà-

òåëüñòâî ïðÿìî íå îáîáùàåòñÿ íà ýòè ñëó÷àè. Íàì èçâåñòíû ïðèìåðû

êîëåö, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ôàêòîðèàëüíîñòè, � êîëüöî ìíîãî÷ëå-

íîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé R[x] (áîëåå îáùî k[x], ãäå k � ïðîèçâîëüíîå

ïîëå) è êîëüöî ãàóññîâûõ ÷èñåë Z[
√
−1]. Íåñìîòðÿ íà î÷åâèäíûå îò-

ëè÷èÿ, ýòè êîëüöà îáëàäàþò ãëóáîêî ñêðûòîé îáùíîñòüþ, êîòîðàÿ

ôèêñèðóåòñÿ îïðåäåëåíèåì.

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî A áåç äåëèòåëåé íóëÿ, íå ÿâëÿþùååñÿ ïîëåì,

íàçûâàåòñÿ åâêëèäîâûì, åñëè ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ

N : A\{0} → N ∪ {0},

íàçûâàåìàÿ íîðìîé, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

1) N(ab) > N(a), ïðè÷åì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî òîëüêî òîãäà,

êîãäà ýëåìåíò b îáðàòèì;
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2) äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A, ãäå b 6= 0, ñóùåñòâóþò òàêèå q, r ∈ A, ÷òî
a = qb + r è ëèáî r = 0, ëèáî N(r) < N(b).

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå 2) â îïðåäåëåíèè íîðìû îçíà÷àåò âîçìîæíîñòü

äåëåíèÿ ñ îñòàòêîì è ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Îñíîâíûå ïðèìåðû åâêëèäîâûõ êîëåö.

• Z ñ íîðìîé N(a) = |a|;
• k[x] ñ íîðìîé N(a) = deg a

(èçâåñòíûå íàì ïðèìåðû � Q[x],R[x] è Zp[x]);

• Z[
√
−1] ñ íîðìîé N(a + b

√
−1) = a2 + b2.

Çàìå÷àíèå. Ñòðîãîå îïðåäåëåíèå êîëüöà Z[
√
−k] áóäåò íàìè äàíî â

ðàçäåëå XI.6.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðåäñòàâëåííûå ôóíêöèè âîèñòèíó ÿâëÿ-

þòñÿ íîðìàìè, ïðÿìî ñëåäóåò èç äîêàçàííûõ íàìè òåîðåì î äåëåíèè

ñ îñòàòêîì, çà èñêëþ÷åíèåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 2) äëÿ íîðìû ãàóñ-

ñîâà ÷èñëà.

Óòâåðæäåíèå (Î äåëåíèè ñ îñòàòêîì â êîëüöå ãàóññîâûõ ÷èñåë).

Äëÿ ëþáûõ a, b ∈ Z[
√
−1], ãäå b 6= 0, ñóùåñòâóþò òàêèå q, r ∈

Z[
√
−1], ÷òî a = qb + r è ëèáî r = 0, ëèáî N(r) < N(b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êëþ÷åâûìè äëÿ íàñ îêàæóòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ñî-

îáðàæåíèÿ. Áóäåì èçîáðàæàòü ãàóññîâû ÷èñëà òî÷êàìè íà êîîðäè-

íàòíîé ïëîñêîñòè ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.

Ïîêàæåì, êàê ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì a íà b. Ìíîæåñòâî ãàóññîâûõ

÷èñåë k · b, êðàòíûõ b, îáðàçóåò êâàäðàòíóþ ðåøåòêó ñî ñòîðîíîé√
N(b), ãäå N(b) = N(s + t

√
−1) = s2 + t2.

Çàìå÷àíèå. Âû ìîæåòå óáåäèòüñÿ â ýòîì íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ.

Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ î ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòà-

öèè óìíîæåíèÿ ãàóññîâûõ ÷èñåë âû óçíàåòå, êîãäà ïîçíàêîìèòåñü ñ

êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè.

Íà ðèñóíêå íèæå ïðèâåäåí ïðèìåð êâàäðàòíîé ðåøåòêè äëÿ b =

1 + 2
√
−1.
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×èñëî a ïîïàäàåò â îäèí èç îáðàçîâàâøèõñÿ êâàäðàòîâ (íà ðèñóíêå

íèæå ÷èñëî a èçîáðàæåíî êðåñòèêîì). Â êà÷åñòâå íåïîëíîãî ÷àñòíîãî

q íåîáõîäèìî âûáðàòü ÷èñëî, èçîáðàæåííîå áëèæàéøåé ê a âåðøèíîé

êâàäðàòíîé ðåøåòêè. Ïîëîæèì r = a−qb. Ðàññòîÿíèå îò òî÷êè âíóò-
ðè êâàäðàòà äî áëèæàéøåé âåðøèíû ñòðîãî ìåíüøå äëèíû ñòîðîíû

êâàäðàòà, îòêóäà ñëåäóåò√
N(r) <

√
N(b) ⇒ N(r) < N(b).

Äåëåíèå ñ îñòàòêîì â êîëüöå Z[
√
−1].

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû íàì íåîáõîäèìî âñïîìîãà-

òåëüíîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà (Åâêëèä). Åñëè ïðîñòîé ýëåìåíò p åâêëèäîâà êîëüöà äåëèò

ïðîèçâåäåíèå a1a2 . . . an, òî îí äåëèò õîòÿ áû îäèí èç ñîìíîæèòå-

ëåé a1, a2, . . . , an.

Çàìå÷àíèå. Â ãëàâå III ìû ðàññìàòðèâàëè äàííóþ ëåììó êàê ñëåä-

ñòâèå îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. Îäíàêî, íà ñàìîì äåëå, îíà

ìîæåò áûòü äîêàçàíà áåç íåå. È áîëåå òîãî, íåîáõîäèìà äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà ñàìîé îñíîâíîé òåîðåìû â îáùåì ñëó÷àå!
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ëåììó äëÿ äâóõ ýëåìåíòîâ.

Ïðè n = 2 ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1 6 ... p. Â òàêîì ñëó÷àå ÍÎÄ(p, a1) = 1,

÷òî ñëåäóåò èç àëãîðèòìà Åâêëèäà.

Èñïîëüçóÿ ëåììó î ïðåäñòàâëåíèè ÍÎÄà (ñì. ãëàâó II), ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî pu + a1v = 1. Óìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà a2, èìååì

pua2 + a1a2v = a2.

Ïðè ýòîì pua2
... p è a1a2v

... p, ñëåäîâàòåëüíî pua2 + a1a2v = a2
... p.

Ïðè n > 2 ïðîèçâåäåíèå a1a2 . . . an ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

a1 · (a2 . . . an). Ïî òîëüêî ÷òî äîêàçàííîìó èëè a1
... p, èëè a2 . . . an

... p.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, ïðîäîëæàÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïîëó÷àåì,

÷òî ai
... p, ãäå i � îäèí èç èíäåêñîâ 2, . . . , n.

Òåîðåìà (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè äëÿ åâêëèäîâûõ êîëåö).

Â åâêëèäîâîì êîëüöå âñÿêèé íåîáðàòèìûé íåíóëåâîé ýëåìåíò n

ìîæåò áûòü ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé:

n = pα11 · p
α2
2 · . . . · p

αk
k ,

ïðè÷åì ýòî ðàçëîæåíèå åäèíñòâåííî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè

ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé è óìíîæåíèÿ èõ íà îáðàòèìûå ýëåìåíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ.

Åñëè n � ïðîñòîé, òî n = n è ðàçëîæåíèå ñóùåñòâóåò. Åñëè n �

ñîñòàâíîé, òî íàéäóòñÿ íåîáðàòèìûå a, b òàêèå, ÷òî n = a·b. À çíà÷èò,

N(a), N(b) < N(a · b) = N(n). Åñëè a, b � ïðîñòûå, òî ðàçëîæåíèå

ïîëó÷åíî, èíà÷å � ïðîäîëæàåì ïðîöåññ: a = k · l è ò.ä. Ò.ê. íîðìà

ïðèíèìàåò òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ò.å. îãðàíè÷åíà ñíèçó,

òî ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ. Ñóùåñòâîâàíèå äîêàçàíî.

2. Òåïåðü äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü ðàçëîæåíèÿ.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Âûáåðåì ýëåìåíò M ñ íàèìåíüøåé íîðìîé,

èìåþùèé õîòÿ áû äâà ðàçëîæåíèÿ:

M = p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm.

Èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè íîðìû ñëåäóåò, ÷òî pi 6= qj. Èç ðàâåíñòâà

ñëåäóåò, ÷òî q1q2 . . . qm
... pi. Â ñèëó ëåììû Åâêëèäà îòñþäà ñëåäóåò
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ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî j, ÷òî qj
... pi. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî qj = c · pi, ãäå

c � îáðàòèìûé ýëåìåíò. Ñîêðàùàÿ ðàâåíñòâî p1p2 . . . pn = q1q2 . . . qm
íà pi ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ìèíèìàëüíîñòüþ íîðìû M .

Ñðåäè ðàññìîòðåííûõ íàìè ìíîæåñòâ âñòðå÷àëèñü è òàêèå, êîòî-

ðûå íå îáëàäàþò ñâîéñòâîì ôàêòîðèàëüíîñòè. Ðàññìîòðèì òåïåðü

ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû è âûÿñíèì, ïî÷åìó äàííîå äîêàçàòåëüñòâî

íåëüçÿ ïåðåíåñòè íà íèõ.

Ïðèìåð ßãëîìà

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷åòíûõ ÷èñåë:

2, 4, 6, 8, 10 . . .

Â òðåòüåé ãëàâå äîêàçàíî ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå. Âñå ÷åòíûå ÷èñëà, êðàòíûå 4, ÿâëÿþòñÿ ñîñòàâíû-

ìè, à âñå íåêðàòíûå 4 � ïðîñòûìè.

Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå ÷èñëî, èìåþùåå õîòÿ áû äâà ðàçëîæåíèÿ

íà ïðîñòûå. Èìååì

M = 36 = p1 · p2 = 2 · 18 =

= q1 · q2 = 6 · 6.

6·6 ... 2, íî îòñþäà íå ñëåäóåò, ÷òî 6 äåëèòñÿ íà 2! Ëåììà Åâêëèäà íå

èìååò ìåñòà äëÿ êîëüöà ÷åòíûõ ÷èñåë! Äåëî â òîì, ÷òî â ýòîì êîëüöå

îòñóòñòâóåò 1, ïîýòîìó íå âûïîëíåíî óñëîâèå 2) äëÿ íîðìû N(n) =

|n|. (Íàïðèìåð, íå ñóùåñòâóåò òàêèõ ÷åòíûõ q è r, ÷òî 8 = 6q + r).

Ïðèìåð Ãèëüáåðòà

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 4k + 1:

1, 5, 9, 13, 17, 21 . . .
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Ðàññìîòðèì íàèìåíüøåå ÷èñëî, èìåþùåå õîòÿ áû äâà ðàçëîæåíèÿ

íà ïðîñòûå. Èìååì

M = 441 = p1 · p2 = 9 · 49 =

= q1 · q2 = 21 · 21.

Àíàëîãè÷íî ïðèìåðó ßãëîìà èç òîãî, ÷òî 21 · 21 ... 9, íå ñëåäóåò,

÷òî 21 äåëèòñÿ íà 9. Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà 4k + 1 íå

ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, ïîñêîëüêó èõ íåëüçÿ ñêëàäûâàòü. Â òàêîì ñëó÷àå

íå ïðèõîäèòñÿ ãîâîðèòü î âûïîëíåíèè ëåììû Åâêëèäà.

Êîëüöî Z[
√
−3]

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷èñëà âèäà:

a + b
√
−3, a, b ∈ Z.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ÷èñëî ñ íàèìåíüøåé íîðìîé, èìåþùåå õîòÿ

áû äâà ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå. Èìååì

M = 4 = p1 · p2 = 2 · 2 =

= q1 · q2 = (1 +
√
−3) · (1−

√
−3).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî (1 ±
√
−3) íå äåëèòñÿ íà 2. Îêàçûâàåòñÿ, äëÿ

íîðìû N(a+b
√
−3) = a2 +3b2 íå âûïîëíåíî óñëîâèå 2) è îòñóòñòâóåò

àëãîðèòì Åâêëèäà.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà Åâêîëèäà ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, íî íå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ

îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè.

Ñóùåñòâóþò ôàêòîðèàëüíûå êîëüöà (ò.å. òàêèå, ãäå âûïîëíåíà îñ-

íîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè), êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ åâêëèäîâûìè.

Òàêèì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò ìíîãèõ ïåðåìåí-

íûõ k[x1, x2, . . . , xn].



Ãëàâà X

Àêñèîìû Ïåàíî

Äîðîãîé ÷èòàòåëü, âû ïðîäåëàëè íåìàëûé ïóòü â èçó÷åíèè ÷èñåë è

èõ ñâîéñòâ, ïîçíàêîìèëèñü ñ íåîáû÷íûìè àðèôìåòèêàìè, íàó÷èëèñü

ðåøàòü íåïðîñòûå çàäà÷è. Ïðèøëî âðåìÿ îòâåòèòü íà ñëåäóþùèé

âîïðîñ:

×òî åñòü íàòóðàëüíîå ÷èñëî?

Íàòóðàëüíûå ÷èñëà � âèäèìî, ïåðâûé ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò,

êîòîðûé áûë ïðèíÿò ÷åëîâåêîì íà ñàìîé çàðå íàøåé öèâèëèçàöèè

ìíîãèå òûñÿ÷è ëåò òîìó íàçàä (õîòÿ ïî-íàñòîÿùåìó ìàòåìàòè÷åñêèì

îí ñòàë ñîâñåì íåäàâíî � ÷óòü áîëåå ñòà ëåò íàçàä!).

Êàê ìû ñêàçàëè â ïðåäèñëîâèè, âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà ðî-

äèëñÿ ôîðìàëüíûé ÿçûê. ×àñòüþ ýòîãî ôîðìàëüíîãî ÿçûêà ÿâëÿþòñÿ

àêñèîìû.

Â ñâîåé êíèãå ¾Îñíîâàíèÿ ãåîìåòðèè¿ Ãèëüáåðò îáúÿñíÿë, ÷òî

ïðÿìàÿ, òî÷êà è ïëîñêîñòü ïîÿâëÿþòñÿ òîëüêî â ñâÿçè ñ òåìè àêñè-

îìàìè, êîòîðûå äëÿ íèõ âûáèðàþòñÿ. Äðóãèìè ñëîâàìè, íàçâàòü ëè

èõ òî÷êàìè, ïðÿìûìè, ïëîñêîñòÿìè èëè æå ñòîëàìè, ñòóëüÿìè, ïèâ-

íûìè êðóæêàìè, � ýòî áóäóò òå îáúåêòû, äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû

ñîîòíîøåíèÿ, âûðàæàåìûå àêñèîìàìè.

Â íåêîòîðîì ñìûñëå ýòî ïîõîæå íà òî, êàê çíà÷åíèå íåèçâåñò-

íîãî ñëîâà ïðîÿñíÿåòñÿ ïî ìåðå èñïîëüçîâàíèÿ åãî â ðàçëè÷íûõ

êîíòåêñòàõ. Êàæäîå äîïîëíèòåëüíîå ïðåäëîæåíèå, â êîòîðîì îíî

ó÷àñòâóåò, èñêëþ÷àåò íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ, êîòîðîå ìîãëî áû èìåòü

ýòî ñëîâî â ïðåäûäóùèõ ïðåäëîæåíèÿõ. Èíûìè ñëîâàìè, àêñèîìû

èãðàþò ðîëü è îïðåäåëåíèé!

Òî÷íî òàê æå, êàê è â ãåîìåòðèè, ñóùåñòâóþ àêñèîìû, êîòîðûå îò-

âå÷àþò íà âîïðîñ, ïîñòàâëåííûé â íà÷àëå ãëàâû � äàþò îïðåäåëåíèå
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íàóòðàëüíûõ ÷èñåë. Êëþ÷åâûì â ýòèõ àêñèîìàõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå

¾ñëåäîâàòü çà¿.

I. 1 ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

II. Çà êàæäûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì ñëåäóåò îäíî è òîëüêî îäíî

÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ íàòóðàëüíûì.

III. 1 íå ñëåäóåò íè çà êàêèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

IV. Êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1, ñëåäóåò çà îäíèì è

òîëüêî îäíèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì.

V. Ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ñîäåðæàùåå ÷èñëî 1, à âìå-

ñòå ñ êàæäûì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì è ñëåäóþùåå çà íèì ÷èñëî,

ñîäåðæèò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé íîòàöèè ýòè àêñèîìû çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì, ãäå îòíîøåíèå ¾ñëåäîâàòü çà¿ ôîðìàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ

ââåäåíèÿ ôóíêöèè ñëåäîâàíèÿ S : N→ N:

I. 1 ∈ N.
II. ∀n ∈ N ∃! m = S(n) ∈ N.
III. @n ∈ N : S(n) = 1.

IV. ∀m ∈ N,m 6= 1 ∃! n ∈ N : m = S(n).

V. Åñëè 1 ∈M ⊂ N è ∀n ∈ N èç n ∈M ñëåäóåò S(n) ∈M, òî N ⊂M.

Çàìå÷àíèå. Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà íàçûâàåòñÿ àêñèîìîé èíäóêöèè. Èç

íåå ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ìåòîäà ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè: åñ-

ëè êàêîå-ëèáî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî äëÿ 1 (áàçà èíäóêöèè) è åñëè

èç äîïóùåíèÿ, ÷òî îíî âåðíî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, âûòåêàåò,

÷òî îíî âåðíî äëÿ ñëåäóþùåãî çà n íàòóðàëüíîãî ÷èñëà (øàã èí-

äóêöèè), òî ýòî ïðåäïîëîæåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

×òîáû óâèäåòü èíäóêöèþ â ïÿòîé àêñèîìå, íåîáõîäèìî â êà÷åñòâå

M ðàññìîòðåòü ìíîæåñòâî òàêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ

ïðåäëîæåíèå èíäóêöèè âåðíî.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, à êàê ñêëàäûâàòü íàòóðàëüíûå ÷èñëà?

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå N çàäàåòñÿ äâóìÿ

ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå êîððåêòíû â ñèëó àêñèîì:
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1. n + 1 = S(n);

2. n + S(m) = S(n + m).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ñëîæèì 5 è 3:

5+3 = 5+S(2) = S(5+2) = S(5+S(1)) = S(S(5+1)) = S(S(S(5))) = 8.

Åùå ñ íà÷àëüíîé øêîëû âñåì èçâåñòíû ïðàâèëà îáðàùåíèÿ ñ íà-

òóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Â ÷àñòíîñòè, èçâåñòíîå âûðàæåíèå ¾îò ïåðå-

ñòàíîâêè ñëàãàåìûõ ñóììà íå ìåíÿåòñÿ¿ ïðèçâàíî çàôèêñèðîâàòü

èçâåñòíûé âñåì ôàêò, ÷òî 5+3 = 3+5. Îäíàêî, èç ôîðìàëüíîãî îïðå-

äåëåíèÿ ñóììû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ýòî íå ñëåäóåò! Ýòî óòâåðæäåíèå

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé, òðåáóþùåé äîêàçàòåëüñòâà!

Òåîðåìà. Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ m è n âûïîëíåíî m+n = n+m,

ò.å. ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë êîììóòàòèâíî.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà. Äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N âûïîëíåíî

m + S(n) = S(m) + n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé V è

ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî m.

1. Áàçà èíäóêöèè. Â ñëó÷àå n = 1 èìååì

m + S(1) = S(m + 1) ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ

= S(S(m)) ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ c 1

= S(m) + 1 ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ c 1.

2. Øàã èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà m+S(n) = S(m)+n

ñëåäóåò ðàâåíñòâî m + S(S(n)) = S(m) + S(n). Èìååì

m + S(n) = S(m) + n ⇔ â ñèëó àêñèîì II, IV

S(m + S(n)) = S(S(m) + n) ⇔ ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ

m + S(S(n)) = S(m) + S(n).
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Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïîñêîëüêó ìû

ôèêñèðîâàëè ïðîèçîëüíîå m ∈ N, ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáûõ íà-

òóðàëüíûõ m è n.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû, âîñïîëüçóåìñÿ

àêñèîìîé V è ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n.

1. Áàçà èíäóêöèè. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãîm èìååò ìåñòî

ðàâåíñòâî

m + 1 = 1 + m.

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m. Î÷åâèäíî, 1 + 1 = 1 + 1.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî k+ 1 = 1 + k. Äîêàæåì, ÷òî

S(k) + 1 = 1 + S(k). Èìååì

k + 1 = 1 + k ⇔ â ñèëó àêñèîì II, IV

S(k + 1) = S(1 + k) ⇔ ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ

k + S(1) = 1 + S(k) ⇔ ïî ëåììå

S(k) + 1 = 1 + S(k).

Òàêèì îáðàçîì, ñëåäóÿ àêñèîìå V, çàêëþ÷àåì, ÷òî ðàâåíñòâî m+1 =

1 + m ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî m ∈ N.
2. Øàã èíäóêöèè. Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå m è

äîêàæåì, ÷òî èç ðàâåíñòâà m + n = n + m ñëåäóåò ðàâåíñòâî

m + S(n) = S(n) + m.

Èìååì

m + n = n + m ⇔ â ñèëó àêñèîì II, IV

S(m + n) = S(n + m) ⇔ ïî îïðåäåëåíèþ ñëîæåíèÿ

m + S(n) = n + S(m) ⇔ ïî ëåììå

m + S(n) = S(n) + m.

Çíà÷èò, óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ ëþáîãî n ∈ N. Ïîñêîëüêó ìû ôèêñè-

ðîâàëè ïðîèçîëüíîå m ∈ N, ôîðìóëà âåðíà äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ
m è n.
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Ïîäîáíûì îáðàçîì äîêàçûâàþòñÿ äðóãèå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ñëî-

æåíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Àíàëîãè÷íî ñëîæåíèþ äàåòñÿ îïðåäåëåíèå óìíîæåíèÿ íàòóðàëü-

íûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ íà ìíîæåñòâå N çàäàåòñÿ äâó-

ìÿ ñîîòíîøåíèÿìè, êîòîðûå êîððåêòíû â ñèëó àêñèîì:

1. n · 1 = n;

2. n · S(m) = n ·m + n.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî òàê îïðåäåëåííàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ îá-

ëàäàåò âñåìè ïðèâû÷íûìè ñâîéñòâàìè.

Â çàêëþ÷åíèè îòìåòèì, ÷òî, ðàçóìååòñÿ, íèêòî íå èñïîëüçóåò

óïîìèíàåìûå âûøå òåîðåìû ïðè ðàáîòå ñ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè.

Ãëàâíîå, ÷òî îíè äåìîíñòðèðóþò, � êàêîé âûñîêîé îêàçàëàñü öåíà

çà îòêàç îò ñîáëàçíîâ íàãëÿäíîé èíòåðïðåòàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ

îáúåêòîâ. ×åãî ìû äîñòèãëè, îòêàçàâøèñü îò íàãëÿäíîé èíòóèöèè?

Ïîñòðîåíèå ìàòåìàòèêè íà ñòðîãîé ôîðìàëüíîé îñíîâå îòêðûëî

íåâèäàííûå ðàíåå âîçìîæíîñòè äëÿ èçó÷åíèÿ è îïèñàíèÿ ðåàëüíî-

ãî ìèðà! Ñïåöèàëüíàÿ è îáùàÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè, êâàíòîâàÿ

ìåõàíèêà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà, êâàíòîâàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, òåîðèÿ

ñòðóí � âñå ýòè ïîðàæàþùèå âîîáðàæåíèå òåîðèè íå ìîãëè áû áûòü

ñîçäàíû áåç íîâîé ìàòåìàòèêè.



Ãëàâà XI

×òî åñòü ÷èñëî?

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû ñìîãëè äàòü îïðåäåëåíèå íàòóðàëüíîãî

÷èñëà. Òåïåðü íåîáõîäèìî äâèãàòüñÿ äàëüøå � ïîñòðîèòü êîëüöî öå-

ëûõ ÷èñåë Z, ñäåëàâ −1 íàó÷íûì òåðìèíîì, äàòü îïðåäåëåíèå ïîëÿ Q
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è ïîëÿ R âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Íî ïðåæäå íåîá-

õîäèìî ïîçíàêîìèòüñÿ ñ îäíîé èç êëþ÷åâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ èäåé,

êîòîðîé íåÿâíî ìû óæå ïîëüçîâàëèñü ïðè ïîñòðîåíèè êîëåö îñòàòêîâ.

1. Zm êàê êîëüöî êëàññîâ âû÷åòîâ

Êàê ìû ïîìíèì, ïðåèìóùåñòâî ðàññìîòðåíèÿ îñòàòêîâ çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî åñëè ìû ôèêñèðóåì äåëèòåëü m, òî ñóùåñòâóåò ëèøü êî-

íå÷íîå ìíîæåñòâî îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë íàm. Ïðè ýòîì êàæäûé

îñòàòîê ïîëó÷àåòñÿ ïðè äåëåíèè íà m áåñêîíå÷íîãî íàáîðà ÷èñåë.

Èòàê, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëà a. Çàìåòèì,

÷òî óñëîâèå ¾a äàåò ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê r¿ ýêâèâàëåíòíî ñëå-

äóþùåé ôîðìóëå: a = mt + r, ãäå t ∈ Z. Ïóñòü â ýòîé ôîðìóëå t

ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê m è r ôèê-

ñèðîâàíû. Òîãäà íàøà ôîðìóëà äàåò âñå öåëûå ÷èñëà, äëÿ êîòîðûõ

îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà m ðàâåí r.

... ... ... ... ... ... ...
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Â òàáëèöå ïðèâåäåí ïðèìåð äëÿ m = 7. ×èñëà, êîòîðûå äàþò

îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 7, ðàñïîëîæåíû â îäíîì ñòîëáöå.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè çàäàíî íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, òî âñå ìíîæå-

ñòâî öåëûõ ÷èñåë ìîæíî ðàçáèòü íà m êëàññîâ: ê îäíîìó êëàññó

îòíåñòè âñå ÷èñëà, äàþùèå ïðè äåëåíèè íà m îñòàòîê 0, ê äðóãîìó �

îñòàòîê 1, è òàê äàëåå. Íàïðèìåð, åñëè m = 7, òî âñåãî êëàññîâ 7: 7t,

7t+ 1, . . . , 7t+ 6. Çàìåòèì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî îáÿçàòåëüíî ïîïàäàåò

â îäèí è òîëüêî â îäèí êëàññ.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ñëîâî ¾ðàçáèåíèå¿ èç íà-

øåãî áûòîâîãî ÿçûêà òîëüêî ÷òî ñòàëî ïîëíîïðàâíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì òåðìèíîì! Ðàçáèòü ìíîæåñòâî îçíà÷àåò óêàçàòü òàêîé íàáîð

åãî ïîäìíîæåñòâ, ÷òî

1) Êàæäûé ýëåìåíò ïîïàäàåò â êàêîå-íèáóäü ïîäìíîæåñòâî (ò.å.

ïîäìíîæåñòâà ïîêðûâàþò âñå ìíîæåñòâî).

2) Êàæäûé ýëåìåíò ïîïàäàåò òîëüêî â îäíî ïîäìíîæåñòâî (ò.å.

ïîäìíîæåñòâà íå ïåðåñåêàþòñÿ).

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Äîãîâîðèìñÿ

íå ðàçëè÷àòü äâà öåëûõ ÷èñëà a è b (ñ÷èòàòü èõ ýêâèâàëåíòíû-

ìè), åñëè îíè ïðèíàäëåæàò ê îäíîìó êëàññó. Èíûìè ñëîâàìè, a è

b ýêâèâàëåíòíû, åñëè a ≡ b (mod m).

Èòàê, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû, êîòîðûå

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Åãî

ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü Z/mZ. ×èñëà, ëåæàùèå â ýòèõ êëàññàõ, íàçûâà-
þòñÿ âû÷åòàìè.

Íà ñàìîì äåëå ìû òîëüêî ÷òî îïðåäåëèëè íå ÷òî èíîå, êàê Zm, ò.ê.
êàæäîìó îñòàòêó ñîîòâåòñòâóåò ñâîé êëàññ âû÷åòîâ, è íàîáîðîò. Êàê

òÿæåëî äàëèñü è êàê äîðîãî ñòîÿò ñëîâà â ýòîì îïðåäåëåíèè: ¾äî-

ãîâîðèìñÿ íå ðàçëè÷àòü¿! Òàê ðîäèëñÿ ïðèåì, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ

ôàêòîðèçàöèåé è êîòîðûé â XX âåêå î÷åíü øèðîêî èñïîëüçîâàëñÿ.

Èìåííî ýòîò ïðèåì ïîçâîëèò íàì äàòü ñòðîãîå îïðåäåëåíèå öåëûõ è

ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
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Çàìå÷àíèå. Îáîçíà÷åíèÿ Zm è Z/mZ âçàèìîçàìåíÿåìû. Ïîñëåäíåå

îáû÷íî èñïîëüçóþò, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî êîëüöî îñòàòêîâ îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèçàöèè êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ïî îòíîøåíèþ

ýêâèâàëåíòíîñòè, êîòîðîå ìû ââåëè â îïðåäåëåíèè âûøå. Â òàêîì

ñëó÷àå åãî åùå íàçûâàþò ôàêòîðêîëüöîì.

Íàïîìíèì, ÷òî, âïåðâûå ðàññìàòðèâàÿ ìíîæåñòâî îñòàòêîâ Zm â

ãëàâå IV, ìû íåñêîëüêî íåóêëþæå ââåëè íà íåì ñòàíäàðòíûå àðèôìå-

òè÷åñêèå îïåðàöèè � ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. Íåóêëþæå, ïîñêîëüêó

äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íàì ïîòðåáîâàëîñü ¾âûéòè çà ïðåäåëû¿ Zm.
Ôàêòîðèçàöèÿ äîñòàâëÿåò ñòàíäàðòíóþ ïðîöåäóðó äëÿ îïðåäåëåíèÿ

îïåðàöèé íà ïîëó÷åííîì ôàêòîðìíîæåñòâå. Äëÿ ýòîãî âíîâü îáðà-

òèìñÿ ê òàáëèöå.

... ... ... ... ... ... ...

-21 -20 -19 -18 -17 -16 -15

-14 -13 -12 -11 -10 -9 -8

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

0 1 2 3 4 5 6

7 8 9 10 11 12 13

14 15 16 17 18 19 20

21 22 23 24 25 26 27
... ... ... ... ... ... ...

Êëàññû âû÷åòîâ ñîîòâåòñòâóþò ñòîëáöàì äàííîé òàáëèöû.

Ïðåäïîëîæèì, ìû õîòèì ñëîæèòü ïðåäïîñëåäíèé è ïîñëåäíèé åå

ñòîëáöû, ò.å. êëàññû 7t + 5 è 7t + 6. Âûáåðåì äëÿ ýòîãî ïî îäíîìó

ïðåäñòàâèòåëþ èç êàæäîãî êëàññà. Íàïðèìåð, −16 è 27. Ñëîæèì èõ:

−16 + 27 = 11. Òåïåðü îïðåäåëèì, êàêîé êëàññ ïðåäñòàâëÿåò ÷èñëî

11. Êàê íåñëîæíî âèäåòü, ýòî êëàññ 7t + 4. Òîãäà ñóììîé êëàññîâ

7t + 5 è 7t + 6 íàçîâåì êëàññ 7t + 4.

Â îáùåì ñëó÷àå êîíñòðóêöèÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íà. Ââåäåì äëÿ

óäîáñòâà ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: êëàññ âû÷åòîâ, êîòîðûé ïðåäñòàâ-

ëåí âû÷åòîì c, áóäåì îáîçíà÷àòü [c]m.
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Çàìå÷àíèå. Ìû óæå íå ðàç îòìå÷àëè, ÷òî ñðàâíåíèå ≡ ïîõîæå íà

ðàâåíñòâî =. Ââåäåííûå íàìè ïîíÿòèÿ ïîçâîëÿþò âñêðûòü ïðè÷èíó

ýòîé ïîõîæåñòè. Äåéñòâèòåëüíî,

a ≡ b (mod m) ⇔ [a]m = [b]m.

Ðàññìîòðèì äâà êëàññà A,B ∈ Z/mZ. Âûáåðåì â êàæäîì ïî

ïðåäñòàâèòåëþ a ∈ A, b ∈ B. Òàêèì îáðàçîì, [a]m = A, [b]m = B.

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé êëàññîâ [a]m è [b]m íàçûâàåòñÿ êëàññ [a+b]m.

Ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ [a]m è [b]m íàçûâàåòñÿ êëàññ [a · b]m.

Â ðàññìîòðåííîì íàìè ïðèìåðå ïîëó÷àåì

[−16]7 + [27]7 = [−16 + 27]7 = [11]7 = [4]7,

[−16]7 · [27]7 = [(−16) · 27]7 = [−432]7 = [5]7.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: à íå çàâèñèò ëè ðåçóëüòàò ñëîæå-

íèÿ (ïðîèçâåäåíèÿ) êëàññîâ îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëÿ?

Óòâåðæäåíèå (Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè). Îïðåäåëåíèÿ ñóììû è ïðî-

èçâåäåíèÿ êëàññîâ âû÷åòîâ êîððåêòíî, ò.å. íå çàâèñèò îò âûáîðà

ïðåäñòàâèòåëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

a ≡ a′ (mod m), b ≡ b′ (mod m).

Òîãäà

a + b ≡ a′ + b′ (mod m), ò.å. [a + b]m = [a′ + b′]m

è, àíàëîãè÷íî,

a · b ≡ a′ · b′ (mod m), ò.å. [a · b]m = [a′ · b′]m.

Òåïåðü ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî Z/mZ
âîèñòèíó ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì, åñòåñòâåííî èçîìîðôíûì êîëüöó Zm.
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2. ×òî åñòü öåëîå ÷èñëî?

Ìàòåìàòèêè ïðèìèðèëèñü ñ îòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè, ê êîòîðûì âû

òàê ïðèâûêëè, ñîâñåì íåäàâíî. Ìèíóñ åäèíèöà ñòàëà íàó÷íûì òåð-

ìèíîì òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX (!) âåêà. Íè Äåêàðò, Ôåðìà,

Ëåéáíèö, Ýéëåð, Ëàãðàíæ, íè Ãàóññ èëè Êîøè íå ìîãëè äàòü îïðå-

äåëåíèÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë. Åùå â XVIII âåêå ñðåäè âåäóùèõ

ìàòåìàòèêîâ èìåëà ìåñòî îæèâëåííàÿ äèñêóññèÿ î ïðèðîäå îòðèöà-

òåëüíûõ ÷èñåë. Ðàññìòðèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

−1

1
=

1

−1

Åãî ñïðàâåäëèâîñòü íå âûçûâàåò íèêàêèõ âîïðîñîâ. Îäíàêî, ñëåâà

â ýòîì ðàâåíñòâå ñòîèò îòíîøåíèå ìåíüøåãî ÷èñëà ê áîëüøåìó, à

ñïðàâà, íàîáîðîò � áîëüøåãî ê ìåíüøåìó. Êàê æå ìîæíî ñòàâèòü ðà-

âåíòñâî ìåæäó ýòèìè îòíîøåíèÿìè?! Äàæå ñòîëü ïðèâû÷íûé äëÿ íàñ

îáúåêò, êàê îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, íå èìååò êîíêðåòíîé íàãëÿäíîé

èíòåðïðåòàöèè.

Äàòü àêêóðàòíîå îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Z öåëûõ ÷èñåë íàì ïî-

ìîæåò èäåÿ ôàêòîðèçàöèè. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ

÷èñåë { (m,n) | m ∈ N, n ∈ N} .

Îïðåäåëåíèå. Ïàðû (m,n) è (k, l) áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè m + l = n + k.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ ïàð (çíàêîì ∼ ìû îáîçíà÷àåì

ýêâèâàëåíòíîñòü, ýòî àíàëîã ≡ èç òåîðèèè ñðàâíåíèé):

(1, 1) ∼ (2, 2) ∼ (3, 3) ∼ . . .

(2, 1) ∼ (3, 2) ∼ (4, 3) ∼ . . .

(1, 2) ∼ (2, 3) ∼ (3, 4) ∼ . . .

Ìíîæåñòâî ýêâèâàëåíòíûõ ïàð îáðàçóåò êëàññ (ïî àíàëîãèè ñ ìíî-

æåñòâîì ÷èñåë, êîòîðûå äàþò îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà

çàäàííîå ÷èñëî). Ïðàâäà, â îòëè÷èå îò òåîðèè ñðàâíåíèé, ìû ïîëó-

÷àåì áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êëàññîâ.
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Îïðåäåëåíèå. Öåëûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíòíûõ ïàð.

Ìíîæåñòâî N åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â Z. Ýòî âëî-

æåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

n 7→ [n + 1, 1],

ãäå ÷åðåç [n + 1, 1] îáîçíà÷åí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé

ïàðó (n + 1, 1).

Çàìå÷àíèå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ïàðó (m,n) ñ m >

n, åñòü íå ÷òî èíîå, êàê íàòóðàëüíîå ÷èñëî m− n.

Îïðåäåëåíèå. Íóëåì íàçûâàåòñÿ êëàññ [m,m] (îáðàòèòå âíèìàíèå

íà òî, ÷òî íîëü îïðåäåëÿåòñÿ)!

Êàê ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü öåëûå ÷èñëà?

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé öåëûõ ÷èñåë [m,n] è [k, l] íàçûâàåòñÿ öåëîå

÷èñëî [m + k, n + l].

Ïðîèçâåäåíèåì öåëûõ ÷èñåë [m,n] è [k, l] íàçûâàåòñÿ öåëîå ÷èñëî

[mk + nl,ml + nk].

Ñîâñåì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûå îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû,

ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé.

Òåïåðü ìû ìîæåì ðåøèòü óðàâíåíèå 1 + x = 0 è òåì ñàìûì îïðå-

äåëèòü ìèíóñ åäèíèöó! Â ñàìîì äåëå, 1 = [2, 1]. Ïîëîæèì x = [1, 2] è

ïîëó÷èì, ÷òî

[2, 1] + [1, 2] = [3, 3], ò.å. 1 + x = 0.

Òàêèì îáðàçîì, −1 = [1, 2], à êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé

ïàðó (m,n) ñ m < n, åñòü îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî m− n.

Çàìå÷àíèå. Îïèñàííàÿ êîíñòðóêöèÿ ðàáîòàåò íå òîëüêî äëÿ öåëûõ

÷èñåë, íî è â áîëåå îáùèõ ñèòóàöèÿõ, êîãäà òðåáóåòñÿ ¾íàó÷èòüñÿ

ïðèïèñûâàòü çíàê ìèíóñ¿, èíûìè ñëîâàìè, âû÷èòàòü.
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3. ×òî åñòü ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî?

Ïîíÿòèå äðîáè èëè ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà âîçíèêëî íåñêîëüêî òûñÿ÷

ëåò íàçàä (íàìíîãî ðàíüøå, ÷åì ïîíÿòèå îá îòðèöàòåëüíûõ ÷èñëàõ),

êîãäà, ñòàëêèâàÿñü ñ íåîáõîäèìîñòüþ èçìåðÿòü íåêîòîðûå âåùè (äëè-

íó, âåñ, ïëîùàäü è ò. ï.), ëþäè ïîíÿëè, ÷òî íå óäàåòñÿ îáîéòèñü

öåëûìè ÷èñëàìè è íåîáõîäèìî ââåñòè ïîíÿòèå äîëè: ïîëîâèíû, òðåòè

è ò. ï. Èíûìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî áûëî ïîñòðîèòü ÷èñëîâîå ìíîæå-

ñòâî, â êîòîðîì âîçìîæíî äåëèòü ýëåìåíòû. Ñòðîãîå æå îïðåäåëåíèå

òàêæå áûëî äàíî ñîâñåì íåäàâíî � ÷óòü áîëåå ñòà ëåò íàçàä.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð, ñîñòîÿùèõ èç öåëûõ ÷èñåë

{ (m,n) | m ∈ Z, n ∈ Z, n 6= 0} .

Îïðåäåëåíèå. Ïàðû (m,n) è (k, l) áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè,

åñëè m · l = n · k.

Ïðèâåäåì ïðèìåðû ýêâèâàëåíòíûõ ïàð.

(1, 1) ∼ (2, 2) ∼ (3, 3) ∼ . . .

(2, 1) ∼ (4, 2) ∼ (6, 3) ∼ . . .

(1, 2) ∼ (2, 4) ∼ (3, 6) ∼ . . .

Îïðåäåëåíèå. Ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì íàçûâàåòñÿ êëàññ ýêâèâàëåíò-

íûõ ïàð.

Ìíîæåñòâî Z åñòåñòâåííûì îáðàçîì âêëàäûâàåòñÿ â Q. Ýòî âëî-

æåíèå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

n 7→ [n, 1],

ãäå ÷åðåç [n, 1] îáîçíà÷åí êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ïàðó

(n, 1).

Çàìå÷àíèå. Êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè, ñîäåðæàùèé ïàðó (m,n), åñòü íå

÷òî èíîå, êàê äðîáü m
n .

Êàê ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà?
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Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë [m,n] è [k, l] íàçûâàåò-

ñÿ ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî [ml + nk, nl].

Ïðîèçâåäåíèåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë [m,n] è [k, l] íàçûâàåòñÿ ðà-

öèîíàëüíîå ÷èñëî [mk, nl].

Ñîâñåì íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííûå îïðåäåëåíèÿ êîððåêòíû,

ò.å. íå çàâèñÿò îò âûáîðà ïðåäñòàâèòåëåé.

Êëàññ [k, k] ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì (ðàöèîíàëüíûì) 1. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà [m,n] èìååì

[m,n] · [k, k] = [mk, nk] = [m,n].

Êàê ìû çíàåì, ìíîæåñòâî Q ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ò.å. â íåì íå ïðî-

ñòî ñóùåñòâóþò îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, èìåþùèå èçâåñò-

íûå ñâîéñòâà, íî òàêæå êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò èìååò îáðàòíûé.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåíóëåâîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî [m,n].

Èìååì

[m,n] · [n,m] = [mn,mn] = 1.

Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî [m,n]−1 = [n,m].

Çàìå÷àíèå. Àáñîëþòíî àíàëîãè÷íûå ïîñòðîåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè íå

òîëüêî äëÿ êîëüöà Z, íî è äëÿ ëþáîãî êîëüöà áåç äåëèòåëåé íóëÿ.

Â òàêîì ñëó÷àå ïîñòðîåííîå ïîëå íàçûâàåòñÿ ïîëåì ÷àñòíûõ èñõîä-

íîãî êîëüöà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíîãî âûáðàòü êîëüêî

ìíîãî÷ëåíîâ îò îäíîé ïåðåìåííîé k[x], òî ïîëó÷èòñÿ òàê íàçûâàåìîå

ïîëå ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé, îáîçíà÷àåìîå k(x).

Ìû ïîñòðîèëè ñëåäóþùóþ öåïî÷êó âëîæåííûõ ÷èñëîâûõ ìíî-

æåñòâ

N ⊂ Z ⊂ Q.
Êàæäûé øàã áûë ìîòèâèðîâàí ñîâåðøåííî ÿñíîé ïîòðåáíîñòüþ: íà-

ó÷èòüñÿ âû÷èòàòü è íàó÷èòüñÿ äåëèòü. Ìîæåò ëè âîçíèêíóòü ïðè÷èíà

ïðîäëîæàòü ýòó öåïî÷êó? Äðåâíåãðå÷åñêèå ìàòåìàòèêè âåðèëè, ÷òî

ïðè èçìåðåíèè äîñòàòî÷íî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äåéñòâèòåëüíî, ñ

ïîìîùüþ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ñêîëü óãîäíî



194 Ãëàâà XI. ×òî åñòü ÷èñëî?

ìàëûõ âåëè÷èí, âûðàæàåìûõ ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè âèäà 1/n.

Ýòîò ôàêò óáåæäàåò, ÷òî ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè ìîæíî èçìåðèòü

âîîáùå ëþáûå ãåîìåòðè÷åñêèå ðàññòîÿíèÿ. Ñîâåðøåííî ïîòðÿñàþ-

ùèì îòêðûòèåì (øêîëà Ïèôàãîðà) ÿâèëîñü ñóùåñòâîâàíèå âåëè÷èí,

êîòîðûå íå ìîãóò áûòü èçìåðåíû ðàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè! Ãðåêè

áûëè íàñòîëüêî ïîðàæåíû, ÷òî çàñåêðåòèëè ýòî îòêðûòèå, ïîñêîëüêó

îíî ðàçðóøàëî ãàðìîíè÷íî ïîñòðîåííóþ èìè òåîðèþ ÷èñåë, à çíà÷èò,

è âñåãî ñóùåãî, âåäü, êàê îíè ñ÷èòàëè, âñå ñóùåå åñòü ÷èñëî! Ïðèìåð

ïîÿâèëñÿ ñ íåîæèäàííîé ñòîðîíû � èç òåîðåìû Ïèôàãîðà. Åñëè ðàñ-

ñìîòðåòü êâàäðàò ñî ñòîðîíîé 1, òî äëèíà åãî äèàãîíàëè áóäåò ðàâíà√
2.

Òåîðåìà (Î
√

2). ×èñëî
√

2 íå ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü ñóùåñòâóåò òàêîå

ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, ò.å. íåñêðàòèìàÿ äðîáü m
n , ÷òî

m
n =
√

2. Òîãäà

m

n
=
√

2 ⇔ m2

n2
= 2 ⇔ m2 = 2n2.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî m ÷åòíîå, ò.å. m = 2k. Â òàêîì ñëó÷àå

(2k)2 = 2n2 ⇔ 4k2 = 2n2 ⇔ 2k2 = n2.

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî n ÷åòíîå, ò.å. äðîáü m
n ñîêðàòèìà.

Ïðîòèâîðå÷èå.
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4. ×òî åñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî?

Èòàê, ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü ïðîäîëæèòü öåïî÷êó

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ ?

Èçâåñòíî, ÷òî Åâäîêñîì Êíèäñêèì áûëà ïîñòðîåíà òåîðèÿ ÷èñåë,

âêëþ÷àþùàÿ íåñîèçìåðèìûå, ò.å. èððàöèîíàëüíûå âåëè÷èíû. È òîëü-

êî ñïóñòÿ äâå òûñÿ÷è ëåò ëþäè âåðíóëèñü ê èññëåäîâàíèþ ýòèõ

âîïðîñîâ. Òîëüêî âî âòîðîé ïîëîâèíå XIX âåêà, êîãäà ðàçâèòèå ìà-

òåìàòèêè ïîòðåáîâàëî ïåðåñòðîéêè ñàìèõ îñíîâ íà íîâîì óðîâíå

ñòðîãîñòè, è ñòàë çàðîæäàòüñÿ ôîðìàëüíûé ÿçûê. Â ðàáîòàõ Êàðëà

Âåéåðøòðàññà, Ðèõàðäà Äåäåêèíäà, Ãåîðãà Êàíòîðà è äðóãèõ áûëà

ïîñòðîåíà ñòðîãàÿ òåîðèÿ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë. Äàëåå ìû îïèøåì

êîíñòðóêöèþ, ïðèíàäëåæàùóþ Âåéåðøòðàññó, êîòîðàÿ, êñòàòè, ïî-

ÿâèëàñü äî ñòðîãîãî îïðåäåëåíèÿ íàòóðàëüíûõ è öåëûõ ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå. Ïîëîæèòåëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëîì α íàçûâàåòñÿ

áåñêîíå÷íàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü

α = n0, n1n2 . . . nk . . . .

Íà ïåðâûé âçãëÿä, ýòî îïðåäåëåíèå êàæåòñÿ áîëåå ïðîñòûì, ÷åì

ðàññìîòðåííûå íàìè ðàíåå. Îäíàêî, çà íèì ñòîèò èñòîðèÿ äëèííîþ

â äâå òûñÿ÷è ëåò. Êëþ÷åâûì ñëîâîì â ýòîì îïðåäåëåíèè ÿâëÿåòñÿ

¾áåñêîíå÷íîñòü¿.

5. Áåñêîíå÷íîñòü â ìàòåìàòèêå

Ïèôàãîðåéöàì áûëî èçâåñòíî, ÷òî äëèíà äèàãîíàëè êâàäðàòà íå âû-

ðàæàåòñÿ íèêàêèì ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì. Êàê îíè îòêðûëè ýòîò

óäèâèòåëüíûé ôàêò? Âðÿä ëè èì áûëî äîñòóïíî ïðèâåäåííîå âûøå

äîêàçàòåëüñòâî, ïîñêîëüêó àëãåáðàè÷åñêàÿ òåõíèêà òîãäà íå áûëà äî-

ñòàòî÷íî ðàçâèòà. Ïðèâåäåì ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî, êîòîðîå

âïîëíå ìîãëî áûòü èçâåñòíî ïîñëåäîâàòåëÿì Ïèôàãîðà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. À èìåííî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå êîëè÷å-

ñòâî ÷àñòåé n, íà êîòîðîå ìû ðàçäåëèì ñòîðîíó åäèíè÷íîãî êâàäðàòà,
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è ïîëó÷èì îòðåçîê äëèíû 1
n, êîòîðûé öåëîå ÷èñëî ðàç óêëàäûâàåòñÿ

íà äèàãîíàëè, ò.å. äëèíà äèàãîíàëè áóäåò ðàâíà m
n . Èíûìè ñëîâàìè,

ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñòîðîíà êâàäðàòà è åãî äèàãîíàëü ñîèçìåðèìû.

Îòëîæèì ñòîðîíó êâàäàðàòà íà äèàãîíàëè, ðàçäåëèâ åå íà äâà îò-

ðåçêà äëèíû 1 è x1. Ïîñòðîèì íîâûé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé x1 íà ÷àñòè

äèàãîíàëè èñõîäíîãî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äèàãîíàëü íîâîãî êâàäðàòà

ðàâíà 1− x1. Òîãäà èìååì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

x1 < 1− x1 ⇔ x1 <
1

2
.

Ñ íîâûì êâàäðàòîì ïðîâåäåì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó è îòëîæèì åãî

ñòîðîíó íà åãî äèàãîíàëè, ðàçäåëèâ åå íà äâà îòðåçêà äëèíû x1 è x2.

Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé êâàäðàò ñî ñòîðîíîé x2, äèàãîíàëü êîòîðîãî

ðàâíà x1 − x2. Èìååì

x2 < x1 − x2 ⇔ x2 <
1

2
· x1 <

1

22
.

Ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî èððàöèîíàëüíîñòè
√

2.

Ïðîäîëæàÿ äàëåå, íà k-îì øàãå ïîëó÷èì îòðåçîê äëèíû

xk <
1

2k
.
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Èç ïðåäïîëîæåíèÿ è ïîñòðîåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî â êàæäûé èç îòðåçêîâ

x1, x2, . . . , xk, . . . îòðåçîê 1/n óìåùàåòñÿ öåëîå ÷èñëî ðàç. Íàìè ïî-

ëó÷åíî ïðîòèâîðå÷èå, ïîñêîëüêó, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî k0, âåëè÷èíà

1/2k íå ïðåâîñõîäèò 1/n.

Çàìå÷àíèå. Îïèñàííàÿ âûøå ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ÷òî

èíîå, êàê ãåîìåòðè÷åñêèé àíàëîã àëãîðèòìà Åâêëèäà. Â îòëè÷èå îò

òîãî, êîòîðûé ìû ðàññìàòðèâàëè â ãëàâå II, ýòîò àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ

áåñêîíå÷íûì, ÷òî è ïðèâîäèò íàñ ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Íåëüçÿ èñêëþ÷àòü òîãî, ÷òî âî âðåìåíà Ïèôàãîðà äåëàëèñü ïîïûò-

êè äàòü îïðåäåëåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà, íàïîäîáèå òîãî, êîòîðîå

áûëî äàíî Âåéåðøòðàññåì ñïóñòÿ áîëåå ÷åì äâå òûñÿ÷è ëåò, � èç-

ìåðÿòü îòðåçîê ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Óòâåðæäàòü

ýòîãî ìû íå ìîæåì, ïîñêîëüêó íå ñîõðàíèëîñü íèêàêèõ ïèñüìåííûõ

óïîìèíàíèé îá ýòîì, íî ìû âïðàâå çàäàòü ñåáå ñëåäóþùèé âîïðîñ. Â

ñèëó êàêèõ ïðè÷èí òàêîå îïðåäåëåíèå ïîÿâèëîñü òîëüêî ëèøü ñïóñòÿ

äâå òûñÿ÷è ëåò?

Â V âåêå äî í.ý. Çåíîí Ýëåéñêèé ôîðìóëèðóåò ñâîè çíàìåíèòûå

àïîðèè, èç êîòîðûé íàì íàèáîëåå èçâåñòíû áëàãîäàðÿ óïîìèíàíèþ ó

Àðèñòîòåëÿ ñëåäóþùèå ÷åòûðå: ¾Àõèëëåñ è ÷åðåïàõà¿, ¾Äèõîòîìèÿ¿,

¾Ëåòÿùàÿ ñòðåëà¿ è ¾Ñòàäèîí¿. Îíè îáúåäèíåíû îáùèì ëåéòìî-

òèâîì: ¾íåëüçÿ âïóñêàòü áåñêîíå÷íîñòü â ìàòåìàòèêó¿. Ïðèâåäåì

ïðèìåðû òàêèõ ðàññóæäåíèé. Äîïóñòèì, Àõèëëåñ áåæèò â äåñÿòü

ðàç áûñòðåå, ÷åì ÷åðåïàõà, è íàõîäèòñÿ ïîçàäè íåå íà ðàññòîÿíèè â

òûñÿ÷ó øàãîâ. Çà òî âðåìÿ, çà êîòîðîå Àõèëëåñ ïðîáåæèò ýòî ðàññòî-

ÿíèå, ÷åðåïàõà â òó æå ñòîðîíó ïðîïîëçåò ñòî øàãîâ. Êîãäà Àõèëëåñ

ïðîáåæèò ñòî øàãîâ, ÷åðåïàõà ïðîïîëçåò åùå äåñÿòü øàãîâ, è òàê

äàëåå. Ïðîöåññ áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî áåñêîíå÷íîñòè, Àõèëëåñ òàê

íèêîãäà è íå äîãîíèò ÷åðåïàõó. Â ¾Äèõîòîìèè¿ Çåíîí óòâåðæäàåò,

÷òîáû ïðåîäîëåòü ïóòü, íóæíî ñíà÷àëà ïðåîäîëåòü ïîëîâèíó ïóòè, à

÷òîáû ïðåîäîëåòü ïîëîâèíó ïóòè, íóæíî ñíà÷àëà ïðåîäîëåòü ïîëî-

âèíó ïîëîâèíû, è òàê äî áåñêîíå÷íîñòè. Ïîýòîìó äâèæåíèå íèêîãäà

íå íà÷íåòñÿ. À ëåòÿùàÿ ñòðåëà íå ìîæåò âîâñå ëåòåòü, òàê êàê â
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êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îíà ïîêîèòñÿ, à ïîñêîëüêó îíà ïîêîèòñÿ â

êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè, òî îíà ïîêîèòñÿ âñåãäà. Èíûìè ñëîâàìè,

íåëüçÿ ïðîéòè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî èíòåðâàëîâ çà êîíå÷íîå âðåìÿ! Íå

èñêëþ÷åíî, ÷òî ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ Çåíîí ïðèâîäèë â êà÷åñòâå

àðãóìåíòîâ ïðîòèâ â òîì ÷èñëå ïîïûòîê äàâàòü îïðåäåëåíèÿ â äóõå

Âåéåðøòðàññà.

Ðàáîòû Çåíîíà íàì èçâåñòíû áëàãîäàðÿ Àðèñòîòåëþ. Åìó æå ïðè-

íàäëåæèò ñëåäóþùèé àíàëèç ïîíÿòèÿ áåñêîíå÷íîñòè. Áåñêîíå÷íîñòü

ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê íåîãðàíè÷åííîñòü íåêîòîðîãî ïðîöåññà,

íàïðèìåð, êîãäà óòâåðæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðîäîëæèòü áåñêîíå÷íî

è íåïðåðûâíî ëþáóþ ïðÿìóþ, òî èìååòñÿ â âèäó, ÷òî ïðîöåññ ìîæíî

íåïðåðûâíî ïðîäîëæàòü, íî ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ñàìîñòîÿòåëüíîãî

îáúåêòà, êàê áåñêîíå÷íàÿ ïðÿìàÿ, èç íåãî íå ñëåäóåò. Òàêîãî ðî-

äà ïðîöåññû è ñîâîêóïíîñòè îáúåêòîâ, èõ îïèñûâàþùèå, íàçûâàþò

ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòüþ. Àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå

àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðàÿ îçíà÷àåò ðàññìîòðåíèå êîíå÷-

íî íåèçìåðèìûõ îáúåêòîâ êàê äàííîñòü, êàê ðåàëüíî ñóùåñòâóþùèõ,

íî ïðè ýòîì êàê åäèíûõ è öåëîñòíûõ, ñ êîòîðûìè âîçìîæíî îïåðè-

ðîâàòü.

Íàïðèìåð, êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî, êàêîâûì áû íè áûëî íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî, ìîæíî ïðèáàâèòü ê íåìó 1 è ïîëó÷èòü áîëüøåå ÷èñëî, ìû

îáðàùàåìñÿ ê ïîíÿòèþ ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, äîêàçûâàÿ òåì

ñàìûì, ÷òî ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íåîãðàíè÷åíî. Íî åñëè ìû

ïðîèçíîñèì ¾ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë¿, òî îáðàùà-

åìñÿ ê ïîíÿòèþ àêòóàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè, èìåÿ â âèäó áåñêîíå÷íîå

ìíîæåñòâî, êàê öåëîå.

Ñóùåñòâîâàíèå ïîòåíöèàëüíîé áåñêîíå÷íîñòè Àðèñòîòåëü äîïóñ-

êàåò. Íî íà àêòóàëüíóþ áåñêîíå÷íîñòü áûë íàëîæåí çàïðåò, ïîñêîëü-

êó, ñëåäóÿ Çåíîíó, ââåäåíèå åå â ìàòåìàòèêó ïðèâîäèëî, êàê òîãäà

êàçàëîñü, ê íåðàçðåøèìûì ïðîòèâîðå÷èÿì.

Â III âåêå äî í.ý. Åâêëèä ôîðìàëèçîâàë è óçàêîíèë çàïðåò

Àðèñòîòåëÿ â âèäå ñëåäóþùåé àêñèîìû: ¾÷àñòü ìåíüøå öåëîãî¿.
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Åùå â 1638 ãîäó (ïî÷òè äâå òûñÿ÷è ëåò ñïóñòÿ!) Ãàëèëåé â òðó-

äå ¾Áåñåäû è ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà äâóõ íîâûõ íàóê¿

âêëàäûâàåò â óñòà Ñàëüâèàòè òàêèå ðàññóæäåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

ìíîæåñòâî êâàäðàòîâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âñåãî ìíî-

æåñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Îäíàêî, ìåæäó íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü

âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå:

n ←→ n2,

ò.å. ÷àñòü ìîæåò áûòü ðàâíà öåëîìó? Äðóãîé ñîáåñåäíèê ¾Áåñåä¿

Ñàãðåäî, êîòîðûé îòðàæàåò âçãëÿäû ñàìîãî Ãàëèëåÿ, âîçðàæà-

åò:¾Ñâîéñòâà ðàâåíñòâà, à òàêæå áîëüøîé è ìåíüøåé âåëè÷èíû íå

èìåþò ìåñòà òàì, ãäå äåëî èäåò î áåñêîíå÷íîñòè¿.

Ïî âñåé âèäèìîñòè, ïåðâûì, êòî ñòàë ââîäèòü áåñêîíå÷íîñòü â

ìàåòìàòèêó, áûë Íüþòîí. Â 1665-1666 ãîäàõ â Ëîíäîíå áóøåâàëà

ýïèäåìèÿ ÷óìû. Çàíÿòèÿ â Òðèíèòè-êîëëåäæå, ãäå ðàáîòàë Íüþòîí,

áûëè ïðåêðàùåíû è ïåðñîíàë ðàñïóùåí äî îêîí÷àíèÿ ýïèäåìèè.

Íüþòîí óåõàë äîìîé â Âóëñòîðï è òàì ïîñâÿòèë âñå ñâîå âðåìÿ èñ-

ñëåäîâàíèÿì. Èìåííî òîãäà îí ðàçâèë ìåòîäû äèôôåðåíöèàëüíîãî

è èíòåãðàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ è îòêðûë çàêîí âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ.

Â åãî ðàáîòàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîìó èñ÷èñëåíèþ ïîÿâèëèñü áåñêî-

íå÷íûå ðÿäû, êîòîðûå âïîñëåäñòâèè áûëè íàçâàíû ðÿäàìè Òåéëîðà

(Òåéëîð áûë ó÷åíèêîì Íüþòîíà).

a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . .

Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ðÿäîâ Íüþòîí íàó÷èëñÿ ðåøàòü äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ. Îí ñàì íå ïóáëèêîâàë ýòèõ ðàáîò, âîçìîæíî ïî ïðè÷èíå

òîãî, ÷òî íå ìîã ïðèâåñòè ñòðîãèõ îáîñíîâàíèé ìåòîäîâ, êîòîðûå

èñïîëüçîâàë. Òàêèå îáîñíîâàíèÿ ïîÿâèëèñü ñïóñòÿ ïî÷òè 200 ëåò.

Îêîí÷àòåëüíî çàïðåò íà èñïîëüçîâàíèå àêòðóàëüíîé áåñêîíå÷íî-

ñòè áûë ñíÿò Ãåîðãîì Êàíòîðîì â 70-ûõ ãîäàõ XIX âåêà. Ñðàçó ïîñëå

ýòîãî ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îäíî èç

êîòîðûõ ìû è ðàññìàòðèâàåì.
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Êàíòîð ïðåîäîëåë îêîâû íàøåé íàãëÿäíîé èíòóèöèè è ââåë â

ìàòåìàòèêó ìíîãèå ïàðàäîêñàëüíûå êîíñòðóêöèè (ïàðàäîêñ � ïðàâ-

äà, ïîõîæàÿ íà ëîæü!). Ýòè ïàðàäîêñû åñòü öåíà ñíÿòèÿ çàïðåòà

Àðèñòîòåëÿ. ×àñòü äåéñòâèòåëüíî ìîæåò áûòü ðàâíà öåëîìó: ÷åòíûõ

÷èñåë ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è âñåõ íàòóðàëüíûõ, ïîñêîëüêó ìåæäó

íèìè ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå

n←→ 2 · n.
Â ýòîì ñëó÷àå ïðèíÿòî ãîâîðèòü, ÷òî îíè èìåþò îäèíàêîâóþ ìîù-

íîñòü. Îêàçàëîñü, ÷òî ìíîæåñòâà, íà ïåðâûé âçãëÿä ðàçíûå, èìåþò

îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Êàæåòñÿ ñîâåðøåííî ÿñíûì, ÷òî ðàöèîíàëü-

íûõ ÷èñåë ¾áîëüøå¿, ÷åì íàòóðàëüíûõ. Îäíàêî, ýòî íå òàê.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâà Q è N èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×òîáû ýòî óñòàíîâèòü, äîñòàòî÷íî ïðîíóìåðîâàòü

ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ò. å. óñòàíîâèòü áèåêöèþ ìåæäó ìíîæåñòâàìè

ðàöèîíàëüíûõ è íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Ïðèìåðîì òàêîãî ïîñòðîåíèÿ

ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì. Ñîñòàâëÿåòñÿ áåñ-

êîíå÷íàÿ òàáëèöà îáûêíîâåííûõ äðîáåé, íà êàæäîé i-îé ñòðîêå â

êàæäîì j-îì ñòîëáöå êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ äðîáü i
j .

Â ïðîöåññå îáõîäà, êîòîðûé èçîáðàæåí íà ðèñóíêå, êàæäîìó íî-

âîìó ðàöèîíàëüíîìó ÷èñëó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå î÷åðåäíîå íà-

òóðàëüíîå ÷èñëî. Ò. å. äðîáè 1/1 ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëî 1,



XI.5. Áåñêîíå÷íîñòü â ìàòåìàòèêå 201

äðîáè 2/1 � ÷èñëî 2, äðîáè 1/2 � ÷èñëî 3 è ò.ä. ×òîáû êàæäîå ðà-

öèîíàëüíîå ÷èñëî âñòðå÷àëîñü ïî îäíîìó ðàçó, íóìåðóþòñÿ òîëüêî

íåñîêðàòèìûå äðîáè. Ñîâñåì íåñëîæíî ñîîáðàçèòü, ÷òî, ïðîíóìåðî-

âàâ ïîëîæèòåëüíûå ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü âñå

ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q.

Ìíîæåñòâà, ìîùíîñòü êîòîðûõ ðàâíà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà íàòó-

ðàëüíûõ ÷èñåë, íàçûâàþòñÿ ñ÷åòíûìè. Èíûìè ñëîâàìè, èõ ýëåìåíòû

ìîæíî ïåðåñ÷èòàòü è óñòàíîâèòü òåì ñàìûì áèåêöèþ ìåæäó èñõîä-

íûì ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì N. Áûâàþò ëè íåñ÷åòíûå ìíîæå-

ñòâà? Êàíòîð äàåò îòâåò è íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íà îòðåçêå [0, 1] íå ÿâ-

ëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ óäîáñòâà áóäåì çàïèñûâàòü âåùåñòâåííûå ÷èñ-

ëà â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, à èìåííî

÷òî íàì óäàëîñü êàêèì-òî îáðàçîì çàíóìåðîâàòü âñå âåùåñòâåííûå

÷èñëà íà îòðåçêå [0, 1]. Òåïåðü ìû ïðåäúÿâèì ÷èñëî, êîòîðîå íå èìååò

íîìåðà è ïðèäåì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Ðàññìîòðèì ïåðâûé çíàê ïîñëå çàïÿòîé ó ïåðâîãî ÷èñëà. Åñëè ýòî

íîëü, òî ïåðâûì çíàêîì èñêîìîãî ÷èñëà áóäåò åäèíèöà (èíà÷å íà-

îáîðîò). Ðàññìîòðèì âòîðîé çíàê ïîñëå çàïÿòîé ó âòîðîãî ÷èñëà è

ïðîäåëàåì àíàëîãè÷íóþ îïåðàöèþ. Ïðîäîëæàÿ ýòó îïåðàöèþ äî áåñ-

êîíå÷íîñòè, ìû ïîëó÷èì âåùåñòâåííîå ÷èñëî, êîòîðîå íå èìååò ñâîåãî

íîìåðà, âåäü îíî îòëè÷àåòñÿ îò êàæäîãî çàíóìåðîâàííîãî ÷èñëà õîòÿ

áû â îäíîì ðàçðÿäå!

Çàìå÷àíèå. Êàêîå ïðîñòîå â òåõíè÷åñêîì ñìûñëå, íî êàêîå ñëîæíîå

â ñìûñëå èäåéíîì äîêàçàòåëüñòâî!

Òàêèì îáðàçîì, âåùåñòâåííûõ ÷èñåë îêàçàëîñü áîëüøå, ÷åì íàòó-

ðàëüíûõ. Îäíà áåñêîíå÷íîñòü îêàçàëàñü áîëüøå äðóãîé! À íàéäåòñÿ

ëè áåñêîíå÷íîñòü, êîòîðàÿ áîëüøå, ÷åì áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà âå-

ùåñòâåííûõ ÷èñåë? Ëîãè÷íî áûëî áû ïðåäïîëàãàòü, ÷òî íà ïëîñêîñòè

òî÷åê áîëüøå, ÷åì íà ïðÿìîé... Îêàçûâàåòñÿ, ýòî íå òàê! Íà ïëîñêî-

ñòè òî÷åê ñòîëüêî æå, ñêîëüêî è íà ïðÿìîé! Ñàì Êàíòîð ïèñàë îá

ýòîì îòêðûòèè â ïèñüìå Äåäåêèíäó òàê: ¾ß âèæó ýòî, íî íå âåðþ

ýòîìó¿.

Çàìå÷àíèå. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçû-

âàåòñÿ êîíòèíóóìîì. Â ñïèñêå óæå óïîìèíàâøèõñÿ íàìè ïðîáëåì

Ãèëüáåðòà ïåðâîå ìåñòî çàíèìàåò êîíòèíóóì-ãèïîòåçà � âûäâèíó-

òàÿ â 1877 ãîäó Ãåîðãîì Êàíòîðîì ãèïîòåçà î òîì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò

¾ïðîìåæóòî÷íûõ¿ ìîùíîñòåé ìåæäó ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì è êîíòè-

íóóìîì.

Ðåøåíèå îáîçíà÷åííîé ïðîáëåìû ñîâåðøåííî ïîðàçèòåëüíî.

Íåâîçìîæíî äîêàçàòü èëè îïðîâåðãíóòü êîíòèíóóì-ãèïîòåçó â

ðàìêàõ ïðèíÿòîé àêñèîìàòèêè òåîðèè ìíîæåñòâ (àêñèîìàòèêå

Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ). Òàêèì îáðàçîì, ãèïîòåçà Êàíòîðà ÿâëÿåòñÿ

íåçàâèñèìîé îò ñèñòåìû àêñèîì òåîðèè ìíîæåñòâ.

Çàìå÷àíèå. Òåîðèÿ ìíîæåñòâ äîñòàâëÿåò ìíîãî ïàðàäîêñàëüíûõ ïðè-

ìåðîâ. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà íà

êâàäðàò!
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Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé îòðåçîê è åäèíè÷íûé êâàäðàò. Íà 1-ì øàãå

ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëèì êâàäðàò ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà 4 ðàâíûõ êâàä-

ðàòà, à îòðåçîê � íà 4 ðàâíûå ÷àñòè. Ïîëó÷èì êâàäðàòû è îòðåçêè

1-ãî óðîâíÿ. Íà êàæäîì ïîñëåäóþùåì øàãå äåëèì êâàäðàòû è îò-

ðåçêè ïðåäûäóùåãî óðîâíÿ íà 4 ÷àñòè � ïîëó÷àåì êâàäðàòèêè è

îòðåçî÷êè ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Çàäàäèì ïîðÿäîê îáõîäà êâàäðàòè-

êîâ êàæäîãî óðîâíÿ. Äëÿ 1-ãî, 2-ãî, . . ., 6-ãî óðîâíÿ ïîðÿäîê îáõîäà

ïîêàçàí íà ðèñóíêå. Ïîðÿäîê îáõîäà îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâîì êâàäðàòèêîâ n-ãî óðîâíÿ è ìíîæå-

ñòâîì îòðåçî÷êîâ n-ãî óðîâíÿ.

Âïîñëåäñòâèè Êàíòîðó óäàëîñü äîêàçàòü, ÷òî êàêóþ áû ìîùíîñòü

íè èìåëî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, âñåãäà íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî, èìå-

þùåå áîëüøóþ ìîùíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, îí îòêðûë ñóùåñòâîâàíèå

áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà áåñêîíå÷íîñòåé. Âîèñòèíó ïîòðÿñàþùèì îá-

ðàçîì óñòðîåí ìèð.

Ñóäüáà Êàíòîðà áûëà î÷åíü òÿæåëîé. Åãî ðàáîòû ïîäâåðãàëèñü æå-

ñòî÷àéøåé êðèòèêå ñî ñòîðîíû êîëëåã. Äàæå ñàìûå ñèëüíûå è ÿðêèå

óìû íå âñåãäà ñïîñîáíû ïðåîäîëåòü èíåðöèþ ìûøëåíèÿ.
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Âîçâðàùàÿñü ê ïðîèçâîëüíûì âåùåñòâåííûì ÷èñëàì, âîçíèêàåò

åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê ñêëàäûâàòü è óìíîæàòü ýòè ÷èñëà? Äëÿ

ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå ïîíÿòèå.

Îïðåäåëåíèå. ×èñëî αk = n0, n1n2 . . . nk íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì

÷èñëà α ïî íåäîñòàòêó.

×èñëî α′k = n0, n1n2 . . . nk + 1
10k

íàçûâàåòñÿ ïðèáëèæåíèåì ÷èñëà

α ïî èçáûòêó.

×òîáû ñëîæèòü äâà âåùåñòâåííûõ ÷èñëà

α = n0, n1n2 . . . nk . . . è β = m0,m1m2 . . .mk . . . ,

îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ äåñÿòè÷íûõ ïðèáëèæåíèé ïî èçáûò-

êó: α′0, α
′
1, . . . , α

′
k, . . . è β

′
0, β

′
1, . . . , β

′
k, . . .. Ñëîæèì èõ ïîêîìïîíåíòíî

è ïîëó÷èì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü:

α′0 + β′0, α
′
1 + β′1, . . . , α

′
k + β′k, . . . .

Çàìåòèì, ÷òî α′k > α′k+1 è β′k > β′k+1. Ðàññìîòðèâàÿ öåëûå ÷àñòè

ñóìì, ïîëó÷àåì

[α′0 + β′0] > [α′1 + β′1] > . . . > [α′k + β′k] . . . .

Ýòè öåëûå ÷àñòè ÿâëÿþòñÿ íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè, è ïîýòîìó ñðåäè

íèõ åñòü íàèìåíüøåå ÷èñëî. Òîãäà âñå ÷èñëà, èäóùèå çà íèì îäèíà-

êîâû, ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ïîëó÷åííîå ÷èñëî è

åñòü [α+ β]. Äàëåå ñëåäèì çà öèôðîé äåñÿòûõ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ñóìì. Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì îíà íà÷èíàåò ïîâòîðÿòüñÿ, è ìû ïå-

ðåõîäèì ê öèôðå ñîòûõ è ò.ä. òàê îäíà çà îäíîé áóäóò îïðåäåëÿòüñÿ

öèôðû ÷èñëà α + β.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ óìíîæåíèå âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë. Íóæíî òîëüêî ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâå-

äåíèé ïðèáëèæåíèé ïî èçáûòêó.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äàòü îòâåò íà âîïðîñ, êîòîðûé ïîñòàâèë â òóïèê

äðåâíåãðå÷åñêèõ ìàòåìàòèêîâ, è îïðåäåëèòü, ÷òî æå òàêîå
√

2. Ïóñòü
√

2 = x0, x1x2x3 . . . .
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Èìååì

x2
0 < 2, (x0 + 1)2 > 2 ⇒ x0 = 1

(1, x1)2 < 2, (1, x1 + 0, 1)2 > 2 ⇒ x1 = 4

(1, 4x2)2 < 2, (1, 4x2 + 0, 01)2 > 2 ⇒ x2 = 1

(1, 41x3)2 < 2, (1, 41x3 + 0, 001)2 > 2 ⇒ x3 = 4

. . . . . . . . . . . .

Èíûìè ñëîâàìè,
√

2 � ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò îòûñêàòü

ëþáîé çíàê ïîñëå çàïÿòîé ó ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ x2 = 2.

Òåïåðü ó íàñ ïîÿâèëñÿ êîðåíü óðàâíåíèÿ x2 = 2. Àíàëîãè÷íûì

îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 = 3 è òàê äàëåå.

Ïðåäïîëîæèì, íàì óäàëîñü ðàññìîòðåòü âñå êîðíè âñåâîçìîæíûõ

óðàâíåíèé âèäà

xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0 = 0,

ãäå ai � öåëûå ÷èñëà. Òàêèå ÷èñëà (êîðíè ìíîãî÷ëåíîâ) íàçûâàþòñÿ

àëãåáðàè÷åñêèìè. Èñ÷åðïûâàåòñÿ ëè ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

àëãåáðàè÷åñêèìè? Èíûìè ñëîâàìè, ñóùåñòâóþò ëè ÷èñëà, êîòîðûå íå

ÿâëÿþòñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè?

Ìû ãîòîâû äàòü îòâåò è íà ýòîò âîïðîñ.

Òåîðåìà. Ìíîæåñòâî àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë A ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

p = xn + an−1x
n−1 + . . . + a1x + a0

è åãî âûñîòó

h = n + |an−1| + |an−2| + . . . + |a0|.

Âûñîòà ìíîãî÷ëåíà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëü-

íûì ÷èñëîì. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ìíîãî-

÷ëåíîâ ñ ôèêñèðîâàííîé âûñîòîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ëåãêî ñìîæåì

èõ çàíóìåðîâàòü. Êàê íàì èçâåñòíî, êîëè÷åñòâî êîðíåé ëþáîãî ìíî-

ãî÷ëåíà îãðàíè÷åíî åãî ñòåïåíüþ. Òàêèì îáðàçîì, èìåÿ íóìåðàöèþ
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ìíîãî÷ëåíîâ, ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü èõ êîðíè, òî åñòü âñå àëãåáðàè-

÷åñêèå ÷èñëà.

Ñëåäñòâèå. Ñóùåñòâóþò òðàíñöåíäåíòíûå, òî åñòü íå àëãåáðàè-

÷åñêèå ÷èñëà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî A ñ÷åòíî, à ìíîæåñòâî âñåõ âåùåñòâåí-

íûõ ÷èñåë R èìååò ìîùíîñòü êîíòèíóóìà.

6. Ôàêòîðêîëüöà k[x]/(f )

Ðàíåå â êîíöå ãëàâû IV ìû, ïðîâîäÿ àíàëîãèþ ìåæäó êîëüöîì öåëûõ

÷èñåë Z è êîëüöîì ìíîãî÷ëåíîâ R[x], çàäàëè âîïðîñ: ÷òî ïîëó÷èò-

ñÿ, åñëè âìåñòî êîëüöà îñòàòêîâ Zm ìû ðàññìîòðèì êîëüöî îñòàòêîâ

R[x]/(f ), ãäå f ∈ R[x]? Ðàáîòà, ïðîäåëàííàÿ íàìè â ðàçäåëå XI.1, ïîç-

âîëÿåò îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ è ðàçâèòü ñîîòâåòñòâóþùóþ òåîðèþ,

÷òî ìû ñåé÷àñ è ñäåëàåì.

Ðàíåå â ãëàâå VII ìû ðàññìàòðèâàëè ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòà-

ìè íå òîëüêî â ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, íî è â êîíå÷íûõ ïîëÿõ

Zp. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû ñ êîýôôèöèåíòàìè è â äðó-

ãèõ ïîëÿõ (íàïðèìåð, â Q). ×òîáû ïîñòðîèòü îáùóþ òåîðèþ äëÿ

âñåõ òàêèõ ïîëåé, äîãîâîðèìñÿ ÷åðåç k îáîçíà÷àòü ïðîèçâîëüíîå ïî-

ëå (êîíå÷íîå èëè áåñêîíå÷íîå). Â äàëüíåéøåì ïîëåçíî ïðîñëåäèòü,

êàê áóäóò âûãëÿäåòü ïîëó÷àåìûå íàìè ðåçóëüòàòû â äâóõ íàèáîëåå

âàæíûõ ñëó÷àÿõ: k = R è k = Zp.
Ïî àíàëîãèè ñ ðàññìîòðåíèåì êîëüöà öåëûõ ÷èñåë äîãîâîðèìñÿ

ñ÷èòàòü äâà ìíîãî÷ëåíà ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè äàþò îäèíàêî-

âûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà ôèêñèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí f (î äåëåíèè

ìíîãî÷ëåíîâ ñ îñòàòêîì ñì. ãëàâó II). Îáîçíà÷àåòñÿ ýòî òàê æå, êàê

è â ñëó÷àå êîëåö âû÷åòîâ: p ≡ q (mod f ).

Îïðåäåëåíèå. Êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ k[x] ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû, ñî-

ñòîÿùèå èç ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ìíîæåñòâî ýòèõ êëàññîâ

íàçûâàåòñÿ ôàêòîðêîëüöîì êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ k[x] è îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç k[x]/(f ).
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Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïîëå k êîíå÷íî (íàïðèìåð, k = Zp), òî
è ôàêòîðêîëüöî k[x]/(f ) áóäåò êîíå÷íûì. Íàïðîòèâ, åñëè k áåñêîíå÷-
íî (íàïðèìåð, k = R èëè Q), òî è ôàêòîðêîëüöî áóäåò áåñêîíå÷íûì,

ïîñêîëüêó îíî ñîäåðæèò â ñåáå îñíîâíîå ïîëå k (ìíîãî÷ëåíû íóëåâîé

ñòåïåíè ïîïàäàþò â ðàçëè÷íûå êëàññû, ïîòîìó ÷òî, î÷åâèäíî, èìåþò

ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà f).

Îïåðàöèè íà ìíîæåñòâå k[x]/(f ) îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðà-

çîì. Êëàññ ìíîãî÷ëåíîâ, êîòîðûé ïðåäñòàâëåí ìíîãî÷ëåíîì g, áóäåì

îáîçíà÷àòü [g]f .

Îïðåäåëåíèå. Ñóììîé êëàññîâ [p]f è [q]f íàçûâàåòñÿ êëàññ [p+ q]f .

Ïðîèçâåäåíèåì êëàññîâ [p]f è [q]f íàçûâàåòñÿ êëàññ [p · q]f .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî k[x]/(f ) ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì.

Ïðåæäå ÷åì äâèãàòü äàëüøå, ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â

äàëüíåéøåì äëÿ óäîáñòâà áóäåì ðàáîòàòü íå ñ êëàññàìè, à ñ èõ

ïðåäñòàâèòåëÿìè.

Ïðèìåð. 1. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå f (x) = x − a, ãäå

a ∈ k. Â ýòîì ñëó÷àå k[x]/(f ) = k. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåíû

ïåðâîé ñòåïåíè � ýòî åäèíñòâåííûå ìíîãî÷ëåíû, ôàêòîðêîëüöà êî-

òîðûõ ñîâïàäàþò ñ îñíîâíûì ïîëåì k. Ýòîò âàæíåéøèé ôàêò èìååò

áîëüøîå çíà÷åíèå â àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé

Ãèëüáåðòà î íóëÿõ.

2. Ïóñòü k = R è f (x) = x2 + 1. Òîãäà îñòàòêè ìíîãî÷ëåíîâ îò

äåëåíèÿ íà f èìåþò ñòåïåíü íå âûøå 1, ò.å. ðàâíû a + bx, ãäå a,

b ∈ R.
3. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå ïîëå è f � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïåíè n. Òîãäà îñòàòêè ìíîãî÷ëåíîâ îò äåëåíèÿ íà f èìåþò ñòåïåíü

íå âûøå n− 1, ò.å. ðàâíû a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ an−1x

n−1, ãäå a0, . . . ,

an−1 ∈ k.
Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ â íàøèõ ôàêòîð-

êîëüöàõ (âåäü èìåííî ñ îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ áûëè ñâÿçàíû îñíîâ-

íûå íàøè ðåçóëüòàòû â ñëó÷àå Zm).
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Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî R[x]/(x2 + 1). Ïîïðîáóåì óìíîæèòü â

íåì äâà ýëåìåíòà a+bx è c+dx. Äëÿ ýòîãî íàì íóæíî ïåðåìíîæèòü èõ

êàê îáû÷íûå ìíîãî÷ëåíû (â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè

2), à çàòåì âçÿòü åãî îñòàòîê îò äåëåíèÿ íà x2 + 1. Èñïîëüçóÿ ÿçûê

ñðàâíåíèé, ïîëó÷àåì:

(a + bx) · (c + dx) = (ac) + (ad + bc)x + (bd)x2 ≡
≡(ac) + (ad + bc)x + (bd)(−1) = (ac− bd) + (ad + bc)x.

Â ÷àñòíîñòè, x2 = −1! È âíîâü ìû ïîëó÷àåì ýòî óäèâèòåëüíîå

ðàâåíñòâî!

Çàìå÷àíèå. Äàííûé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì â ìàòåìàòèêå.

Îòìåòèì, ÷òî ôàêòîðêîëüöî R[x]/(x2 + 1) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç C è

íàçûâàåòñÿ ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Êîìïëåêñíûå ÷èñëà âîøëè â ìàòåìàòèêó î÷åíü èíòåðåñíûì îáðà-

çîì. Â 1545 ãîäó áûëà íàïå÷àòàíà êíèãà èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòèêà

Äæåðîëàìî Êàðäàíî ¾Âåëèêîå èñêóññòâî¿. Îäíèì èç ãëàâíûõ åå

ðåçóëüòàòîâ áûëà ôîðìóëà äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé òðåòüåé ñòåïå-

íè. Åùå â Äðåâíåì ìèðå óìåëè ðåøàòü êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ, à

óðàâíåíèÿ òðåòüåé ñòåïåíè íàó÷èëèñü ðåøàòü òîëüêî â XVI âåêå.

Ïðîèçâîëüíîå óðàâíåíèå òðåòüåé ñòåïåíè ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðå-

ìåííîé ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

x3 + px + q = 0.

Ôîðìóëà Êàðäàíî äàåò ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

x =
3

√
−q

2
+

√
p3

27
+
q2

4
+

3

√
−q

2
−
√
p3

27
+
q2

4
.

Äàâàéòå åe ïðîâåðèì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, óðàâíåíèå

(x− 1)(x− 2)(x + 3) = x3 − 7x + 6 = 0.
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Ñëåäóÿ Êàðäàíî, ïîëó÷àåì

x =
3

√
−3 +

√
−343

27
+ 9 +

3

√
−3−

√
−343

27
+ 9 =

=
3

√
−3 +

√
−100

27
+

3

√
−3−

√
−100

27
.

×òî ýòî çà ÷èñëî?! Ýòî 1, 2 èëè −3? È ÷òî òàêîå
√
−100

27 ?

Òàê â ìàòåìàòèêó âîøëè êîìïëåêñíûå ÷èñëà (åùå ðàíüøå, ÷åì

îòðèöàòåëüíûå!), ñðåäè êîòîðûõ åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ x2 + 1 =

0. Êàê ìû âûÿñíèëè âûøå, ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íå

êàêîé-òî íåïîíÿòíûé ñèìâîë, êâàäðàò êîòîðîãî ðàâåí −1, à êëàññ

[x]x2+1 ìíîãî÷ëåíà x ïî ìîäóëþ x2 + 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî çà÷àñòóþ óäîáíî óñïîëüçîâàòü äðóãèå (ýêâè-

âàëåíòíûå íàøåìó) ôîðìû çàïèñè êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Íàïðèìåð,

ìîæíî ìûñëèòü êîìïëåêñíîå ÷èñëî z êàê ïàðó âåùåñòâåííûõ ÷èñåë

(a, b), èëè æå êàê òî÷êó íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè. Îòìå÷àÿ âåêòîð

ñ íà÷àëîì â íà÷àëå êîîðäèíàò è êîíöîì â äàííîé òî÷êå (a, b) è ðàñ-

êëàäûâàÿ åãî ïî îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó, ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíóþ

ôîðìó çàïèñè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z = a+ bi, ãäå i � òàê íàçûâàåìàÿ

ìíèìàÿ åäèíèöà (åäèíè÷íûé âåêòîð íà îñè îðäèíàò).

Òåïåðü ïîïðîáóåì ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè òåîðåì èç

ãëàâû IV. Íà÷íåì ñ òåîðåìû î äåëèòåëÿõ íóëÿ.

Òåîðåìà. Íåíóëåâîé ýëåìåíò g ∈ k[x]/(f ) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì

íóëÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà deg ÍÎÄ(g, f ) > 0.

Åå äîêàçàòåëüñòâî àáñîëþòíî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû

î äåëèòåëÿõ åäèíèöû èç ðàçäåëà IV.2.

Òàêæå èìååò ìåñòî è òåîðåìà î äåëèòåëÿõ åäèíèöû.

Òåîðåìà. Ýëåìåíò g ∈ k[x]/(f ) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì åäèíèöû òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(g, f ) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî ïåðåíåñòè äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåî-

ðåìû èç ðàçäåëà IV.3 íàïðÿìóþ íå óäàñòñÿ, ïîñêîëüêó â ñëó÷àå

ìíîãî÷ëåíîâ ìû íå èìååì àíàëîãà ëåììû î êîëîäå êàðò (òî÷íåå ãî-

âîðÿ, ëåììà î êîëîäå êàðò îòñóòñòâóåò â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ

k). Ïîýòîìó ìû âîñïîëüçóåìñÿ äðóãèì ñîîáðàæåíèåì (êñòàòè ãîâîðÿ,

ýòî æå ñîîáðàæåíèå ðàáîòàåò è â ñëó÷àå êîëåö îñòàòêîâ Zm).
Ðàññìîòðèì ýëåìåíò g ∈ k[x]/(f ), âçàèìíî ïðîñòûé ñ f . Ïî ëåììå

î ïðåäñòàâèìîñòè ÍÎÄà ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) ∈
k[x], ÷òî fu + gv = 1. Ïåðåõîäÿ ê îñòàòêàì ïî ìîäóëþ f , ïîëó÷àåì

g · v ≡ 1 (mod f), îòêóäà g−1 = v. Òåì ñàìûì ìû ÿâíî ïðåäúÿâèëè

îáðàòíûé ýåëìåíò g−1, ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ñëåäóåò âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Ñëåäñòâèå. Ôàêòîðêîëüöî k[x]/(f ) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ìíîãî÷ëåí f íåïðèâîäèì íàä k.

Çàìå÷àíèå. Ôàêòîðêîëüöî Zm ÿâëÿåòñÿ ïîëåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ïðèìåð. 1. Â ôàêòîðêîëüöå R[x]/(x2− 1) äåëèòåëÿìè íóëÿ ÿâëÿ-

þòñÿ ìíîãî÷ëåíû âèäà a(x±1), ãäå a 6= 0, à âñå îñòàëüíûå ìíîãî÷ëåíû

ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè åäèíèöû.

2. Ôàêòîðêîëüöî C = R[x]/(x2 + 1) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ïîëåì,

ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí x2 + 1 íåïðèâîäèì íàä R.
3. Ôàêòîðêîëüöî R[x]/(f ), ãäå deg f > 1 è íå÷åòíà, íèêîãäà íå

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ïîñêîëüêó ëþáîé ìíîãî÷ëåí íå÷åòíîé ñòåïåíè ïðè-

âîäèì.

4. ÔàêòîðêîëüöîR[x]/(x4+4) íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, ïîñêîëüêó x4+4 =

(x2 − 2x + 2)(x2 + 2x + 2).

Ñëåäóþùèé âîïðîñ, êîòîðûé ìû ðàññìîòðèì, ñâÿçàí ñ âû÷èñëå-

íèåì îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ â ôàêòîðêîëüöå R[x]/(f ) (íàïîìíèì, ÷òî

â ñëó÷àå êîëüöà âû÷åòîâ Zm ýòîò âîïðîñ òåñíî ñâÿçàí ñ ðåøåíè-

åì ëèíåéíûõ äèîôàíòîâûõ óðàâíåíèé). Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î
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äåëèòåëÿõ åäèíèöû äîñòàâëÿåò íàì îáùèé àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ îá-

ðàòíûõ ýëåìåíòîâ, îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòóïèòü ïðîùå.

Ðàññìîòðèì íàø ïðèìåð ôàêòîðêîëüöà C = R[x]/(x2 +1), âûáåðåì

â íåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò a+bx è ïîïðîáóåì âû÷èñëèòü

äëÿ íåãî îáðàòíûé ýëåìåíò (a + bx)−1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ, òàêîé

ýëåìåíò âñåãäà ñóùåñòâóåò, ïîñêîëüêó íàøå ôàêòîðêîëüöî ÿâëÿåòñÿ

ïîëåì.

Ïî îïðåäåëåíèþ îáðàòíûé ýëåìåíò (a + bx)−1 = c + dx òàêîâ, ÷òî

(a+ bx) · (c+ dx) ≡ 1 (mod x2 + 1). Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè è ïðèðàâíèâàÿ

êîýôôèöèåíòû, ïîëó÷àåì ñèñòåìó óðàâíåíèé{
ac− bd = 1

ad + bc = 0.

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ c è d, ïîëó÷àåì

îòâåò:

(a + bx)−1 =
1

a2 + b2
(a− bx).

Çàìå÷àíèå. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ýëåìåíòà z = a + bx ýëåìåíò a −
bx íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííûì è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç z̄, à ïðîèçâåäåíèå

N(z) = z · z̄ íàçûâàåòñÿ íîðìîé ýëåìåíòà z è ðàâíî a2 + b2. Ïîýòîìó

ïîñëåäíþþ ôîðìóëó ìîæíî çàïèñàòü òàê: z−1 = z̄/N(z).

Òåïåðü ïîñìîòðèì íà åùå îäíó èíòåðåñíóþ êîíñòðóêöèþ. Äî ñèõ

ïîð ìû ñ âàìè ðàññìàòðèâàëè ôàêòîðêîëüöà âèäà k[x]/(f ), ãäå k ÿâ-

ëÿåòñÿ ïîëåì. Îäíàêî âñå íàøè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ

ñëó÷àÿ, êîãäà k ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì (îáû÷íî ïðîèçâîëüíîå êîëüöî

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç R îò àíãëèéñêîãî ñëîâà ¾ring¿), à ìíîãî÷ëåí f

ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì (ò.å. åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò îáðàòèì). Â

ýòîì ñëó÷àå âñå ïðåäûäóùèå íàøè ðåçóëüòàòû áåç èçìåíåíèé ïåðå-

íîñÿòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé (åñòåñòâåííî, ñëîâî ¾ïîëå¿ â íèõ íåîáõîäèìî

çàìåíèòü íà ñëîâî ¾êîëüöî¿).

Ðàññìîòðèì ôàêòîðêîëüöî Z[x]/(x2+k). Åãî ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ

âûðàæåíèÿ âèäà a + bx, ãäå a, b ∈ Z è x2 = −k. Åñëè íàïèñàòü ôîð-

ìàëüíî x =
√
−k, òî ìû ïîëó÷àåì íè ÷òî èíîå êàê êîëüöî Z[

√
−k],
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êîòîðîå ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ðàíåå! Íî òåïåðü ìû ïîíèìàåì ¾ñèì-

âîë¿
√
−k: ýòî êëàññ ìíîãî÷ëåíà x ïî ìîäóëþ x2 + k! À ÷òî åñëè â

êà÷åñòâå èñõîäíîãî êîëüöà âçÿòü Zm? Ñ ýòèìè êîíñòðóêöèÿìè è èõ

èíòåðåñíûìè ñâîéñòâàìè âû ìîæåòå îçíàêîìèòüñÿ â Äîáàâëåíèè ¾Î

ôóíêöèè Ýéëåðà àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ¿.

Äàëåå, ïîÿñíèì, êàêóþ ðîëü ìîãóò èãðàòü ôàêòîðêîëüöà Zp[x]/(f )

íàä êîíå÷íûìè ïîëÿìè Zp. Ðàíåå â ãëàâå VII ìû îáñóæäàëè âîïðîñ

î òîì, êàêèå áûâàþò êîíå÷íûå ïîëÿ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî êîëè÷å-

ñòâî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ïîëå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïðîñòîãî

÷èñëà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå: äëÿ ëþáîé ñòåïåíè ïðîñòî-

ãî pn ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ïîëå ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ.

Âîçíèêàåò âîïðîñ, êàê îíî óñòðîåíî?

Â ñëó÷àå n = 1 âñå ïðîñòî � ýòî íàøè ïîëÿ âû÷åòîâ Zp. Îäíàêî
óæå äëÿ n = 2 ñèòóàöèÿ ñòàíîâèòñÿ ñîâñåì íå ïðîñòîé. Íàïðèìåð,

ïîëå èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ � ýòî âîâñå íå Z4 (òàê êàê 4 � íå ïðîñòîå

÷èñëî, ýòî ìíîæåñòâî âîîáùå íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì).

Îêàçûâàåòñÿ, ïîñòðîèòü ïîëÿ èç pn ýëåìåíòîâ ïîìîãàåò íàøà êîí-

ñòðóêöèÿ ôàêòîðêîëåö. À èìåííî, ðàññìîòðèì êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ

Zp[x] è íåïðèâîäèìûé ìíîíãî÷ëåí f ñòåïåíè n. Ìîæíî ïîêàçàòü

(è ýòîò ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ñàìûì òðóäíûì!), ÷òî òàêîé ìíîãî÷ëåí

îáÿçàòåëüíî ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ p è n. Òîãäà ôàêòîðêîëüöî

Fpn = Zp[x]/(f )

ÿâëÿåòñÿ ïîëåì ñîãëàñíî íàøåìó ñëåäñòâèþ, à åãî ýëåìåíòû èìåþò

âèä a0 + a1x + . . . + an−1x
n−1, ãäå a0, a1, . . . , an−1 ∈ Zp. Íåñëîæíî

âèäåòü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî òàêèõ ýëåìåíòîâ â òî÷íîñòè ðàâíî pn.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ p = n = 2 ìîæíî âçÿòü f (x) = x2 + x + 1, à

ïîëå F4 èç ÷åòûðåõ ýëåìåíòîâ 0, 1, x, 1 + x ñî ñëåäóþùåé òàáëèöåé

óìíîæåíèÿ:
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× 1 x 1 + x

1 1 x 1 + x

x x 1 + x 1

1 + x 1 + x 1 x

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ìû äàäèì îòâåò íà âîïðîñ, êîòîðûé

íàâåðíÿêà çàäàþò ñåáå âñå âîñüìèêëàññíèêè, êîãäà ïðîõîäÿò êâàäðàò-

íûå êîðíè. Âî âñåõ ó÷åáíèêàõ àëãåáðû ìîæíî â èçîáèëèè âñòðåòèòü

çàäà÷è âèäà èçáàâüòåñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå äðîáè.

Çà÷åì óáèðàòü èððàöèîíàëüíîñòü â çíàìåíàòåëå?! Âåäü èíîãäà

îêîí÷àòåëüíûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ ãîðàçäî áîëåå ãðîìîçäêèì, íåæåëè

èñõîäíîå âûðàæåíèå! Íàïðèìåð,

1√
5 +
√

2 + 1
=

1

2
(3 + 2

√
2−
√

5−
√

10).

Äåëî âîò â ÷åì. Ðàññìîòðèì òåïåðü â êà÷åñòâå îñíîâíîãî ïîëÿ

k ïîëå Q ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Äàâàéòå ïîïðîáóåì ïîñìîòðåòü, ÷òî

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôàêòîðêîëüöî Q[
√

2] = Q[x]/(x2 − 2). Ñîãëàñíî

íàøèì ðåçóëüòàòàì, ýòî ôàêòîðêîëüöî ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ âèäà

a + bx, ãäå a, b ∈ Q è x2 − 2 = 0. Èíà÷å ãîâîðÿ,

Q[x]/(x2 − 2) = {a + b
√

2 : a, b ∈ Q}.

Òåì ñàìûì íàøà êîíñòðóêöèÿ ôàêòîðêîëüöà äàåò íàì âîçìîæíîñòü

ðàáîòàòü ñ èððàöèîíàëüíûìè ÷èñëàìè, íå èñïîëüçóÿ ñàìî îïðåäå-

ëåíèå èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë êàê áåñêîíå÷íûõ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé

(ñì. XI.4)! Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ïîëå Q[
√

2] íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåíèåì

ïîëÿ Q.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí x2 − 2 íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q, ïîýòî-

ìó ôàêòîðêîëüöî Q[x]/(x2−2) ÿâëÿåòñÿ ïîëåì. Çíà÷èò, äëÿ êàæäîãî

íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ñóùåñòâóåò îáðàòíûé. À òåïåðü äàâàéòå âû÷èñ-

ëèì îáðàòíûé ýëåìåíò (
√

2 + 1)−1. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòîò ýëåìåíò

êàê âåùåñòâåííîå ÷èñëî, òî ýòî ïðîñòî îáû÷íàÿ äðîáü 1√
2+1

ñ èððàöè-

îíàëüíîñòüþ â çíàìåíàòåëå. Îäíàêî åñëè ìû õîòèì ðàññìîòðåòü ýòîò
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ýëåìåíò êàê ýëåìåíò ôàêòîðêîëüöà Q[x]/(x2− 2), èððàöèîíàëüíîñòü

â çíàìåíàòåëå ñîäåðæàòüñÿ íå äîëæíà!

Èçáàâëåíèå îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå åñòü íè ÷òî

èíîå êàê íàõîæäåíèå îáðàòíûõ ýëåìåíòîâ â ôàêòîðêîëüöàõ âèäà

Q[x]/(f )!

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû î äåëèòåëÿõ åäèíèöû äàåò íàì àëãîðèòì

èçáàâëåíèÿ îò èððàöèîíàëüíîñòè â çíàìåíàòåëå. Íàïîìíèì åãî.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íåïðèâîäèìûé íàä Q ìíîãî÷ëåí f ñòå-

ïåíè n è êàêîé-òî åãî êîðåíü α (îòìåòèì åùå ðàç, ÷òî α 6∈ Q, èíà÷å
f (x) ... (x− α)). Ïóñòü

g = a0 + a1α + a2α
2 + . . . + an−1α

n−1

� ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ôàêòîðêîëüöàQ[x]/(f ). Âîçüìåì

ìíîãî÷ëåí g̃(x) = a0 +a1x+a2x
2 + . . .+an−1x

n−1 (ìû ïðîñòî çàìåíèëè

â ýëåìåíòå g ýëåìåíò α íà ïåðåìåííóþ x). Ïîñêîëüêó f íåïðèâîäèì,

ÍÎÄ(f, g̃) = 1. Ïî ëåììå î ïðåäñòàâèìîñòè ÍÎÄà ñóùåñòâóþò òàêèå

ìíîãî÷ëåíû u(x) è v(x) ∈ Q[x], ÷òî fu + g̃v = 1. Ïîäñòàâëÿÿ òåïåðü

â ýòî ðàâåíñòâî x = α, ïîëó÷àåì g · v(α) = 1, îòêóäà g−1 = v(α).

Òåì ñàìûì ìû èìååì êàíîíè÷åñêóþ ïðîöåäóðó èçáàâëåíèÿ îò èð-

ðàöèîíàëüíîñòåé â çíàìåíàòåëå! Ïðè÷åì íå òîëüêî îò êâàäðàòè÷íûõ,

íî è äàæå îò òàêèõ, êîòîðûå è çàïèñàòü-òî íå ïîëó÷èòñÿ. Íàïðèìåð,

ìîæíî âû÷èñëèòü α−1, ãäå α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x5 − x + 1 =

0 (ñîãëàñíî òåîðåìå Àáåëÿ, êîðåíü òàêîãî ìíîãî÷ëåíà íåâîçìîæíî

çàïèñàòü, èñïîëüçóÿ ÷åòûðå àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè è îïåðàöèè èç-

âëå÷åíèÿ êîðíåé). Äëÿ ýòîãî íóæíî âû÷èñëèòü ïðåäñòàâëåíèå ÍÎÄà

ìíîãî÷ëåíîâ x è x5−x+1 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà, âçÿòü êîýô-

ôèöèåíò, ñòîÿùèé ïåðåä x è ïîäñòàâèòü â íåãî x = α. Ïîëó÷èâøèéñÿ

ýëåìåíò è áóäåò îáðàòíûì ê α. Èìååì:

(x5 − x + 1) · (1) + x · (−x4 + 1) = 1,

îòêóäà α−1 = 1− α4.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ó ìíîãî÷ëåíà ìîæåò áûòü

íåñêîëüêî êîðíåé, îäíàêî ôîðìóëà äëÿ íàõîæäåíèÿ îáðàòíûõ ýëå-
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ìåíòîâ íå çàâèñèò îò âûáîðà êîðíÿ! Îíà îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ñàìèì

ìíîãî÷ëåíîì.

Çàìå÷àíèå. Âûøå ìû ðàññìîòðåëè ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ Q ñ ïîìîùüþ

òîëüêî îäíîãî èððàöèîíàëüíîãî êîðíÿ α. Îäíàêî ïîäîáíûì îáðà-

çîì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ïîëÿ âèäà Q[α1, . . . , αk], ãäå αi � êîðíè

íåïðèâîäèìûõ íàä Q ìíîãî÷ëåíîâ fi.

7. ×òî äàëüøå?

Èòàê, ìû ïðîäîëæèëè öåïî÷êó âëîæåííûõ ÷èñëîâûõ ìíîæåñòâ

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C.

Ïîëå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, êîòîðîå ìû îïðåäåëèëè â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå, îáëàäàåò îäíèì êëþ÷åâûì ñâîéñòâîì � îíî àëãåáðàè÷åñêè

çàìêíóòî, ò.å. ëþáîé ìíîãî÷ëåí â C[x], îòëè÷íûé îò êîíñòàíòû,

èìååò êîðåíü. À ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ëþáîé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì êîì-

ïëåêñíûõ ÷èñåë ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè. Ýòî

ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûì êàê â àëãåáðå (òåîðåìà îá

àëãåáðàè÷åñêîé çàìêíóòîñòè ïîëÿ C íàçûâàåòñÿ ¾îñíîâíîé òåîðåìîé

àëãåáðû¿), òàê è â ãåîìåòðèè.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî è ýòî íå êîíåö íàøåé öåïî÷êè! Ìîæíî ïðîäîë-

æàòü åå ïîñòðîåíèå

N ⊂ Z ⊂ Q ⊂ R ⊂ C ⊂ ???

Íî ýòî óæå ñîâñåì äðóãàÿ èñòîðèÿ...
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Äîáàâëåíèÿ



Î ãåîìåòðèè äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê

Àðíîëüäà

Ä.À. Áàéãóøåâ(1)

1. Ââåäåíèå

Â ðàáîòå [3] Â.È. Àðíîëüäîì áûë ïðåäëîæåí íîâûé ñïîñîá èññëåäî-

âàíèÿ ïåðåñòàíîâîê, îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè äèàãðàìì Þíãà.

Ðàçîáüåì ïåðåñòàíîâêó íà öèêëû. Óïîðÿäî÷èâ äëèíû öèêëîâ ïî

óáûâàíèþ, ïîëó÷èì ìíîæåñòâî {a1, a2, ..., ah}, ãäå h � êîëè÷åñòâî

öèêëîâ ïåðåñòàíîâêè. Ïîñòðîèì ôèãóðó, ó êîòîðîé â ïåðâîì ðÿäó

áóäåò a1 åäèíè÷íûõ êâàäðàòèêîâ, âî âòîðîì � a2 åäèíè÷íûõ êâàäðà-

òèêîâ, è ò. ä. Äàííóþ ôèãóðó ìû áóäåì íàçûâàòü äèàãðàììîé Þíãà

ïåðåñòàíîâêè.

Ñ äèàãðàììîé Þíãà åñòåñòâåííî ñâÿçàòü íåêîòîðûå ãåîìåòðè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè:

• âûñîòà h äèàãðàììû Þíãà,

• äëèíà l := a1 äèàãðàììû Þíãà,

• ïëîùàäü n := a1 + . . . + ah äèàãðàììû Þíãà,

• âåðòèêàëüíàÿ è ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèììåòðèè µ := h/l è η := l/h

äèàãðàììû Þíãà,

• ïëîòíîñòü λ := n/(h · l) äèàãðàììû Þíãà.

Â [3] Àðíîëüäîì áûëè ïðèâåäåíû âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ ïàðàìåò-

ðîâ ĥ, l̂, µ̂ è λ̂ äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê äëèíû íå áîëüøå 7 è

(1)Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail : IDanila24@gmail.com



XI.2. Îá àñèìïòîòèêå ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà 219

âûñêàçàíû ãèïîòåçû îá àñèìïòîòèêàõ ýòèõ ñðåäíèõ (ïðè n→∞):

ĥ(n) ∼ c1 lnn, l̂(n) ∼ c2n, λ̂(n) ∼ c3/ lnn, µ̂(n) ∼ c4 lnn/n.

Òàêæå Â.È. Àðíîëüä ïðåäëîæèë èññëåäîâàòü ñïåöèàëüíûé êëàññ

ïåðåñòàíîâîê, êîòîðûå ñòðîÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì

ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n}. Ðàçîáüåì åãî íà òðè íåïóñòûõ áëîêà

{A,B,C} ðàçìåðîâ a, b è c ñîîòâåòñòâåííî è ïåðåñòàâèì èõ â

ïîðÿäêå {C,B,A}. Ïîëó÷èâøóþñÿ ïåðåñòàíîâêó ìû áóäåì íàçûâàòü

(C,B,A)-ïåðåñòàíîâêîé (èëè ïåðåñòàíîâêîé Àðíîëüäà) è áóäåì

îáîçíà÷àòü åå ÷åðåç σ(a, b, c).

Çàäà÷à îá èññëåäîâàíèè (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê ÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-

íûì àíàëîãîì èçâåñòíîé çàäà÷è î ïåðåêëàäûâàíèè îòðåçêîâ, ïîñòàâ-

ëåííîé Àðíîëüäîì â 1958 ã. (ñì. [1]).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ãåîìåòðèè äèàãðàìì

Þíãà (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà. Â ÷àñòíîñòè, ìû ÿâíî âû-

÷èñëèì ñðåäíèå ïàðàìåòðû äèàãðàìì Þíãà (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåêîòîðûå èç íèõ ñîâïàäàþò ñ àñèìïòîòèêàìè

Àðíîëüäà, à íåêîòîðûå íåò.

2. Îá àñèìïòîòèêå ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà

Ïåðåñòàíîâêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû íà

êîíå÷íîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíèì èç âàæíûõ ñâîéñòâ äèíàìè÷åñêîé

ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíîñòü åå òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå ïåðå-

ñòàíîâîê ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïåðåñòàíîâêà ñîñòîèò èç îäíîãî

öèêëà. Òàêèå ïåðåñòàíîâêè ìû áóäåì íàçûâàòü ýðãîäè÷åñêèìè.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé

çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé Â.È. Àðíîëüäîì â 1958 ã.: êàêîâà (àñèìï-

òîòè÷åñêè) äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê?

Çàìå÷àíèå. Îòìåòèì, ÷òî äîëÿ îáû÷íûõ ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê

äëèíû n ðàâíà 1/n è ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→∞.

Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëå-

íèå.
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Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì øàãàìè ïåðåñòàíîâêè σ âåëè÷èíû σ(i)− i,
ãäå i = 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî â (C,B,A)-ïåðåñòàíîâêàõ âîçìîæíû âñåãî òðè øàãà,

êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç SC , SB è SA ñîîòâåòñòâåííî. À èìåííî,

SC � øàã, íà êîòîðûé óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî, ïåðåõîäÿùåå â áëîê C,

SB � â áëîê B è SA � â áëîê A.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

SC = a + b, SB = a− c, SA = −b− c.

Òåîðåìà 1 (Êðèòåðèé ýðãîäè÷íîñòè). Ïåðåñòàíîâêà Àðíîëüäà

σ(a, b, c) ýðãîäè÷íà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÍÎÄ(a+b, b+c) = 1.

Çàìå÷àíèå. Âòîðîå óñëîâèå òåîðåìû â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî

óñëîâèþ ÍÎÄ(SA, SB, SC) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾⇒¿ Åñëè ÍÎÄ(SC, SB, SA) = d 6= 1, òî, ïåðåäâè-

ãàÿñü ïî öèêëó ñ øàãàìè SC , SB è SA, ìû íå ñìîæåì ïîïàñòü èç 1 â

2, ò. ê. ìû áóäåì ïîïàäàòü òîëüêî â ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ 1 ïî ìîäóëþ

d.

¾⇐¿ Ðàññìîòðèì ïåðâûé öèêë ïåðåñòàíîâêè. Ïðîéäÿ ïî íåìó îäèí

ðàç, ìû ïîëó÷èì: xSA + ySB + zSC = 0 (çäåñü x � êîëè÷åñòâî øàãîâ

SA â öèêëå, y � êîëè÷åñòâî øàãîâ SB è z � êîëè÷åñòâî øàãîâ SC).

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ øàãîâ, ïîëó÷àåì:

(x + y)(b + c) = (y + z)(a + b).

Ò. ê. ÍÎÄ (a + b, b + c) = 1, òî

{
x + y > a + b

y + z > b + c
.

Ñëîæèì äâà ïîëó÷èâøèõñÿ íåðàâåíñòâà: x + 2y + z > a + 2b + c.

Ò. ê. y 6 b, òî x + y + z > a + b + c = n, ò.å. äëèíà ïåðâîãî

öèêëà íå ìåíüøå n. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îíà â òî÷íîñòè ðàâíà n, è

ïåðåñòàíîâêà σ(a, b, c) ýðãîäè÷íà.

Ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ ýðãîäè÷íîñòè ìû ðåøèì çàäà÷ó Àðíîëüäà.
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Òåîðåìà 2. Äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà àñèìïòîòè-

÷åñêè ðàâíà 6/π2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó Àðíîëüäà σ(a, b, c).

Ïîëîæèì x := b + c = n − a è y := a + b = n − c. Òîãäà ìíîæåñòâî
ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó òî÷åê

4 = {(x, y) ∈ Z2 : x < n, y < n, x + y > n}.

Â òî æå âðåìÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ ýðãîäè÷íîñòè ìíîæåñòâî ýðãî-

äè÷åñêèõ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó òî÷åê â

4 ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè.

Ñîãëàñíî òåîðåìå Àðíîëüäà [2] î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè,

äîëÿ òî÷åê â 4 ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè àñèìïòîòè÷åñêè

(ïðè n → ∞) ðàâíà 1/ζ(2) = 6/π2, ãäå ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ ðèìàíà,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü (ñìîòðè III.6).

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ýòà òåîðåìà õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ

÷èñëåííûìè ýêñïåðèìåíòàìè (ñì. òàáëèöó).

ðàçìåð ïåð-âêè 10 102 103 104

âñåãî ïåð-âîê 36 4851 498501 49985001

ýðãîäè÷åñêèõ ïåð-âîê 24 2964 303392 30389486

äîëÿ ýðãîäè÷åñêèõ ïåð-âîê 0,666667 0,611008 0,608609 0,607972

êîíñòàíòà 6/π2 0,607927 0,607927 0,607927 0,607927

3. Âûñîòà äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ãåîìåòðèè äèàãðàìì Þíãà ýðãîäè÷íîñòü ïåðåñòàíîâ-

êè îçíà÷àåò, ÷òî åå äèàãðàììà Þíãà èìååò âûñîòó 1.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáîáùàåò ýòîò ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3 (Îáîáùåíèå êðèòåðèÿ ýðãîäè÷íîñòè). Âûñîòà äèàãðàì-

ìû Þíãà ïåðåñòàíîâêè Àðíîëüäà σ(a, b, c) ðàâíà

h = ÍÎÄ(a + b, b + c).
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Åñëè ÍÎÄ(SC, SB, SA) = h, òî êîëè÷åñòâî öèê-

ëîâ â ïåðåñòàíîâêå σ(a, b, c) íå ìåíüøå h, ò.ê. ïåðåäâèãàÿñü ïî ïåðå-

ñòàíîâêå ñ øàãàìè SC , SB è SA, ìû áóäåì ïîïàäàòü òîëüêî â ÷èñëà,

ñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ h. Ïîýòîìó ÷èñëà 1, 2, . . . , h

çàâåäîìî ëåæàò â ðàçíûõ öèêëàõ.

2. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî öèêëîâ íå áîëüøå h. Äëÿ

ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî êàæäûé öèêë íàøåé ïåðåñòàíîâêè

ñîäåðæèò âñå ÷èñëà, ñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ h.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé öèêë ïåðåñòàíîâêè. Ïðîéäÿ ïî íåìó

îäèí ðàç, ìû ïîëó÷èì: xSA + ySB + zSC = 0 (çäåñü x � êîëè÷å-

ñòâî øàãîâ SA â öèêëå, y � êîëè÷åñòâî øàãîâ SB è z � êîëè÷åñòâî

øàãîâ SC).

Ïîäñòàâèâ â ýòî ðàâåíñòâî çíà÷åíèÿ øàãîâ, ïîëó÷àåì:

(x + y)(b + c) = (y + z)(a + b).

Ò. ê. ÍÎÄ (a + b, b + c) = h, òî

x + y >
a + b

h
è y + z >

b + c

h
.

Ñëîæèâ ýòè íåðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì:

x + 2y + z >
a + 2b + c

h
.

Ïóñòü âñå ÷èñëà â íàøåì öèêëå ñðàâíèìû ñ ÷èñëîì k ïî ìîäóëþ h,

ãäå 1 6 k 6 h. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî y > [a+b−k
h ]− [a−kh ]. Ñëåäîâàòåëüíî,

x + y + z > [a+b+c−k
h ] + 1 = [n−kh ] + 1.

Ò. ê. êîëè÷åñòâî ÷èñåë, ñðàâíèìûõ ñ k ïî ìîäóëþ h, ðàâíî [n−kh ] +

1, òî â âûáðàííîì íàìè öèêëå áóäóò âñå ÷èñëà, ñðàâíèìûå ñ k ïî

ìîäóëþ h.

Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøåé ïåðåñòàíîâêå ðîâíî h öèêëîâ, ÷òî è òðå-

áîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî öèêëû (C,B,A)-

ïåðåñòàíîâêè ñîñòîÿò èç âñåõ ÷èñåë, ñðàâíèìûõ äðóã ñ äðóãîì ïî

ìîäóëþ h. Â ÷àñòíîñòè, äëèíà äèàãðàììû Þíãà ðàâíà [n−1
h ] + 1.
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Ñëåäñòâèå 1. Äîëÿ δn(h) ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà, èìåþùèõ äèà-

ãðàììó Þíãà âûñîòû h ïëîùàäè n, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1
ζ(2) ·

1
h2

ïðè n→∞ è ôèêñèðîâàííîì h.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïåðåñòàíîâêó Àðíîëüäà σ(a, b, c).

Ïîëîæèì x := b+c
h = n−a

h è y := a+b
h = n−c

h . Òîãäà ñîãëàñíî òåî-

ðåìå 3 ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà ñ h öèêëàìè ñîîòâåòñòâóåò

ìíîæåñòâó òî÷åê ñî âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè â

4n = {(x, y) ∈ Z2 : x < n/h, y < n/h, x + y > n/h}.

Òàêèì îáðàçîì, íàì íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äîëþ òî÷åê â 4n ñî

âçàèìíî ïðîñòûìè êîîðäèíàòàìè ïðè n → ∞. Äëÿ ýòîãî ìû âîñ-

ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà (Àðíîëüäà î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè; ñì. [2], ñì.

òàêæå III.6). Ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê ñî âçàèìíî ïðîñòû-

ìè êîîðäèíàòàìè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà ïëîñêîñòè, ò.å. ÷èñëî

òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà â ãîìîòåòè÷íî ðàñòÿíóòîé â N ðàç îá-

ëàñòè ïëîñêîñòè ñòàíîâèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíûì

ïðîèçâåäåíèþ ïëîùàäè ýòîé îáëàñòè íà ÷èñëî N 2 ïðè N → ∞.

Êîýôôèöèåíò ýòîé ïðîïîðöèîíàëüíîñòè (ïëîòíîñòü) îêàçûâàåòñÿ

ðàâíûì 1/ζ(2) = 6/π2.

Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå: ÷åðíûì öâåòîì ïîêàçàíû òî÷êè ñî âçàèìíî ïðîñòûìè

êîîðäèíàòàìè, à áåëûì � îñòàëüíûå.

Ïðèìåíèì òåîðåìó Àðíîëüäà î ðàâíîìåðíîé ðàñïðåäåëåííîñòè ê

âûïóêëûì îáîëî÷êàì ìíîæåñòâ 4n. Èõ ïëîùàäè àñèìïòîòè÷åñêè

ðàâíû |4n|, à êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêè

ðàâíî |4n|h2, ïîýòîìó äîëÿ ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà ñ h öèêëàìè
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àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè n → ∞) ðàâíà 1
ζ(2)

1
h2
, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

4. Äèàãðàììû Þíãà è èõ ñðåäíèå ïàðàìåòðû

Èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèå 1, ìû âû÷èñëèì ñðåäíèå ïàðàìåòðû äèàãðàìì

Þíãà (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äèàãðàììó Þíãà êàëåíäàðíîé, åñëè äëèíû

åå ñòðîê ðàçëè÷àþòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 3 ñëåäóåò ñëåäóþùåå êðàñèâîå ñâîé-

ñòâî äèàãðàìì Þíãà (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê.

Òåîðåìà 4. Âñå äèàãðàììû Þíãà (C,B,A)-ïåðåñòàíîâîê êàëåíäàð-

íû.

Ïåðåñòàíîâêà σ(1, 2, 7)

Ïåðåñòàíîâêà σ(2, 3, 7)

Òåîðåìà 5. Êàëåíäàðíàÿ äèàãðàììà Þíãà îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâî-

åé âûñîòîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äëèíû ñòðîê êàëåíäàðíîé äèàãðàì-

ìû Þíãà îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç åå ïëîùàäü è âûñîòó.

Òåïåðü ìû ãîòîâû âû÷èñëèòü ñðåäíèå ðàçìåðû äèàãðàìì Þíãà

ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà.

Òåîðåìà 6. 1. Ñðåäíÿÿ âûñîòà äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê

Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1
ζ(2) lnn.

2. Ñðåäíÿÿ äëèíà äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà àñè-

ìïòîòè÷åñêè ðàâíà ζ(3)
ζ(2)n.
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3. Ñðåäíÿÿ ïëîòíîñòü äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1.

4. Ñðåäíÿÿ âåðòèêàëüíàÿ àñèììåòðèÿ äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòà-

íîâîê Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà 1
ζ(2).

5. Ñðåäíÿÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèììåòðèÿ äèàãðàìì Þíãà ïåðåñòà-

íîâîê Àðíîëüäà àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíà ζ(4)
ζ(2)n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ íà äèàãðàììàõÞíãà

ïåðåñòàíîâîê Àðíîëüäà, òî ñîãëàñíî òåîðåìà 5 åå ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ôóíêöèþ îò âûñîòû h äèàãðàììûÞíãà. Ïîýòîìó åå ñðåäíåå

f̂ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

f̂ (n) =

n∑
h=1

δn(h)f (h) ∼ 1

ζ(2)
·

n∑
h=1

f (h)

h2
.

Ïîêàæåì, êàê âû÷èñëèòü, íàïðèìåð, ñðåäíþþ äëèíó l̂ äèàãðàììû

Þíãà. Ïîëàãàÿ â ïðåäûäóùåé ôîðìóëå f (h) = l(h) =
[
n−1
h

]
+ 1,

ïîëó÷àåì:

l̂(n) ∼ 1

ζ(2)

n∑
h=1

1

h2

([n− 1

h

]
+ 1
)
∼ 1

ζ(2)

n∑
h=1

n

h3
∼ ζ(3)

ζ(2)
n.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàþòñÿ è äðóãèå ôîðìóëû.

Íèæå ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ñðåäíèõ õàðàêòåðèñòèê (C,B,A)-

ïåðåñòàíîâîê è ïåðåñòàíîâîê îáùåãî ïîëîæåíèÿ, ãäå c ≈ 0.6243 �

ïîñòîÿííàÿ Ãîëîìáà.

Ñðåäíèå (C,B,A)-ïåðåñòàíîâêè Ïåð-êè îáùåãî ïîëîæåíèÿ

Âûñîòà ĥ 1
ζ(2) lnn lnn

Äëèíà l̂ ζ(3)
ζ(2)n cn

Ïëîòíîñòü λ̂ 1 1
lnn

Àñèììåòðèÿ µ̂ 1
ζ(2)

c4 lnn
n

Àñèììåòðèÿ η̂ ζ(4)
ζ(2)n ?
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Â çàêëþ÷åíèå ðàññìîòðèì âîïðîñ î ïðåäåëüíîé ôîðìå êàëåíäàð-

íûõ äèàãðàìì Þíãà.

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì íàáîð äèàãðàìì Þíãà, ïåðâûå ñòðîêè

êîòîðûõ èìåþò îáùèé êâàäðàò, ïîâåðíóòûõ íà 90◦ âîêðóã ýòîãî êâàä-

ðàòà è ñæàòûõ â
√
n ðàç. Òîãäà ïðè n → ∞ ìíîæåñòâî äèàãðàìì

Þíãà áóäóò çàïîëíÿòü íåêîòîðóþ îáëàñòü. Ýòó îáëàñòü ìû è áóäåì

íàçûâàòü ïðåäåëüíîé ôîðìîé íàáîðà äèàãðàìì Þíãà.

Òåîðåìà 7. Ïðåäåëüíàÿ ôîðìà ìíîæåñòâà êàëåíäàðíûõ äèàãðàìì

Þíãà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíûé òðåóãîëüíèê, îãðàíè÷åí-

íûé îñÿìè êîîðäèíàò è ãèïåðáîëîé y = 1/x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ äèàãðàììó Þíãà.

Ñàìàÿ äëèííàÿ ñòðîêà áóäåò èìåòü äëèíó [n−1
h ] + 1, ñëåäóþùàÿ

çà íåé � [n−2
h ] + 1, è ò. ä. äî ïîñëåäíåé, êîòîðàÿ áóäåò èìåòü äëèíó

[n−hh ] + 1.

Ðàñïîëàãàÿ äèàãðàììó Þíãà òàê, êàê áûëî îïèñàíî âûøå, íàõî-

äèì, ÷òî ñàìàÿ äëèííàÿ ñòðîêà åå èìååò äëèíó ([n−hh ] + 1)/n ∼ 1/h.

Çíà÷èò, ïðåäåëüíàÿ ôîðìà èìååò óêàçàííûé âèä.

Ðèñ. . n = 100 Ðèñ. . n = 200
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Ðèñ. . n = 1000



Ëèòåðàòóðà

[1] Àðíîëüä Â.È. Çàäà÷è Àðíîëüäà. Ì.: ÔÀÇÈÑ, 2000 ã.

[2] Àðíîëüä Â.È. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íåäåëèìûõ âåêòîðîâ â

öåëî÷èñëåííîì ïðîñòðàíñòâå. Èçâ. ÐÀÍ. Ñåð. ìàòåì. 79:1 (2009),

ñ. 21�29.

[3] Àðíîëüä Â.È. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå íàáëþäåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ

ôàêòîâ. Ì.: ÌÖÍÌÎ, 2006 ã.



Î ìàòðè÷íûõ àíàëîãàõ ôóíêöèè Ýéëåðà

Ä.À. Áàéãóøåâ(1)

1. Ââåäåíèå è îáçîð ðåçóëüòàòîâ

Â òåîðèè ÷èñåë õîðîøî èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Îíà îáëàäàåò

áîëüøèì êîëè÷åñòâîì èíòåðåñíûõ ñâîéñòâ è âñòðå÷àåòñÿ â çàäà÷àõ èç

ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè (ñì., íàïðèìåð, [6, 7]). Ïîýòîìó

öåëåñîîáðàçíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ îáîáùèòü ýòó ôóíêöèþ íà ñëó÷àé

ìàòðèö (ñ îïðåäåëåíèåì ìàòðèö è èõ ïðîñòûìè ñâîéñòâàìè ìîæíî

îçíàêîìèòüñÿ â [5]).

Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ÷èñëó m

êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ èç êîëüöà Zm, ò. å. ϕ(m) := |Z∗m|.
Ðàññìîòðèì âìåñòî Zm ìíîæåñòâî Mat(2,Zm) ìàòðèö 2 × 2 ñ ýëå-

ìåíòàìè èç êîëüöà Zm. Âìåñòî Z∗m ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà GL(2,Zm)

îáðàòèìûõ ìàòðèö è SL(2,Zm) ìàòðèö ñ îïðåäåëèòåëåì 1. Òîãäà

îïðåäåëèì ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå (ñì. òàêæå [3]). Ïåðâîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà

íàçîâåì ôóíêöèþ Φ′(m) := |SL(2,Zm)|.
Âòîðîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà íàçîâåì ôóíêöèþ Φ(m) :=

|GL(2,Zm)|.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé

Ýéëåðà. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â Òàáëèöå 1.

(1)Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail : IDanila24@gmail.com
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Ñâÿçü òðåõ ôóíêöèé Ýéëåðà

Φ(m) = Φ′(m) · ϕ(m)

ϕ Φ′ Φ

Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü: åñëè ÍÎÄ (a, b) = 1, òî

ϕ(ab) = ϕ(a) · ϕ(b) Φ′(ab) = Φ′(a) · Φ′(b) Φ′(ab) = Φ(a) · Φ(b)

Çíà÷åíèÿ

m ·
∏
p|m

(1− 1
p) m3 ·

∏
p|m

(1− 1
p2

) m4 ·
∏
p|m

(1− 1
p) · (1−

1
p2

)

Òåîðåìà Ýéëåðà:

äëÿ ëþáîãî A èç Z∗m, SL(2,Zm) èëè GL(2,Zm)

Aϕ(m) ≡ 1 mod m AΦ′(m) ≡ E mod m AΦ(m) ≡ E mod m

Ðîñò â ñðåäíåì
m
ζ(2)

m3

ζ(3) m4 ·
∏
p

(
1− 1

p2
− 1

p3
+ 1

p4

)
Òàáëèöà 1.

Òàêæå åñòåñòâåííî îïðåäåëèòü n-ìåðíóþ ìàòðè÷íóþ ôóíêöèþ

Ýéëåðà Φ′n(m) êàê êîëè÷åñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n × n ñ ýëåìåíòàìè

èç Zm ñ îïðåäåëèòåëåì 1, ò.å. Φ′n(m) := |SL(n,Zm)|. Â ðàçäåëå 4 íàé-

äåíà ôîðìóëà äëÿ çíà÷åíèé Φ′n(m), à òàêæå èçó÷åí åå ðîñò â ñðåäíåì.

À èìåííî,

Φ′n(m) ∼̂ mn2−1 ·
∏
p

(
1

p
·
(

1− 1

pn

)n−1

+ 1− 1

p

)
.

2. Çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì çíà÷åíèÿ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà

(ñì. òàêæå [4]).

Â Òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ïåðâûå 30 çíà÷åíèé âñåõ òðåõ ôóíêöèé

Ýéëåðà.
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m Φ′(m) Φ(m) m Φ′(m) Φ(m) m Φ′(m) Φ(m)

1 0 0 11 1320 13200 21 8064 96768

2 6 6 12 1152 4608 22 7920 79200

3 24 48 13 2184 26208 23 12144 267168

4 48 96 14 2016 12096 24 9216 73728

5 120 480 15 2880 23040 25 15000 300000

6 144 288 16 3072 24576 26 13104 157248

7 336 2016 17 4896 78336 27 17496 314928

8 384 1536 18 3888 23328 28 16128 193536

9 648 3888 19 6840 123120 29 24360 682080

10 720 2880 20 5760 46080 30 17280 138240

Òàáëèöà 2.

Òåîðåìà 1. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Φ(m) = Φ′(m) · ϕ(m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ìàòðèöå M ∈
SL(2,Zm) ϕ(m) ìàòðèö èç GL(2,Zm).

Ïóñòü

Z∗m = {k1, k2, ..., kϕ(m)} è Ki :=

(
ki 0

0 1

)
.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ìàòðèöåM ìàòðèöûM ·K1, . . . ,M ·Kϕ(m).

Äîêàæåì, ÷òî ðàçíûì ìàòðèöàì èç SL(2,Zm) ìû ïîñòàâèëè â ñî-

îòâåòñòâèå ðàçíûå ìàòðèöû. Äîïóñòèì, ÷òî M1 ·Ka ≡ M2 ·Kb (mod

m). Òîãäà M−1
2 ·M1 ≡ Kb ·K−1

a è

1 = det(M−1
2 ·M1) ≡ det(Kb ·K−1

a ) =
detKb

detKa
=
b

a
.

Çíà÷èò, a ≡ b (mod m).

Êðîìå ýòîãî, êàæäàÿ ìàòðèöà èç GL(2,Zm) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà

òàêèì ñïîñîáîì.

Èòàê, |GL(2,Zm)| = |SL(2,Zm)| · |Z∗m|, ò. å. Φ(m) = Φ′(m) ·ϕ(m).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ Φ(m) ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. Φ(ab) = Φ(a) ·
Φ(b) ïðè ÍÎÄ(a, b) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîìó öåëîìó ÷èñëó

A ∈ [0,m4) ìàòðèöó èç Mat(2,Zm) ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü A =

a1a2a3a4m � ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà A â m-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

Ñîïîñòàâèì ÷èñëó A ìàòðèöó MA :=

(
a1 a2

a3 a4

)
.

Òåïåðü ïîñòðîèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó:

a4 · 0 + 0 a4 · 0 + 1 · · · a4 · 0 + (a4 − 1)

a4 · 1 + 0 a4 · 1 + 1 · · · a4 · 1 + (a4 − 1)
... ... · · · ...

a4 · (b4 − 1) + 0 a4 · (b4 − 1) + 1 · · · a4 · (b4 − 1) + (a4 − 1)

Â êàæäîì ñòîëáöå ñòîÿò ðàçíûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ b4, à â ñòðîêå

� ïî ìîäóëþ a4, ïðè ýòîì âî âñåé òàáëèöå ñòîÿò ðàçíûå îñòàòêè

ïî ìîäóëþ (ab)4. Çíà÷èò, åñëè ðàññìàòðèâàòü ÷èñëà â òàáëèöå êàê

ìàòðèöû èç Mat(2,Zab), â ñòðîêàõ ñòîÿò ðàçíûå ìàòðèöû ïî ìîäóëþ

a, à â ñòîëáöàõ � ïî ìîäóëþ b.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû âçàèìíî ïðîñò ñ a è b,

òî îí âçàèìíî ïðîñò ñ ab, è íàîáîðîò (ò.ê. ÍÎÄ(a, b) = 1). Ïîýòîìó

êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàâíî Φ(ab) = Φ(a) · Φ(b).

Òåïåðü íàéäåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ìàòðè÷íûõ

ôóíêöèé Ýéëåðà Φ′ è Φ. Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî äîñòàòî÷-

íî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ïåðâîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà Φ′ ïðè

m = pk.

Ëåììà. Èìååò ìåñòü ðàâåíñòâî

Φ′(pk) = p3k ·
(

1− 1

p2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî íàéòè êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

ad− bc ≡ 1 mod pk. Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) a = 0. Òîãäà d � ëþáîå è bc ≡ −1 mod pk. Çíà÷èò, b � äåëèòåëü

åäèíèöû â Zpk è îäíîçíà÷íî çàäàåò c. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðåøåíèé

ðàâíî pk · ϕ(pk) = p2k − p2k−1.
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2) a = a′ · pl è ÍÎÄ(a′, p) = 1. Êîëè÷åñòâî òàêèõ a ðàâíî ϕ(pk−l) =

pk−l − pk−l−1. Òîãäà

bc + 1 ≡ 0 mod pl è d ≡
(bc + 1

pl

)
· (a′)−1 mod pk−l.

Çíà÷èò, â Zpl ýëåìåíò b � äåëèòåëü åäèíèöû è îäíîçíà÷íî çàäàåò

c. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òàêèõ ïàð (b, c) â Zpk ðàâíî

ϕ(pl) · pk−l · pk−l = p2k−l − p2k−l−1.

Äàëåå, çíà÷åíèå d â Zpk−l çàäàåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ d â Zpk ðàâíî pl.
Èòàê, êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ ad− bc ≡ 1 mod pk ðàâíî

(p2k− p2k−1) +

k−1∑
l=0

(
(pk−l− pk−l−1) · (p2k−l− p2k−l−1) · pl

)
= p3k− p3k−2.

Èç ýòîé ëåììû ñ ïîìîùüþ òåîðåì 1 è 2 ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè m = pα11 · . . . · pαss �ðàçëîæåíèå m íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè, òî

Φ′(m) = m3 ·
(

1− 1

p2
1

)
· . . . ·

(
1− 1

p2
s

)
Φ(m) = m4 ·

(
1− 1

p1

)(
1− 1

p2
1

)
· . . . ·

(
1− 1

ps

)(
1− 1

p2
s

)
.

Òåîðåìà 3. 1) Åñëè A ∈ SL(2,Zm), òî AΦ′(m) ≡ E mod m.

2) Åñëè A ∈ GL(2,Zm), òî AΦ(m) ≡ E mod m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû äîêàæåì òîëüêî ï.1), ò.ê. ï.2) äîêàçûâàåòñÿ

àíàëîãè÷íî.

Ïóñòü SL(2,Zm) = {X1, ..., XΦ′(m)}. Òîãäà ìíîæåñòâî ìàòðèö

{X1 · A,X2 · A, . . . , XΦ′(m) · A}
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ñîâïàäàåò ñ SL(2,Zm).

Èìååì:

(X1 · A) · (X2 · A) · . . . · (XΦ′(m) · A) ≡ X1 ·X2 · . . . ·XΦ′(m) mod m.

Îòñþäà AΦ′(m) ≡ E mod m.

3. Ðîñò â ñðåäíåì ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà

Èç Òàáëèöû 2 âèäíî, ÷òî ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà áûñòðî ðàñòóò

(óæå ïðè m = 11 çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ïðåâîñõîäÿò 103, à ïðè m = 40

îíè ïðåâîñõîäÿò 104). Òàêæå âèäíî, ÷òî èõ çíà÷åíèÿ ¾ñêà÷óò¿, ò.

å. ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ àðãóìåíòà íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé ðàçáðîñ

çíà÷åíèé. Îñîáåííî õîðîøî ýòî âèäíî íà ãðàôèêå ïåðâîé ìàòðè÷-

íîé ôóíêöèè Ýéëåðà, ïîñòðîåííîì â ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

(lgm, lg Φ′(m)).

Ãðàôèê ôóíêöèè Φ′ â ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ðîñò ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà.

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå (ñì. [2] è òàê-

æå VI.4).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f ðàñòåò â ñðåäíåì

òàê æå, êàê ôóíêöèÿ g (îáîçíà÷èì f ∼̂ g), åñëè

f (1) + . . . + f (m)

g(1) + . . . + g(m)
→ 1 ïðè m→∞.
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Èíà÷å ãîâîðÿ, f ∼̂ g, åñëè ñðåäíèå àðèôìåòè÷åñêèå f(1)+...+f(m)
m è

g(1)+...+g(m)
m àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíû, ò.å. èõ îòíîøåíèå ñòðåìèòñÿ ê 1

ïðè m→∞.

Ðîñò â ñðåäíåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ¾ñêà÷óùèõ¿ ôóíêöèé, òà-

êèõ êàê ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà. Èäåÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî

¾ñêà÷êè¿ ââåðõ è âíèç êîìïåíñèðóþ äðóã äðóãà ïðè ïîäñ÷åòå ñðåä-

íåãî àðèôìåòè÷åñêîãî, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ðîñò óñðåäíåííûõ ôóíêöèé

áóäåò èññëåäîâàòü ëåã÷å.

Ýòîò ïîäõîä îêàçûâàåòñÿ ïîëåçåí óæå ïðè èçó÷åíèè îáû÷íîé

ôóíêöèè Ýéëåðà. Òàê, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ϕ(m) ∼̂ m
ζ(2) (ñì. [2]

è VI.4), ãäå ζ � äçåòà-ôóíêöèÿ Ðèìàíà.

Íàøà öåëü � èçó÷èòü ðîñò â ñðåäíåì ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà

(ñì. òàêæå çàìå÷àíèÿ Àðíîëüäà ïî ýòîìó âîïðîñó â [3, ñ. 37]).

3.1. Ïåðâàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Ìû íà÷íåì ñ ïåðâîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Φ′.

Òåîðåìà 4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà â ñðåäíåì:

Φ′(m) ∼̂ m3

ζ(3)
.

Çàìå÷àíèå. Êîíñòàíòà 1/ζ(3) ïðèìåðíî ðàâíà 0,8319074.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî M ∈ N ðàññìîòðèì

â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Z3 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y,m) ïèðàìèäó P ′,

çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè 0 6 x, y 6 m 6M .

Ïîêðàñèì òî÷êè â ïèðàìèäå P ′ â ÷åðíûé öâåò, åñëè ÍÎÄ(x, y,m) =

1, è â áåëûé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ÷åðíîé òî÷êåm ìàòðèö ñ îïðå-

äåëèòåëåì 1, ïðè÷åì ðàçíûì òî÷êàì ìû ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

ðàçíûå ìàòðèöû. Ïóñòü A(x, y,m) � ôèêñèðîâàííàÿ ÷åðíàÿ òî÷-

êà. Ðàññìîòðèì â ïëîñêîñòè Z2
m âåêòîð v ñ êîîðäèíàòàìè (x′, y′) :=
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(x, y)/ÍÎÄ(x, y). Ïðîâåäåì ¾öåëî÷èñëåííóþ¿ ïðÿìóþ l (ò.å. ìíîæå-

ñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âèäà b · x′ − a · y′ ≡ 1), ïàðàëëåëüíóþ v è

ïðîõîäÿùóþ íà ðàññòîÿíèè 1
|v| îò âåêòîðà v, ãäå |v| � åãî äëèíà.

Ïðèìåð äëÿ òî÷êè A(1, 3, 7)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ðîâíî ÷åðåç m òî÷åê èç Z2
m (ñì.

ðèñóíîê âûøå): íå óìàëÿÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî x′ 6= 0, òîãäà

a ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì è b ≡ ay′+1
x′ mod m.

Îáîçíà÷èì âåêòîðû ñ êîíöàìè â ýòèõ öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ÷åðåç

u1, . . . , um. Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû v è

ui âñåãäà ñðàâíèìà ñ 1 ïî ìîäóëþ m äëÿ âñåõ i = 1, . . . , m.

Ïîñòðîèì m ìàòðèö M ′
i ñ îïðåäåëèòåëåì 1, çàïèñàâ â èõ ñòîëáöû

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ v è ui, ò.å. M
′
i := (v|ui). Ïðåîáðàçóåì èõ â m

ìàòðèö Mi = (v · ÍÎÄ(x, y) | ui/ÍÎÄ(x, y)) ñ îïðåäåëèòåëåì 1.

Íàêîíåö, ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå A ìàòðèöû {M1, . . . ,Mm}.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ðàçíûì òî÷êàì ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ðàç-

íûå ìàòðèöû (ò. ê. ïåðâûå ñòîëáöû ó íèõ ðàçíûå), è êàæäîé ìàòðèöå

ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ÷åðíàÿ òî÷êà.

2. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Z4 = Z3×Z1 ñ êîîðäè-

íàòàìè (x, y,m, h). Äîñòðîèì ïèðàìèäó P ′ ⊂ Z3 äî ÷åòûðåõìåðíîé

ïèðàìèäû P (çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè 0 6 x, y, h 6 m 6 M),

íàäñòðîèâ íàä êàæäîé òî÷êîé ñòîëáåö âûñîòîé m è öâåòîì, ñîâïàäà-

þùèì ñ öâåòîì òî÷êè. Òîãäà èç ï.1 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ

òî÷åê â P ðàâíî Φ′(1) + . . . + Φ′(M).
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Âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â P ðàâíà

ρ =
Φ′(1) + . . . + Φ′(M)

13 + . . . + M 3
.

Òåïåðü íàéäåì ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè M → ∞. Äëÿ ýòîãî

äîñòðîèì ïèðàìèäó P äî êóáà C ñî ñòîðîíîé M áåëûìè òî÷êàìè.

Íîâàÿ âåðîÿòíîñòü ρ′ âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â êóáå C ðàâíà ρ · Vol(P )
Vol(C),

ãäå Vol � îáúåì.

Ïîñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â C. Âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî òðè ÷èñëà (x, y,m) âçàèìíî ïðîñòû, ñòðåìèòñÿ ê 1
ζ(3) ïðè

M → ∞. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà ïðèíàäëåæèò ïèðàìèäå P ,

ðàâíà îòíîøåíèþ îáúåìîâ Vol(P )
Vol(C).

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â C ñòðåìèòñÿ ê Vol(P )
Vol(C) ·

1
ζ(3) ïðè M →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ρ → 1
ζ(3), ò.å. Φ(m) ∼̂ m3

ζ(3), ÷òî è òðåáîâàëîñü

äîêàçàòü.

Îòìåòèì, ÷òî òåîðåìà 4 õîðîøî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè ýêñ-

ïåðèìåíòàìè (ñì. ðèñóíîê è Òàáëèöó 3).

Îòíîøåíèÿ
∑

m6M

Φ′(m)/
∑

m6M

m3 ïðè M 6 1000
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M 100 250 500 1000 2000∑
m6M

Φ′(m)/
∑
m6M

m3 0,828496 0, 830673 0, 831615 0, 831645 0, 831859

êîíñòàíòà 1/ζ(3) 0,831907 0,831907 0,831907 0,831907 0,831907

ïîãðåøíîñòü ∼ 10−2 ∼ 10−3 ∼ 10−4 ∼ 10−4 ∼ 10−5

Òàáëèöà 3.

3.2. Âòîðàÿ ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Òåïåðü èçó÷èì ðîñò â ñðåäíåì âòîðîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà Φ.

Òåîðåìà. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

Φ(m) ∼̂ m4 ·
∏

p � ïðîñòîå

(
1− 1

p2
− 1

p3
+

1

p4

)
.

Çàìå÷àíèå. Êîíñòàíòà
∏
p

(1− 1
p2
− 1

p3
+ 1

p4
) ïðèìåðíî ðàâíà 0,535896,

ò.å. îáðàòèìûõ ìàòðèö ñðåäè ïðîèçâîëüíûõ â ñðåäíåì ÷óòü áîëüøå

ïîëîâèíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàííîãî M ∈ N ðàññìîò-

ðèì â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Z4 ñ êîîðäèíàòàìè (x, y, d,m)

ïèðàìèäó P ′, çàäàííóþ íåðàâåíñòâàìè 0 6 x, y, d 6 m 6M .

Ïîêðàñèì òî÷êè â ïèðàìèäå P ′ â ÷åðíûé öâåò, åñëè ÍÎÄ(x, y,m) =

1 è ÍÎÄ(d,m) = 1, è â áåëûé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Àíàëîãè÷íî ï.1 äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4, ïîñòàâèì â ñîîòâåò-

ñòâèå êàæäîé ÷åðíîé òî÷êå m îáðàòèìûõ ìàòðèö, ïðè÷åì ðàçíûì

òî÷êàì ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ìàòðèöû.

Äàëåå, ðàññìîòðèì ïÿòèìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Z5 = Z4×Z1 ñ êîîð-

äèíàòàìè (x, y, d,m, h). Äîñòðîèì ïèðàìèäó P ′ ⊂ Z4 äî ïÿòèìåðíîé

ïèðàìèäû P (çàäàííîé íåðàâåíñòâàìè 0 6 x, y, d, h 6 m 6 M),

íàäñòðîèâ íàä êàæäîé òî÷êîé ñòîëáåö âûñîòîé m è öâåòîì, ñîâïà-

äàþùèì ñ öâåòîì òî÷êè. Çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ òî÷åê â P

ðàâíî Φ(1) + . . . + Φ(M).
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Âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â P ðàâíà

ρ =
Φ(1) + . . . + Φ(M)

14 + . . . + M 4
.

Ïîñ÷èòàåì âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â P äðóãèì ñïîñî-

áîì. Çàôèêñèðóåì ïðîñòîå ÷èñëî p è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) m ... p (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà 1
p). Òîãäà ÍÎÄ(x, y) 6 ...p ñ âåðîÿò-

íîñòüþ 1− 1
p2
è d 6 ...p ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 1

p. Ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü âñåõ

ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà

1

p
·
(

1− 1

p2

)
·
(

1− 1

p

)
.

2) m 6 ...p (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà (1− 1
p)).

Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â P ðàâíà

ρ =
∏
p6M

(1

p
·
(
1− 1

p2

)
·
(
1− 1

p

)
+
(
1− 1

p

))
.

Íàêîíåö, ïðè M →∞ ïîëó÷àåì

Φ(m) ∼̂ m4 ·
∏
p

(
1− 1

p2
− 1

p3
+

1

p4

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Çàìå÷àíèå. Çàìåòèì, ÷òî∏
p

(
1− 1

p2
− 1

p3
+

1

p4

)
=

c

ζ(2) · ζ(3)
,

ãäå

c =
∏
p

(
1 +

1

(p3 − 1) · (p + 1)

)
≈ 1,05963.

Â [1] Â.È Àðíîëüä ñòàâèò âîïðîñ î ñâÿçè ðîñòà â ñðåäíåì ïðî-

èçâåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé è ïðîèçâåäåíèÿ ðîñòîâ â ñðåäíåì ñàìèõ

ýòèõ ôóíêöèé. Â ðàññìîòðåííûõ èì è À.À. Êàðàöóáîé ïðèìåðàõ

ïðîèçâåäåíèå ñðåäíèõ îêàçûâàëîñü âî ìíîãî ðàç áîëüøå ñðåäíåãî
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ïðîèçâåäåíèÿ, ïðè÷åì ýòî èõ îòíîøåíèå ñòðåìèëîñü ê áåñêîíå÷íîñòè

ñ ðîñòîì m.

Â ñëó÷àå òðåõ ôóíêöèé Ýéëåðà èìååì

ϕ(m) ∼̂ m

ζ(2)
, Φ′(m) ∼̂ m3

ζ(3)
è Φ(m) = Φ′(m)ϕ(m) ∼̂ m4

ζ(2)ζ(3)
· c,

ò.å. ñðåäíåå ïðîèçâåäåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ïðîèçâåäåíèÿ ñðåäíèõ íà

êîíñòàíòó c, î÷åíü áëèçêóþ ê 1. Ïî âñåé âèäèìîñòè, ýòî ïåðâûé

¾íåòðèâèàëüíûé¿ ïðèìåð ïîäîáíîé ñèòóàöèè.

Ñóäÿ ïî âñåìó, ýòî ãîâîðèò î íåêîòîðîé (åùå íå èçâåñòíîé) ñâÿçè

ìåæäó ðîñòîì òðåõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ñàì èõ ðîñò î÷åíü íåðåãóëÿðåí (åñòü áîëüøèå ¾ñêà÷êè¿ çíà÷åíèé), ýòà

íåðåãóëÿðíîñòü ñõîæà äëÿ âñåõ òðåõ ôóíêöèé Ýéëåðà (ò.å. ¾ñêà÷êè¿

ïðèõîäÿòñÿ íà ïðèìåðíî îäíè è òå æå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòîâ).

4. Îáîáùåíèÿ: n-ìåðíûå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà

Ïî àíàëîãèè ñ ìàòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè Ýéëåðà äëÿ ìàòðèö ðàçìåðà

2 × 2, â ýòîì ðàçäåëå ìû ââåäåì è èññëåäóåì ìàòðè÷íûå ôóíêöèè

Ýéëåðà äëÿ ìàòðèö ïðîèçâîëüíîãî ðàçìåðà.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðâîé n-ìåðíîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà íà-

çîâåì ôóíêöèþ Φ′n(m) := |SL(n,Zm)|.
Âòîðîé n-ìåðíîé ìàòðè÷íîé ôóíêöèåé Ýéëåðà íàçîâåì ôóíêöèþ

Φn(m) := |GL(2,Zm)|.

Íèæå ìû èññëåäóåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé è àñèìïòîòèêó ðîñòà

â ñðåäíåì.

4.1. Çíà÷åíèÿ

Òåîðåìà 5. Ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà îáëàäàþò ñëåäóþùèìè

ñâîéñòâàìè:

1) Φn(m) = Φ′n(m) · ϕ(m);

2) Φn(ab) = Φn(a) · Φn(b) ïðè ÍÎÄ(a, b) = 1;
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3) Åñëè A ∈ SL(n,Zm), òî AΦ′n(m) ≡ E mod m.

4) åñëè A ∈ GL(n,Zm), òî AΦn(m) ≡ E mod m.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ ïîëó÷àþòñÿ íåñëîæíîé ìîäèôèêàöè-

åé àíàëîãè÷íûõ ñâîéñòâ äëÿ äâóìåðíûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà.

Ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûì îêàçûâàåòñÿ âîïðîñ î ÿâíûõ ôîðìóëàõ äëÿ

çíà÷åíèé n-ìåðíûõ ìàòðè÷íûõ ôóíêöèé Ýéëåðà. Äëÿ èõ íàõîæäåíèÿ

íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà. Ëþáàÿ d-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü H ⊂ Znm ñîñòîèò èç md òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïëîñêîñòü H åñòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ (èëè, ÷òî

òîæå ñàìîå, òî÷åê) âèäà t1a1 + . . . + tdad + b, ãäå {a1, . . . , ad, b} �

íåçàâèñèìûå âåêòîðû è t1, . . . , td ∈ Zm.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Zdp = 〈a1, a2, . . . , ad〉. Òîãäà êàæäûé íà-

áîð {t1, . . . , td} åñòü ïðîñòî òî÷êà â ýòîì ïðîñòðàíñòâå. Ò.ê. â ïðî-

ñòðàíñòâå Zdm ðîâíî md òî÷åê, òî è ïëîñêîñòü H òàêæå ñîäåðæèò

ðîâíî md òî÷åê.

Òåîðåìà 6. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Φn(pk) = (pk)n
2 ·
(

1− 1

p

)
· . . . ·

(
1− 1

pn

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå

òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ k = 1, ò.ê. ñëó÷àé k > 1 ñëåäóåò èç íåãî ïî

ëåììå Ãåíçåëÿ (ñì. [6]).

Ò.ê. p � ïðîñòîå, òî GL(n,Zp) åñòü ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ îïðåäåëè-
òåëåì, îòëè÷íûì îò 0. Êàê èçâåñòíî (ñì. [5]), îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû

� ýòî îáúåì ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû-ñòîëáöû ìàò-

ðèöû.

Çíà÷èò, GL(n,Zp) ñîñòîèò èç ìàòðèö, âåêòîðû-ñòîëáöû êîòîðûõ

íåçàâèñèìû. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî òàêèõ íàáîðîâ âåêòîðîâ ñòîëá-

öîâ.

Ïî ëåììå, äëÿ ïåðâîãî âåêòîðà-ñòîëáöà åñòü pn− 1 âàðèàíòîâ (ãî-

äèòñÿ ëþáîé íåíóëåâîé âåêòîð). Äëÿ âòîðîãî âåêòîðà åñòü pn − p
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âàðèàíòîâ (ò.ê. íà ïðÿìîé, íàòÿíóòîé íà ïåðâûé âåêòîð, ëåæèò p

âåêòîðîâ, è îí íå äîëæåí ñîâïàäàòü íè ñ îäíèì èç íèõ), äëÿ òðåòüåãî

� pn − p2 âàðèàíòîâ, è ò.ä.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî âñåõ îáðàòèìûõ ìàòðèö ðàâíî

Φn(p) = (pn−1) · (pn−p) · . . . · (pn−pn−1) = pn
2 ·
(

1− 1

p

)
· . . . ·

(
1− 1

pn

)
.

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè m = pα11 · . . . · pαss �ðàçëîæåíèå m íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè, òî

Φn(m) = mn2 ·
s∏
i=1

(
1− 1

pi

)
· . . . ·

(
1− 1

pni

)
Φ′n(m) = mn2−1 ·

s∏
i=1

(
1− 1

p2
i

)
· . . . ·

(
1− 1

pni

)
.

4.2. Ðîñò â ñðåäíåì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èññëåäóåì ðîñò â ñðåäíåì ïåðâîé n-ìåðíîé ìàò-

ðè÷íîé ôóíêöèè Ýéëåðà.

Òåîðåìà 7. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà:

Φ′n(m) ∼̂ mn2−1 ·
∏

p � ïðîñòîå

(
1

p
·
(

1− 1

pn

)n−1

+ 1− 1

p

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû B ∈ GL(n,Zm) îáîçíà-

÷èì ÷åðåç b1, . . . , bn âåêòîðû�ñòîëáöû, èç êîòîðûõ îíà ñîñòîèò.

Êîîðäèíàòû ñàìèõ âåêòîðîâ bi îáîçíà÷èì ÷åðåç b1
i , . . . , b

n
i . Òàêæå

äëÿ êàæäîãî i ââåäåì îáîçíà÷åíèå ÍÎÄ(bi) :=ÍÎÄ(b1
i , . . . , b

n
i ).

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî M è ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå

Zn2−n+1 ñ êîîðäèíàòàìè (b1
1, . . . , b

n
n−1;m) ïèðàìèäó

P ′ = {(bji ;m) : 0 6 b1
1, . . . , b

n
n−1 6 m 6M}.
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Äàëåå, äëÿ êàæäîé òî÷êè A(bji ;m) ∈ P ′ ðàññìîòðèì n−1 âåêòîð b̄1,

b̄2, . . . , b̄n−1, ãäå b̄i := (b1
i , b

2
i , . . . , b

n
i ). Òîãäà ïîêðàñèì òî÷êó â ÷åðíûé

öâåò, åñëè

ÍÎÄ(b1,m) = ÍÎÄ(b2,m) = . . . = ÍÎÄ(bn−1,m) = 1 (∗)

è âåêòîðû b1, b2, . . . , bn−1 íåçàâèñèìû, è â áåëûé â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

1. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ÷åðíîé òî÷êå mn−1 îáðàòèìûõ

ìàòðèö, ïðè÷åì ðàçíûì òî÷êàì � ðàçíûå ìàòðèöû.

Ïóñòü A(bji ,m) � ôèêñèðîâàííàÿ ÷åðíàÿ òî÷êà, b̄1, b̄2, . . . , b̄n−1 �

ñîîòâåòñòâóþùèå åé âåêòîðû. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Zn−1
m íàáîð

âåêòîðîâ

{b̄′1, b̄′2, . . . , b̄′n−1}, ãäå b̄′i := bi/ÍÎÄ(bi).

Ïîñòðîèì ãèïåðïëîñêîñòü L, ïàðàëëåëüíóþ 〈b̄1, . . . , b̄n−1〉 è ïðîõî-

äÿùóþ íà ðàññòîÿíèè 1
Vol(W ) îò íåå (çäåñü W � ïàðàëëåëåïèïåä,

íàòÿíóòûé íà âåêòîðà b̄1, b̄2, . . . , b̄n−1).

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ n = 2, ãèïåðïëîñêîñòü L ïðîõîäèò ðîâíî ÷å-

ðåç mn−1 òî÷åê ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíàòàìè: b̄1
n, b̄

2
n, . . . , b̄

mn−1
n .

Ïëîùàäü ïàðàëëåëåïèïåäà, íàòÿíóòîãî íà âåêòîðû b̄1, b̄2, . . . , b̄n−1,

b̄in âñåãäà ðàâíà 1.

Íàêîíåö, ïîñòðîèì mn−1 ìàòðèöM ′
i := (b̄1| . . . |b̄n−1|b̄in) ñ îïðåäåëè-

òåëåì 1. Ïðåîáðàçóåì èõ â mn−1 ïðîèçâîäíûõ ìàòðèö

Mi := (b̄1 · ÍÎÄ(b1)| . . . |b̄n−1 · ÍÎÄ(bn−1)|b̄in · t),

ãäå

t ≡
n−1∏
i=1

ÍÎÄ(bi)
−1 mod m.

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå òî÷êå A ìàòðèöû {M1, . . . ,M
n−1
m }. Ëåãêî

âèäåòü, ÷òî ðàçíûì òî÷êàì ìû ïîñòàâèëè â ñîîòâåòñòâèå ðàçíûå ìàò-

ðèöû, è êàæäîé ìàòðèöå ñîîòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ ÷åðíàÿ òî÷êà.

2. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Zn2−n+2 = Zn2−n+1 × Z1 è äîñòðîèì

ïèðàìèäó P ′ äî ïèðàìèäû P , íàäñòðîèâ íàä êàæäîé òî÷êîé ñòîëáåö
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âûñîòîé mn−1 è öâåòîì, ñîâïàäàþùèì ñ öâåòîì òî÷êè. Òîãäà èç ï.1

ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ òî÷åê â P ðàâíî Φ′n(1) + . . .+ Φ′n(M).

3. Âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷åðíóþ òî÷êó â P ðàâíà

ρ =
Φ′n(1) + . . . + Φ′n(M)

1n2−1 + . . . + Mn2−1
.

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðåäåë âåðîÿòíîñòè ρ ïðè M →∞.

Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü Pind òîãî, ÷òî âåêòîðû b1,

b2, . . . , bn−1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (∗), íåçàâèñèìû, ñòðåìèòñÿ ê
1 ïðè M →∞.

Ïóñòü N(M) � êîëè÷åñòâî íàáîðîâ èç n− 1 çàâèñèìûõ âåêòîðîâ,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (∗), è F (M) � êîëè÷åñòâî òî÷åê â ïè-

ðàìèäå P , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (∗). Êàê èçâåñòíî, F (M) ∼
ζ(n+ 1) ·Mn ïðèM →∞. Êðîìå òîãî, èç ëåììû î êîëè÷åñòâî òî÷åê

â d-ìåðíîé ïëîñêîñòè ñëåäóåò, ÷òî

N(M) 6 (mn)n−2 ·mn−2 = mn2−n−2.

Òàêèì îáðàçîì,

Pind = 1− N(M)

F (M)n−1
> 1− Mn2−n−2

Mn2−n · ζ(n + 1)n−1
=

= 1− 1

M 2 · ζ(n + 1)n−1
→ 1

ïðè M →∞.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäåë âåðîÿòíîñòè ρ ïðè M →∞ ðàâåí ïðåäåëó

âåðîÿòíîñòè âûáðàòü òî÷êó â P , óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ (∗).
Ïîñ÷èòàåì ýòó âòîðóþ âåðîÿòíîñòü. Äëÿ ýòîãî çàôèêñèðóåì ïðî-

ñòîå ÷èñëî p è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

1) m ... p (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà 1
p). Òîãäà ÍÎÄ(b1), . . . ,

ÍÎÄ(bn−1) íå äåëÿòñÿ íà p ñ âåðîÿòíîñòüþ
(

1 − 1
pn

)n−1

. Ïîýòîìó

âåðîÿòíîñòü âñåõ ýòèõ ñîáûòèé ðàâíà 1
p ·
(

1− 1
pn

)n−1

.

2) m 6 ...p (âåðîÿòíîñòü ýòîãî ðàâíà (1− 1
p)).
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Òàêèì îáðàçîì, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òî÷êó â P , óäîâëåòâîðÿþùóþ

óñëîâèþ (∗), ðàâíà∏
p6M

(
1

p
·
(

1− 1

pn

)n−1

+ 1− 1

p

)
.

Íàêîíåö, ïðè M →∞ ïîëó÷àåì

Φ′n(m) ∼̂ mn2−1 ·
∏
p

(
1

p
·
(

1− 1

pn

)n−1

+ 1− 1

p

)
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Î ôóíêöèè Ýéëåðà àëãåáðàè÷åñêèõ

ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ

Ã. À.Þðãèí(1)

1. Ââåäåíèå

Â òåîðèè ÷èñåë îãðîìíóþ ðîëü èãðàåò ôóíêöèÿ Ýéëåðà ϕ, ñòàâÿùàÿ

â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m > 1 êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ

ýëåìåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ Zm, ò.å. ϕ(m) := |Z∗m|. Ïðåäñòàâëÿåòñÿ
åñòåñòâåííûì èçó÷èòü îáîáùåíèÿ ôóíêöèè Ýéëåðà íà äðóãèå êîëüöà.

Â ðàáîòå [1] áûëè èçó÷åíû ìàòðè÷íûå ôóíêöèè Ýéëåðà, ñòàâÿùèå

â ñîîòâåòñòâèå íàòóðàëüíîìó ÷èñëó m > 1 êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ

ìàòðèö â êîëüöàõ GL(2,Zm) è SL(2,Zm).

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ôóíêöèè Ýéëåðà àëãåá-

ðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ Zm.
Ïóñòü α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà Q ∈ Z[x] ñòåïåíè n è íå

ÿâëÿåòñÿ êîðíåì íèêàêîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè. Îáîçíà÷èì

÷åðåç Z[α] ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . . + a1α + a0,

ãäå ai ∈ Z. Íà ýòè ÷èñëà ëåãêî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ îïåðàöèè ñëîæå-

íèÿ è óìíîæåíèÿ. ×àñòíûì ñëó÷àåì òàêèõ ìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà

âèäà a + b
√
−1, èçâåñòíûå êàê ãàóññîâû öåëûå ÷èñëà.

Àíàëîãè÷íî, ÷åðåç Zm[α] áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà

an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . . + a1α + a0,
(1)Ëèöåé ¾Âòîðàÿ øêîëà¿, Ìîñêâà, Ðîññèÿ

e-mail : g.y.98@mail.ru
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ãäå âñå ai ∈ Zm, ïðè÷åì m âçàèìíî ïðîñòî ñî ñòàðøèì êîýôôè-

öèåíòîì Q (ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî äàëåå

âåçäå).

Îïðåäåëåíèå. ×åðåç ϕα(m) îáîçíà÷èì êîëè÷åñòâî îáðàòèìûõ ýëå-

ìåíòîâ êîëüöà Zm[α], ò.å. ϕα(m) := |Zm[α]∗|.

Â ðàáîòå äîêàçàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà ϕα(m), âû-

÷èñëåíû åå çíà÷åíèÿ è èññëåäîâàí ðîñò â ñðåäíåì ôóíêöèè Ýéëåðà

ϕi(m) êîëåö âû÷åòîâ ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë Zm[i]∗. Òàêæå â ðàáîòå

èññëåäóþòñÿ îáîáùåíèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ

ïî ìîäóëÿì ãàóññîâûõ öåëûõ ÷èñåë, âû÷èñëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ

èì ôóíêöèÿ Ýéëåðà è èññëåäóåòñÿ åå àñèìïòîòèêà.

2. Ïðèìåðû

Ïðåæäå âñåãî ïðèâåäåì êîíêðåòíûå ïðèìåðû âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé

ôóíêöèè Ýéëåðà íåêîòîðûõ ðàñøèðåíèé êîëåö âû÷åòîâ Zm.
Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà x2 − 2. Òîãäà

Zm[α] = {a + b
√

2 : a, b ∈ Zm}.

Ñëîæåíèå è óìíîæåíèå òàêèõ ÷èñåë áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

(a + b
√

2) + (c + d
√

2) = (a + c) + (b + d)
√

2,

(a + b
√

2) · (c + d
√

2) = (ac + 2bd) + (ad + bc)
√

2.

Çíà÷åíèÿ ϕ√2(m) äëÿ ðàçíûõ m ïðèâåäåíû â òàáëèöå (âî âòîðîé

ñòðîêå ïðåäñòàâëåíî ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîëüöå Zm[
√

2]. Â ïåðâóþ

ñòðîêó âêëþ÷åíû òîëüêî òå ÷èñëà, ïî ìîäóëþ êîòîðûõ 2 � êâàä-

ðàòè÷íûé âû÷åò, ò. ê. â ýòîì ñëó÷àå x2 − 2 íåïðèâîäèì íàä Zm).

m 3 5 9 11 13 15 19 25 27 53 65 99

m2 9 25 81 121 169 225 361 625 729 2809 4225 9801

ϕ√2(m) 8 24 72 120 168 192 360 600 648 2808 4032 8640
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2) Ïóñòü α � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà 3x2 + x − 1. Òîãäà ñëîæåíèå

ýëåìåíòîâ, êàê è â ñëó÷àå 1), ïðîèñõîäèò ïîêîìïîíåíòíî. À ÷òîáû

âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ýëåìåíòîâ, ìîæíî èõ ïåðåìíîæèòü êàê

ìíîãî÷ëåíû îò α, à ïîòîì èçáàâèòüñÿ îò ñëèøêîì áîëüøèõ ñòåïåíåé

α, ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî 3α2 + α− 1 = 0. Íàïðèìåð, ïî ìîäóëþ 5

(2α+1)(α+3) = 2α2+7α+3 = −3α2−3α−2 = −(3α2+α−1)−2α−3 = 3α+2.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå âçàèìíîé ïðîñòîòûm è ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà

íå ìîæåò áûòü îïóùåíî, ò. ê. èíà÷å âîçíèêàþò òðóäíîñòè ïðè óìíî-

æåíèè. Åñëè â ïðèìåðå âûøå ïîëîæèòü, ñêàæåì, m = 9, òî óæå íå

ÿñíî, êàê èçáàâèòüñÿ îò ÷ëåíà 2α2.

3. Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà ϕα(m)

Â ýòîì ðàçäåëå ìû äîêàæåì îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà

ϕα(m).

Òåîðåìà 1. Åñëè α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè,

íåïðèâîäèìîãî íàä Zp, ãäå p � ïðîñòîå, òî ϕα(p) = pn − 1, ò.å.

Zp[α] ÿâëÿåòñÿ ïîëåì.

Òåîðåìà 2 (Câîéñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè). Åñëè k è m � íàòó-

ðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà, ïðè÷åì α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà, íåïðèâîäèìîãî íàä Zp äëÿ âñåõ p, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè

äåëèòåëÿìè k èëè m, òî

ϕα(k) · ϕα(m) = ϕα(km).

Òåîðåìà 3 (Î çíà÷åíèÿõ ϕα(m)). Åñëè m = pγ11 · . . . ·p
γt
t � íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî è åãî ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå, ïðè÷åì α ÿâëÿåòñÿ êîðíåì

ìíîãî÷ëåíà n-é ñòåïåíè, íåïðèâîäèìîãî íàä Zpi äëÿ âñåõ i, òî

ϕα(m) = mn
t∏
i=1

(
1− 1

pni

)
.
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Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì óòâåðæäåíèåì î ôàêòîðêîëüöå

Zp[x]/(f ), ãäå f ∈ Zp[x] � íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí (ñì. ðàçäåë XI.6).

Ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 2 è 3, äîêàæåì

âàæíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ýëåìåíò

z = an−1α
n−1 + an−2α

n−2 + . . . + a1α + a0,

ãäå z ∈ Zm[α], îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ÍÎÄ(a0, a1, . . . , an−1,m) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. ⇒ Åñëè ÍÎÄ(a0, a1, . . . , an−1,m) > 1, òî ñóùå-

ñòâóåò èíäåêñ i òàêîé, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà pi. Íî òîãäà

ó ëþáîãî ýëåìåíòà, ïîëó÷åííîãî óìíîæåíèåì z íà ïðîèçâîëüíûé ýëå-

ìåíò, âñå êîýôôèöèåíòû òàêæå áóäóò äåëèòüñÿ íà pi. Çíà÷èò, ýëåìåíò

z íåîáðàòèì.

⇐ Îò ïðîòèâíîãî. Äîïóñòèì, ÷òî z íåîáðàòèì. Òîãäà íàéäåò-

ñÿ òàêîé w 6= 0, ÷òî zw = 0. Èç óñëîâèÿ w 6= 0 ñëåäóåò, ÷òî

ÍÎÄ êîýôôèöèåíòîâ ýëåìåíòà w íå ðàâåí 0 â Zm. Ìû çíàåì, ÷òî

ÍÎÄ(a0, a1, . . . , an−1,m) = 1. Ïî ëåììå Ãàóññà ÍÎÄ êîýôôèöèåí-

òîâ zw ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÍÎÄîâ êîýôôèöèåíòîâ z è w. Çíà÷èò,

zw 6= 0. Ïðîòèâîðå÷èå.

Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåì 2 è 3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷à-

åì, ÷òî ýëåìåíò z îáðàòèì ïî ìîäóëþ mk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí îáðàòèì ïî ìîäóëþ m è ïî ìîäóëþ k. Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá

îñòàòêàõ êàæäûé êîýôôèöèåíò â òî÷íîñòè çàäàåòñÿ îñòàòêàìè ïî

ìîäóëþ m è k, ò. å. ýëåìåíò â òî÷íîñòè çàäàåòñÿ äâóìÿ íàáîðàìè

îñòàòêîâ (ïî ìîäóëþ m è ïî ìîäóëþ k äëÿ êàæäîãî êîýôôèöèåíòà).

×èñëî ñïîñîáîâ âûáðàòü îñòàòêè ïî ìîäóëþ m òàê, ÷òîáû ýëåìåíò

áûë îáðàòèì ïî ìîäóëþ m, ðàâíî ϕα(m) , ïî ìîäóëþ k � ϕα(k), çíà-

÷èò, âñåãî èìååì ϕα(m)ϕα(k) îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ïî ìîäóëþ mk,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ñëó÷àé 1. m = pγ, ãäå p � ïðîñòîå. Èç

èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷àåì, ÷òî ýëåìåíò íåîáðàòèì òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå åãî êîýôôèöèåíòû äåëÿòñÿ íà p. Âñåãî åñòü

n êîýôôèöèåíòîâ è pγ−1 ñïîñîáîâ âûáðàòü êàæäûé òàê, ÷òîáû îí

äåëèëñÿ íà p. Çíà÷èò, íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ p(γ−1)n, à îáðàòèìûõ

pγn − p(γ−1)n = mn(1− 1
pn).

Ñëó÷àé 2. m = pγ11 p
γ2
2 ...p

γt
t Èç ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ïîëó-

÷àåì

ϕα(m) = mn
t∏
i=1

(
1− 1

pni

)
÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

4. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà êîëåö âû÷åòîâ ãàóññîâûõ ÷èñåë

Íàøà öåëü � ïîëó÷èòü ôîðìóëó ðîñòà â ñðåäíåì ôóíêöèè ϕi(m).

Äëÿ ýòîãî èçó÷èì ôóíêöèþ ϕi(m) äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ m.

Ñíà÷àëà íàïîìíèì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå. Íîðìîé ÷èñëà z := a + bi ïî ìîäóëþ m áóäåì íàçû-

âàòü ÷èñëî N(z) := a2 + b2 (mod m).

Ëåììà. Åñëè a+bi èìååò íîðìó, âçàèìíî ïðîñòóþ ñm, c+di è e+fi

� ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû, ïðè÷åì (a+ bi)(c+ di) = (a+ bi)(e+ fi),

òî c + di = e + fi.

Äîêàçàòåëüñòâî.

(a + bi)(c + di) = (a + bi)(e + fi)⇒

{
a(c− e) + b(d− f ) = 0

a(d− f )− b(c− e) = 0

Çäåñü è äàëåå âî âñåì äîêàçàòåëüñòâå âñå ðàâåíñòâà ïî ìîäóëþ m.

Îáîçíà÷èì c− e = s è d− f = t. Òîãäà{
as + bt = 0 (1)

at− bs = 0 (2)
⇒

{
abs + b2t = 0

a2t− abs = 0
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Ñêëàäûâàÿ äâà ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì t = 0 (ò. ê. a2 + b2

âçàèìíî ïðîñòî ñ m). Ïîäñòàâëÿÿ t = 0 â (1) è (2), èìååì{
as = 0

bs = 0
⇒

{
a2s = 0

b2s = 0
⇒ s(a2 + b2) = 0⇒ s = 0.

Òî åñòü s = 0 è t = 0. Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî c = e è d = f .

Òåîðåìà 4. Ýëåìåíò α ∈ Zm[i] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà N(α) è m âçàèìíî ïðîñòû.

Äîêàçàòåëüñòâî. ¾È òîëüêî òîãäà¿. Åñëè ó ýëåìåíòà α íîðìà íå âçà-

èìíî ïðîñòà ñ m, òî èç ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè íîðìû äëÿ ëþáîãî

ýëåìåíòà β íîðìà N(αβ) òîæå íå âçàèìíî ïðîñòà ñ m. Íî N(1) = 1

âçàèìíî ïðîñòà ñ m, çíà÷èò, αβ 6= 1.

¾Òîãäà¿. Ïóñòü ýëåìåíò α òàêîâ, ÷òî N(α) è m âçàèìíî ïðîñòû.

Óìíîæèì êàæäûé ýëåìåíò Zm[α] íà α . Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî â

ïîëó÷åííîì íàáîðå ýëåìåíòîâ ëþáûå äâà ðàçëè÷íû. Çíà÷èò, â íåì

êàæäûé ýëåìåíò âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, ò. å. â íåì åñòü è

1. Çíà÷èò, α îáðàòèì.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôîðìóëû äëÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà ϕi(m)

ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêèå èìåííî ïðîñòûå äåëèòåëè

âõîäÿò â m. Äëÿ óäîáñòâà îáîçíà÷èì ÷åðåç P1 (ñîîòâåòñòâåííî P−1)

ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äàþùèõ îñòàòîê 1 (ñîîòâåòñòâåííî

−1) ïðè äåëåíèè íà 4.

Òåîðåìà 5. 1. Åñëè p ∈ P1, òî

ϕi(p
α) = p2α

(
1− 1

p

)2

.

2. Åñëè p ∈ P−1, òî

ϕi(p
α) = p2α

(
1− 1

p2

)
.

3. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

ϕi(2
α) = 22α−1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò a+bi. Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò,

÷òî îí îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî íîðìà íå äåëèòñÿ íà p.

Ïîñ÷èòàåì, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò çíà÷åíèé b òàêèõ, ÷òî a2 + b2 äåëèòñÿ

íà p, ïðè ðàçëè÷íûõ a.

1) Ïóñòü a äåëèòñÿ íà p. Â ýòîì ñëó÷àå a2 + b2 äåëèòñÿ íà p òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà b äåëèòñÿ íà p. Ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα−1 åñòü pα−1

÷èñåë, êðàòíûõ p, çíà÷èò, â ñëó÷àå 1) ïîëó÷àåì p2α−2 íåîáðàòèìûõ

ýëåìåíòîâ.

2) Ïóñòü a íå äåëèòñÿ íà p. Òîãäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû b2 áûëî

ñðàâíèìî ñ −a2 ïî ìîäóëþ p. Îñòàòîê −a2 ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì

âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, òàê êàê p äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4

(î êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòàõ ñì. VIII.2). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî óðàâíåíèå

b2 ≡ −a2 (mod p) èìååò ðîâíî äâà ðåøåíèÿ ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî p−1.

Çíà÷èò, ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα− 1 îíî èìååò ðîâíî 2pα−1 ðåøåíèé. Â

òî æå âðåìÿ ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî pα − 1 ñóùåñòâóåò ðîâíî pα − pα−1

çíà÷åíèé a, íå êðàòíûõ p, ïîýòîìó ñëó÷àé 2) äàåò 2pα−1(pα − pα−1)

ðàçëè÷íûõ íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ.

Èòîãî ìû èìååì

2pα−1(pα − pα−1) + p2α−2 = 2p2α−1 − p2α−2

íåîáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ. Âñåãî ýëåìåíòîâ p2α, çíà÷èò, îáðàòèìûõ

ðîâíî

p2α − 2p2α−1 + p2α−2 = p2α

(
1− 1

p

)2

.

2. Åñëè p ïðîñòîå è äàåò îñòàòîê −1 ïðè äåëåíèè íà 4, òî −1 ÿâ-

ëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p, ïîýòîìó ýòîò ïóíêò

ñëåäóåò èç òåîðåì 1,2,3.

3. Ðàññìîòðèì ýëåìåíò a+ bi. Ñðåäè ÷èñåë îò 0 äî 2α− 1 ÷åòíûõ è

íå÷åòíûõ ïîðîâíó. Ïîýòîìó îäèíàêîâà âåðîÿòíîñòü ÷åòûðåõ èñõîäîâ:

1) a è b ÷åòíû;

2) a è b íå÷åòíû;

3) a ÷åòíî, b íå÷åòíî;

4) a íå÷åòíî, b ÷åòíî.
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Èç òåîðåìû 4 ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíò a + bi îáðàòèì òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà èìåþò ìåñòî èñõîäû 3) èëè 4). Çíà÷èò, îáðàòèìûõ

ýëåìåíòîâ ðîâíî ïîëîâèíà, ò.å. 22α−1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 1,2,3 ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà

ϕi ìóëüòèïëèêàòèâíà. Òàêèì îáðàçîì, ìû íåìåäëåííî ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå. Èìååò ìåñòî ôîðìóëà

ϕi(m) = ε(m) ·m2 ·
∏

pk∈P−1

(
1− 1

p2
k

)
·
∏
ql∈P1

(
1− 1

ql

)2

.

Çäåñü ε(m) = 1, åñëè m íå÷åòíî, è ε(m) = 1
2, åñëè m ÷åòíî, à

ïðîèçâåäåíèÿ âåäóòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà m.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî çíà÷åíèé ôóíêöèè

ϕi.

m ϕi(m) m ϕi(m)

1 1 13 144

2 2 17 256

3 8 19 360

4 8 25 400

5 16 33 960

6 16 45 1152

7 48 50 800

8 32 63 3456

9 72 77 5760

10 32 99 8640

5. Ðîñò â ñðåäíåì ôóíêöèè Ýéëåðà ϕi

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷èì ðîñò ôóíêöèè Ýéëåðà ϕi. Íèæå ïðåäñòàâ-

ëåíû ãðàôèêè ýòîé ôóíêöèè
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Çíà÷åíèÿ ϕi(m) íà îòðåçêå îò 1 äî 50.

Çíà÷åíèÿ ϕi(m) íà îòðåçêå îò 1 äî 500.
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Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà ðàñòåò êðàéíå íåðåãóëÿðíî.

Ïîýòîìó ãîâîðèòü î åå àñèìïòîòèêå íåëüçÿ. Îäíàêî ìîæíî ¾ñãëà-

äèòü¿ ñêà÷êè ôóíêöèè Ýéëåðà, åñëè ðàññìîòðåòü åå ñðåäíèå

àðèôìåòè÷åñêèå. Ýòî ïðèâîäèò íàñ ê ñëåäóþùåìó ïîíÿòèþ (ñì. [2]

è òàêæå VI.4).

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå ôóíêöèè f , g îäèíàêîâî

ðàñòóò â ñðåäíåì, åñëè∑
m6M

f (m)∑
m6M

g(m)
→ 1 ïðè M →∞.

Îáîçíà÷àòü ýòî áóäåì òàê f ∼̂ g.
Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì îñíîâíóþ òåîðåìó ýòîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 6. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àñèìïòîòèêà â ñðåäíåì:

ϕi(m) ∼̂ cm2, ãäå c =
3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
≈ 0, 6498.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàçîâåì ïðàâèëüíûìè òðåõìåðíûå âåêòîðà âèäà

(a, b,m), ãäå 0 6 a, b < m. Ñîïîñòàâèì ïðàâèëüíîìó âåêòîðó âèäà

(a, b,m) ýëåìåíò a + bi ãàóññîâà êîëüöà âû÷åòîâ Zm[i]. Òîãäà êàæ-

äîìó ýëåìåíòó êàæäîãî êîëüöà Zm[i] áóäåò ñîïîñòàâëåí ðîâíî îäèí
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ïðàâèëüíûé âåêòîð. Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûé âåêòîð (a, b,m)

íåîáðàòèìûì ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p, åñëè a2 + b2 è m äåëÿòñÿ íà p.

Áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíûé âåêòîð (a, b,m) íåîáðàòèìûì, åñëè ñó-

ùåñòâóåò ïðîñòîå p, ïî ìîäóëþ êîòîðîãî îí íåîáðàòèì. Èç òåîðåìû 4

ñëåäóåò, ÷òî ïðàâèëüíûé âåêòîð ñîîòâåòñòâóåò îáðàòèìîìó ýëåìåíòó

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñàì âåêòîð îáðàòèì.

Ëåììà. Åñëè m äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p, òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ íîð-

ìîé, íå êðàòíîé p, ðàâíî p2ασ(p), ãäå

σ(p) =


(

1− 1
p

)2

, åñëè p äàåò îñòàòîê −1 ïðè äåëåíèè íà 4;

1− 1
p2
, åñëè p äàåò îñòàòîê 1 ïðè äåëåíèè íà 4;

1
2, åñëè p = 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 5 ñëåäóåò, ÷òî åñëè m = pα, òî äî-

ëÿ ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé, íåêðàòíîé p, ðàâíà σ(p). Åñëè æå m = pαt,

ãäå t è p âçàèìíî ïðîñòû, òî äîëÿ ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé, íåêðàòíîé

p, áóäåò òàêîé æå (ýòî ñëåäóåò èç êèòàéñêîé òåîðåìû îá îñòàòêàõ).

Çíà÷èò, ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñ íîðìîé, íåêðàòíîé p, ðàâíî p2ασ(p), ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Èç ëåììû ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè m äåëèòñÿ íà p, òî ñóùåñòâóåò ðîâ-

íî p2(1 − σ(p)) ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ, íåîáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ p è

èìåþùèõ òðåòüþ êîîðäèíàòó m. Åñëè æå m íå äåëèòñÿ íà p, òî

ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ, íåîáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ p è èìåþùèõ òðåòüþ

êîîðäèíàòó m íå ñóùåñòâóåò. Âñåãî ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ ñ òðåòüåé

êîîðäèíàòîé m ðîâíî m2. Îòñþäà âåðîÿòíîñòü âûáðàòü âåêòîð, íåîá-

ðàòèìûé ïî ìîäóëþ p, ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå ïðàâèëüíîãî âåêòîðà,

ðàâíà
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lim
n→∞

p2(1− σ(p)) + (2p)2(1− σ(p)) + . . . + (np)2(1− σ(p))

12 + 22 + . . . + (np)2
=

= lim
n→∞

p2(1− σ(p))
12 + 22 + . . . + n2

12 + 22 + . . . + (np)2
=

= lim
n→∞

p2(1− σ(p))
n3/3

n3p3/3
=

1− σ(p)

p
.

Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü òàêèì îáðàçîì âåêòîð, îáðàòèìûé ïî

ìîäóëþ p, ñîñòàâëÿåò

1− 1− σ(p)

p
.

ßñíî, ÷òî ýòè ñîáûòèÿ ïðè ðàçíûõ p íåçàâèñèìû, ïîýòîìó âåðîÿò-

íîñòü P âûáðàòü îáðàòèìûé âåêòîð ðàâíà∏
p∈P

(
1− 1− σ(p)

p

)
=

3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
.

Íî ïðè ëþáîì m ñðåäè m2 ïðàâèëüíûõ âåêòîðîâ âèäà (a, b,m) ñóùå-

ñòâóåò ðîâíî ϕi(m) îáðàòèìûõ. Ïîýòîìó

P = lim
n→∞

ϕi(1) + ϕi(2) + . . . + ϕi(n)

12 + 22 + . . . + n2

Çíà÷èò,

lim
n→∞

ϕi(1) + ϕi(2) + . . . + ϕi(n)

12 + 22 + . . . + n2
=

3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p3

)
·
∏
q∈P1

(
1− 2

q2
+

1

q3

)
.

6. Ïðîäîëæåííàÿ ôóíêöèÿ Ýéëåðà è åå ñâîéñòâà

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ áûëà ðàññìîòðåíà ôóíêöèÿ Ýéëåðà ðàñøè-

ðåíèé êîëåö âû÷åòîâ îò íàòóðàëüíûõ àðãóìåíòîâ. Â ýòîé ÷àñòè ìû

ðàññìîòðèì ïðîäîëæåíèå ôóíêöèè Ýéëåðà ãàóññîâûõ êîëüåö âû÷åòîâ

ïî ìîäóëÿì ïðîèçâîëüíûõ öåëûõ ãàóññîâûõ ÷èñåë.
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Ïóñòü z � ãàóññîâî öåëîå ÷èñëî. Âñå òî÷êè íà êîìïëåêñíîé ïëîñ-

êîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëàì, êðàòíûì z, îáðàçóþò êâàäðàòíóþ

ðåøåòêó (ñì. òàêæå äîêàçàòåëüñòâî åâêëèäîâîñòè êîëüöà ãàóññîâûõ

÷èñåë â IX.2). Êâàäðàòû, èç êîòîðûõ ñîñòîèò ðåøåòêà, áóäåì íàçû-

âàòü åå ýëåìåíòàðíûìè ÿ÷åéêàìè. Óñëîâèìñÿ, ÷òî òî÷êà, ëåæàùàÿ

ëèíèÿõ ñåòêè, ïðèíàäëåæèò òîé ÿ÷åéêå, â êîòîðóþ ïîïàäàåò åå îáðàç

ïðè ïðèáàâëåíèè ê íåé ÷èñëà εz(i + 1) ïðè ìàëûõ ε.

Îïðåäåëåíèå. Âû÷åòàìè ïî ìîäóëþ z áóäåì íàçûâàòü âñå ãàóññî-

âû öåëûå ÷èñëà, ëåæàùèå â îäíîé ÿ÷åéêå ñ ÷èñëîì 0. ×åðåç Zz[i]
îáîçíà÷èì êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ z. Ôóíêöèåé Ýéëåðà ϕi(z) îò

ïðîèçâîëüíîãî ãàóññîâîãî öåëîãî ÷èñëà z áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ,

ñîïîñòàâëÿþùóþ z ÷èñëî îáðàòèìûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Zz[i].

Îòìåòèì ñëåäóþùåå èçâåñòíîå

Óòâåðæäåíèå. Íåïðèâîäèìûìè â Z[i] ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå

÷èñëà, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ:

1) Íîðìà ÷èñëà ðàâíà 2.

2) Íîðìà ÷èñëà ðàâíà ïðîñòîìó ÷èñëó èç P1.

3) ×èñëî ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíûì ïðîñòûì ÷èñëîì èç P−1.

Óòâåðæäåíèå. Âî ìíîæåñòâå Zz[i] ðîâíî N(z) ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

z, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñ ïëîùàäüþ N(z). Ïî ôîðìóëå Ïèêà N(z) =

a+ b/2− 1, ãäå ñòðîãî âíóòðè ÿ÷åéêè ëåæèò ðîâíî a öåëî÷èñëåííûõ

òî÷åê, à íà åå ãðàíèöå ëåæèò ðîâíî b öåëî÷èñëåííûõ òî÷åê. Íî ÿ÷åéêå

ïðèíàäëåæàò âñå òî÷êè ñòðîãî âíóòðè íåå, îäíà åå âåðøèíà è òî÷êè

íà äâóõ åå ñòîðîíàõ, íå ÿâëÿþùèåñÿ âåðøèíàìè. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

ýòî â òî÷íîñòè a+b/2−1 òî÷åê. Òî åñòü ÷èñëî òî÷åê, ïðèíàäëåæàùèõ

ÿ÷åéêå, ðàâíî N(z), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äàíî íåïðèâîäèìîå ÷èñëî p ∈ Z[i], ïóñòü ãàóññîâî

öåëîå z ∈ Z[i] êðàòíî p. Òîãäà äîëÿ ýëåìåíòîâ Zz[i], êðàòíûõ p,

ðàâíà 1
N(p).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíòàðíàÿ ÿ÷åéêà ðåøåòêè Z, ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé ÷èñëó z, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñ ïëîùàäüþ N(z). Ýëåìåíòàðíàÿ

ÿ÷åéêà ðåøåòêè P , ñîîòâåòñòâóþùåé ÷èñëó p, ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòîì ñ

ïëîùàäüþ N(p). Êàæäûé óçåë Z ÿâëÿåòñÿ òàêæå óçëîì P , çíà÷èò,

ïðè ñîâìåùåíèè äâóõ ÿ÷ååê ðåøåòêè Z ïðè ïîìîùè ïàðàëëåëüíîãî

ïåðåíîñà ñîâìåùàþòñÿ âñå íàõîäÿùèåñÿ â íèõ óçëû P . Òî åñòü âíóòðè

ðàçíûõ ÿ÷ååê Z ïîðîâíó óçëîâ P .

Ïóñòü â îäíîé ÿ÷åéêå Z ñîäåðæèòñÿ t óçëîâ P . Âîçüìåì êàêóþ-

íèáóäü ÿ÷åéêó Z è ñîïîñòàâèì êàæäîìó óçëó P âíóòðè ýòîé ÿ÷åé-

êè ÿ÷åéêó ðåøåòêè P , êðàéíèì óçëîì êîòîðîé ýòîò óçåë ÿâëÿåòñÿ.

Ñóììàðíàÿ ïëîùàäü âñåõ ñîïîñòàâëåííûõ ÿ÷ååê ðàâíà tN(p).

Âîçüìåì òåïåðü ìíîæåñòâî S ÿ÷ååê Z, îáðàçóþùèõ áîëüøîé ïðÿ-

ìîóãîëüíèê s×s ÿ÷ååê è ñäåëàåì òàêîå æå ñîïîñòàâëåíèå äëÿ êàæäîé

ÿ÷åéêè èç S. ßñíî, ÷òî îòíîøåíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè ÿ÷ååê ìíîæå-

ñòâà S ê ñóììàðíîé ïëîùàäè âñåõ ñîïîñòàâëåííûõ ÿ÷ååê ñòðåìèòñÿ

ê 1 ïðè s → ∞. Îòíîøåíèå ýòèõ ïëîùàäåé ðàâíî s2N(z)
s2tN(p)

= N(z)
tN(p),

ïîýòîìó t = N(z)
N(p).

Äîëÿ ýëåìåíòîâ Zz[i], êðàòíûõ p, ðàâíà îòíîøåíèþ ÷èñëà óçëîâ P

â ÿ÷åéêå Z ê ÷èñëó âñåõ òî÷åê â ÿ÷åéêå Z, òî åñòü t
N(z) = 1

N(p), ÷òî è

òðåáîâàëîñü.

Íà ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà Z[i], åñòåñòâåííûì îáðàçîì îáîá-

ùàåòñÿ ïîíÿòèå ðîñòà â ñðåäíåì. À èìåííî, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ôóíêöèè f è g, îïðåäåëåííûå íà Z[i], îäèíàêîâî ðàñòóò â ñðåäíåì,

åñëè

lim
n→∞

∑
N(z)<n

f (z)∑
N(z)<n

g(z)
= 1.

Îñíîâíàÿ òåîðåìà äàííîãî ðàçäåëà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì.
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Òåîðåìà 8. Èìååò ìåñòî àñèìïòîòèêà â ñðåäíåì

ϕi(z) ∼̂CN(z), ãäå C :=
3

4

∏
p∈P−1

(
1− 1

p4

)
·
∏
q∈P1

(
1− 1

q2

)2

≈ 0, 6637.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû âèäà (z, r), ãäå z ÿâ-

ëÿåòñÿ ãàóññîâûì öåëûì ÷èñëîì, à r ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà

Zz[i]. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïàðà (z, r) îáðàòèìà, åñëè r îáðàòèì â Zz[i].
Ïóñòü ãàóññîâî öåëîå ÷èñëî p íåïðèâîäèìî. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïà-

ðà (z, r) íåîáðàòèìà ïî ìîäóëþ p, åñëè z è r êðàòíû p. Ïàðà îáðàòèìà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà îáðàòèìà ïî ìîäóëþ âñåõ íåïðè-

âîäèìûõ p. ×åðåç T (p) îáîçíà÷èì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî

âûáðàííàÿ ïàðà îêàæåòñÿ íåîáðàòèìà ïî ìîäóëþ p.

Âñåãî ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z ðîâíîN(z). Åñëè z íå êðàòíî p, òî

íåïðèâîäèìûõ ïî ìîäóëþ p ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z íå ñóùåñòâóåò.

Åñëè z êðàòíî p, òî ïî òåîðåìå 7 íåïðèâîäèìûõ ïî ìîäóëþ p ïàð ñ

ïåðâûì ýëåìåíòîì z áóäåò N(z)
N(p).

Äîëÿ ãàóññîâûõ öåëûõ z, êðàòíûõ p, ñðåäè âñåõ ãàóññîâûõ öåëûõ

÷èñåë ðàâíà 1
N(p). Ïðè ýòîì ðîñò â ñðåäíåì âåëè÷èíû N(z) îäèíàêîâ

äëÿ z, êðàòíûõ p, è äëÿ z, íå êðàòíûõ p. Îòñþäà ïîëó÷àåì T (p) =
1

N2(n)
.

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííàÿ ïàðà îêàæåòñÿ îáðàòè-

ìà ïî ìîäóëþ p, ðàâíà 1 − T (p) = 1 − 1
N2(p)

. Ñîáûòèÿ ¾âûïàäåíèå

ïàðû, îáðàòèìîé ïî ìîäóëþ¿ ïðè ðàçíûõ íåïðèâîäèìûõ p íåçàâè-

ñèìû. Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü îáðàòèìóþ ïàðó ïðè ñëó÷àéíîé

âûáîðêå ðàâíà ∏
p∈P[i]

(
1− 1

N 2(p)

)
Èç óòâåðæäåíèÿ î íåïðèâîäèìûõ ýëåìåíòàõ â Z[i] ñëåäóåò, ÷òî ýòî

ïðîèçâåäåíèå ðàâíî

3

4

∏
p∈P1

(
1− 1

p2

)2

·
∏
q∈P−1

(
1− 1

q4

)
.
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Íî ÷èñëî îáðàòèìûõ ïàð ñ ïåðâûì ýëåìåíòîì z ðàâíî â òî÷íîñòè

ϕi(z). Çíà÷èò, âåðîÿòíîñòü âûáðàòü îáðàòèìóþ ïàðó ïðè ñëó÷àéíîé

âûáîðêå ðàâíà

lim
n→∞

∑
N(z)<n

ϕi(z)∑
N(z)<n

N(z)
.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî

lim
n→∞

∑
N(z)<n

ϕi(z)∑
N(z)<n

N(z)
=

3

4

∏
p∈P1

(
1− 1

p2

)2 ∏
q∈P−1

(
1− 1

q4

)
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